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PRÉFACE. 


La  première  Partie  de  ce  Volume  n'a  subi  que  de  légers 
changements,  et  les  modifications  un  peu  importantes  ne 
portent  que  sur  les  derniers  Chapitres. 

Dans  la  première  édition,  je  n'avais  pu  consacrer  qu'un 
petit  nombre  de  pages  aux  équations  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre  et  au  calcul  des  variations.  v\fîn  de  pouvoir 
exposer,  d'une  façon  moin^ sommaire,  des  siijets  aussi  vastes^ 
j'ai  pris  le  parti  de  les  rejetei*  dans  un  troisième  Volume,  qui 
contiendra  aussi  une  esquisse  de  la  théorie  récente  des 
équations  intégrales.  La  suppression  du  dernier  Chapitre  m'a 
permis  d'ajouter  quelques  compléments  dont  les  plus  im- 
portants sont  relatifs  aux  équations  différentielles  linéaires  et 
aux  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 


17  mai  1911. 

•       E.  GOURSAT. 
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CHAPITRE  XIII. 

FONCTIONS  ÉLÉMENTAIIŒS  D'UNE  VARIABLE  COMPLEXE. 


L  -  GENERALITES.    -  PONCTIONS  MONOGÈNES. 

2o9.  Définitions.  —  On  appelle  quantité  imaginaire,  ou 
quantité  complexe,  toute  expression  de  la  forme  a  +  bi,  a  et  b 
étant  deux  nombres  rée.ls  quelconques,  et  i  un  symbole  particu- 
lier qu'on  a  été  conduit  à  introduire  en  vue  de  donner  à  l'Algèbre 
plus  de  généralité.  Une  quantité  complexe  n'est  au  fond  qu'un 
système  de  deux  quantités  réelles,  rangées  dans  un  certain  ordre. 
Quoique  des  expressions  telles  que  a  4-  bi  n'aient  par  elles-mêmes 
aucune  signification  concrète,  on  convient  de  leur  appliquer  les 
règles  ordinaires  du  calcul  algébrique,  en  convenant  en  outre  de 
remplacer  partout  le  carré  i-  par  —  i . 

Deux  quantités  imaginaires  a -\- bi  et  a' -\- b' i  sont  dites 
égales  si  l'on  a  a'  =  a,  b'  =  b.  La  somme  de  deux  quantités 
imaginaires  a  +  bi  et  c  -f-  di  est  un  symbole  de  même  forme 
a  -j-  c  -i-  i[b  +  d);  de  même  la  différence  a-\-  bi  —  (c  -H  di)  est 
égale  à  a  —  c -\- i{b  —  d).  Pour  obtenir  le  produit  de  a -\- bi 
par  c-+-di,  on  effectue  ce  produit  par  la  règle  habituelle  de  la 
multiplication  algébrique,   et   l'on  remplace  i-  par  —  i,  ce  qui 

donne 

(a  -+-  bi){c  -+-  di)  =  ac  —  bd ■+-  i{ad -h  bc). 

Le    quotient  de   a  -1-  bi  par  c  H-  di  est  un  troisième  symbole 
imaginaire  x -\- yi  qui,  multiplié  par  c -{- di,  reproduit  a-i-bi. 
G.,  II.  I 
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L'égalité 

a  -^  bi  =  {c  -\-  di)  {x  -\- yi) 

équivaut,  d'après  la  règle  de  la  multiplication,  aux  deux  relations 

ex  —  dy  =  a,         dx  -+-  cy  =  b, 

d'où  l'on  tire 

ac  -+-  bd  bc  —  ad 

^~    c-^^d-'  '  ^  ^    c-^+d-^  ' 

Le  quotient  de  <7  +  bi  par  c  +  di  se  représente  par  la  nolation 
habituelle  des  fractions  algébriques,  et  l'on  écrit 


-yi 


di' 


pour  calculer  commodément  x  et  )',  il  suffit  de  multiplier  les 
deux  termes  de  cette  fraction  par  c  —  di  et  de  développer  les 
produits  indiqués. 

Toutes  les  propriétés  des  opérations  fondamentales  de  l'Algèbre 
s'étendent  aux  opérations  efiectuées  sur  les  symboles  imaginaires; 
A,  B,  C,  . . .  désignant  des  symboles  imaginaires,  on  a 

A.B  =  B.A,         A.B.G  =  A.(B.G),         A(  B -h  G)  =  AB  ^  AC, 

et  ainsi  de  suite.  Les  deux  imaginaires  a -\- bi  et  a  —  bi  sont 
des  imaginaires  conjuguées.  Les  deux  imaginaires  a  -\-  bi  et 
—  a  —  bi,  dont  la  somme  est  nulle,  sont  opposées  ou  symé- 
triques. 

Etant  donné,  dans  un  plan,  un  système  de  deux  axes  rectangu- 
laires ayant  la  disposition  habituelle,  on  représente  la  quantité 
imaginaire  a  -h  bi  par  le  point  M  du  plan  xOy.,  dont  les  coor- 
données sont  X  ^  a,  y  =  b.  On  donne  ainsi  une  signification 
concrète  à  des  expressions  purement  symboliques,  et  toute  pro- 
position établie  pour  les  quantités  imaginaires  correspond  à  un 
théorème  de  Géométrie  plane.  Mais  les  plus  grands  avantages  de 
cette  représentation  apparaîtront  encore  mieux  dans  la  suite.  Les 
quantités  réelles  correspondent  à  des  points  de  l'axe  Ox  qui,  pour 
cette  raison,  est  appelé  aussi  axe  réel.  Deux  imaginaires  conju- 
guées a  -\-  bi  el  a —  bi  correspondent  à  deux  points  symétriques 
par  rapport  à  Ox\  deux  quantités  opposées  a-\-bi  et   — a  —  bi 
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sont  représentées  par  des  points  symétriques  relativement  au 
point  O. 

La  quantité  a  +  bi  qui  correspond  au  point  M  de  coordon- 
nées (a,  ^)  s'appelle  aussi  quelquefois  Vajfixe  de  ce  point.  Quand 
il  n'y  aura  aucune  ambiguïté  à  craindre,  nous  désignerons  par  la 
même  lettre  une  quantité  imaginaire  et  le  point  qui  la  représente. 

Joignons  l'oi-igine  au  point  m  de  coordonnées  (a,  b).  La  dis- 
tance O  m  s'appelle  le  module  de  «4-  bi^  et  l'angle  dont  il  faut 
faire  tourner  une  demi-droite  couchée  sur  Ox  pour  l'amener 
sur  Om  (cet  angle  étant  compté  comme  en  Trigonométrie  de  Ox 
vers  Oy)  est  Vargument  de  a  H-  bi.  Soient  p  et  w  le  module  et 
l'argument  de  «  +  bi;  entre  les  quantités  réelles  «,  6,  o,  co,  on  a 
les  deux  relations  «  ^  o  costo,  b^=  o  sinto,  d'oiî  l'on  tire 


p  =  /«*-+-  6», 


v/a*-f-6*  ^a'--^ô* 


Le  module,  nombre  essentiellement  positif,  est  déterminé  sans 
ambiguïté,  tandis  que  l'argument,  n'étant  connu  que  par  ses 
lignes  trigonométriques,  n'est  déterminé  qu'à  un  multiple  près 
de  '27r,  ce  qui  était  évident  d'après  la  définition  même.  Toute 
quantité  imaginaire  admet  donc  une  infinité  d'arguments,  formant 
une  progression  arithmétique  de  raison  2:î.  Pour  que  deux  quan- 
tités imaginaires  soient  égales,  les  modules  doivent  être  égaux; 
il  faut  de  plus  que  les  arguments  difl'èrent  d'un  multiple  de  2  — 
et  ces  conditions  sont  suffisantes.  Le  module  d'une  quantité  ima- 
ginaire z  se  représente  par  la  même  notation  |  z  \  que  la  valeur 
absolue  d'une  quantité  réelle. 

Soient  z  =  a  +  bi,  z' =  a' -^  b' i  deux  quantités  imaginaires, 
et  m,  m'  les  points  correspondants;  la  somme  ^-1-:;'  est  repré- 
sentée par  le  point  m",  sommet  du  parallélogramme  construit 
sur  Om  et  Oni'.  Les  trois  côtés  du  triangle  Onim"  {Jig-  4^)  sont 
égaux  respectivement  aux  modules  des  quantités  z,  z\  z  -{-  z' .  On 
en  conclut  que  le  module  d^ une  somme  de  deux  quantités  est 
inférieur  ou  au  plus  égal  à  la  somme  des  modules  des  deux 
termes,  et  supérieur  ou  au  moins  égal  à  leur  différence.  Deux 
quantités  opposées  ayant  le  même  module,  le  théorème  est  vrai 
aussi  pour  le  module  d'une  différence.  Enfin  on  voit  de  la  même 
façon  que  le  module  de   la  somme  d'un  nombre  quelconque  de 
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quantités  imaginaires  est  au  plus  égal  à  la  somme  des  modules, 
l'égalité  ne  pouvant  avoir  lieu  que  si  tous  les  points  qui  repré- 
sentent ces  diverses  quantités  sont  sur  une  demi-droite  issue  de 

l'origine. 

Fig.  46. 


Si  par  le  point  m  on  mène  les  deux  droites  mx\  iny\  parallèles 
à  0:t"  et  à  Oy,  les  coordonnées  du  pointm'dans  ce  système  d'axes 
sont   a!  —  a  et  V  —  h  {fig-   47)-  Le    point  m'  représente   donc 


Fig.  4:. 

y 

\if' 

/j/\.-'^^'^ 

.25' 

0 

JE» 

z'  —  z  dans  le  nouveau  système;  le  module  de  :;'  —  z  est  égal  à  la 
longueur  mm'  et  l'argument  est  égal  à  l'angle  G  que  fait  la  direc- 
tion mm!  avec  mx'.  Menons  par  O  un  segment  Om,  égal  et  paral- 
lèle au  segment  mm' ;  l'extrémité  m,  de  ce  segment  représente 
z' —  z  dans  le  système  d'axes  0^7,  Oy.  Mais  la  figure  0mm' mx 
est  un  parallélogramme;  le  point  /w,  est  donc  le  point  symétrique 
de  m  par  rapport  au  milieu  c  du  segment  Om.' . 

Rappelons  encore  la  formule  qui   donne  le  module  et  l'argu- 
ment du  produit  d'un  nombre  quelconque  de  facteurs.  Soient 

zic=^  P;t(cosco/,.-1-  i  sinw/c)         (  A'  =  i,  2,  .  . .,  n) 
ces  facteurs;  la  règle  de  multiplication,  combinée  avec  les  formules 
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d'addition  des  lignes  trigonométriques,  donne  pour  le  produit  j,*/^^  H 

^1  52.  •  •-«  =  PiP».  .  .p/j[cos(wi-f-to,-+-.  .  .-Hto„)  +  tsin(w,-|-w,-f-. .  .-hw„)],     i   ^^^Z^ 

ce  qui  montre  que  le  module  du  produit  est  égal  au  produit 
des  modules,  et  V argument  du  produit  égal  à  la  somme  des 
arguments.  On  en  déduit  sans  peine  la  célèbi'e  formule  deMoivre 

cosrtïw  -+-  i  sin  mw  =  (costo  -f-  i  sin  w)'", 

qui  renferme,  sous  une  forme  extrêmement  condensée,  toutes  les 
formules  de  multiplication  des  fonctions  circulaires. 

L'introduction  des  symboles  imaginaires  a  permis  de  donner  à 
la  théorie  des  équations  algébriques  une  généralité  et  une  symé- 
trie parfaites.  C'est  du  reste  à  propos  des  équations  du  second 
degré  que  ces  expressions  se  sont  offertes  pour  la  première  fois. 
Leur  importance  n'est  pas  moins  grande  en  Analyse,  et  nous 
allons  d'abord  expliquer  d'une  façon  précise  ce  qu'il  faut  entendre 
par  ces  mots  :  fonction  dUtne  variable  imaginaire. 

260.  Fonctions  continues  d'une  variable  complexe.  —  Une 
quantité  complexe  z  =^  x  -\- yi^  où  x  el  y  sont  deux  variables 
réelles  indépendantes,  est  une  variable  complexe.  Si  l'on  conserve 
au  mot  de  fonction  son  acception  la  plus  générale,  il  paraît 
naturel  de  dire  que  toute  autre  quantité  miaginaire  //,  dont  la 
valeur  dépend  de  celle  de  :?,  est  une  fonction  de  z.  Un  certain 
nombre  de  définitions  s'étendent  d'elles-mêmes.  Ainsi,  on  dira 
qu'une  fonction  u  z=.  J\z)  est  continue  si  le  module  de  la  diffé- 
rence/(^  -h  h) — f{^)  tend  vers  zéro  lorsque  le  module  de  li  tend 
vers  zéro,  c'est-à-dire  si  à  tout  nombre  positif  t  on  peut  faire  cor- 
respondie  un  autre  nombre  positif  rj  tel  qu'on  ait 

|/(5  +  /0-/(-)|<£, 

pourvu  que  |  h  |  soit  inférieur  à  r\. 
Une  série 

Ko(3)-i-  «l(^)  -+-•••-*-  "«(^)-l-.  •  V 

dont  les  différents  termes  sont  fonctions  de  la  variable  complexe  5, 
est  uniformément  convergente  dans  une  région  A  du  plan  si  à 
tout   nombre    positif  t   on   peut   faire   correspondre   un   nombre 
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entier  N  tel  qu'on  ait 

I  R„|  =  I  Un+i(z)-hUn+i{s)-^...  I  <e, 

pour  toutes  les  valeurs  de  :;  prises  dans  la  région  A,  pourvu  que  n 
soit  ^N.  On  démontre  comme  plus  haut  (I,  n"  31)  que  la  somme 
d'une  série  uniiormément  convergente  dans  une  région  A,  et  dont 
tous  les  termes  sont  des  fonctions  continues  de  z  dans  cette 
région,  est  elle-même  une  fonction  continue  de  la  variable  z  dans 
la  même  région.  Une  série  est  encore  uniformément  convergente 
si,  pour  toutes  les  valeurs  de  z  considérées,  le  module  d'un  terme 
quelconque  |  «„  |  est  inférieur  au  terme  correspondant  v„  d'une 
série  convergente,  dont  tous  les  termes  sont  des  nombres  cons- 
tants et  positifs.  La  série  est  alors  à  la  fois  absolument  et  unifor- 
mément convergente. 

Toute  fonction  continue  de  la  variable  complexe  z  est  de  la 
forme  u  =  P(x,y)  -+-  iQ(x,y),  P  et  Q  étant  des  fonctions 
réelles  continues  des  deux  variables  réelles  x,y.  Si  l'on  n'ajoutait 
pas  d'autres  conditions,  l'étude  des  fonctions  d'une  variable  com- 
plexe z  reviendrait  donc  au  fond  à  l'étude  d'un  système  de  deux 
fonctions  de  deux  variables  réelles;  l'emploi  du  symbole  «n'amè- 
nerait que  des  simplifications  illusoires.  Pour  que  la  théorie  des 
fonctions  d'une  variable  complexe  présente  quelque  analogie  avec 
la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  réelle,  nous  chercherons 
avec  Gauchy  à  quelles  conditions  doivent  satisfaire  les  fonctions  P 
et  Q  pour  que  l'expression  P  -f-  f  Q  possède  la  propriété  fonda- 
mentale des  fonctions  d'une  variable  réelle  auxquelles  s'applique 
le  calcul  infinitésimal. 

261.   Fonctions  monogènes.  —  Si /(.r)  est  une  fonction  de  la 

•   1  1        »    1 1             1                    ,          1  /   •     »      1                    .  f{x  -\-  h)  —  f(x) 
variable  réelle  x  admettant  une  dérivée,  le  rapport ^^^ •— — - 

tend  vers  f'{x)  lorsque  h  tend  vers  zéro.  Cherchons  de  même 
dans  quels  cas  le  quotient 

A«  _  aP  -H  t  AQ 

A^         Ix  -+-  i  A^ 

tend  vers  une  limite  déterminée,  lorsque  le  module  de  A;;  tend 
vers  zéro,  c'est-à-dire  lorsque  ^x  et  A/  tendent  séparément  vers 
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zéro.  Il  est  facile  de  prévoir  que  cela  n'aura  pas  lieu  si  les  fonc- 
tions P(x,j')  et  Q{^,y)  sont  quelconques,  caria  limite  du  rap- 
port précédent  dépend  en  général  de  la  limite  du   rapport  -^> 

c'est-à-dire  de  la  façon  dont  le  point  qui  représente  la  valeur 
de  z  H-  /i  se  rapproche  du  point  qui  représente  la  valeur  de  z. 

Laissons  d'abord  y  constant  et  attribuons  à  x  une  valeur  voi- 
sine X  -t-  Ax,  il  vient 

pour  que  ce  rapport  ait  une  limite,  il  faut  que  les  fonctions  P  et  Q 
admettent  des   dérivées  partielles  par  rapport  à  ar,  et  cette  limite 

a  pour  expression 

,.     \u       dP        .dQ 

lim  —  = ht— ^• 

\z        ox  ôx 

Supposons  ensuite  x  constant,  et  donnons  à  j^  la  valeury  -\-  Ay, 
nous  avons 

A«  _  F^(.r,  y -I- Ak)  —  V(x,y)        Q(:r,  y -f-Av)  —  Q (>"..>') 
A5  ~  i\y  "^  A^ 

et  le  rapport  aura  une  limite  égale  à 

f)Q  _  .dP 

pourvu  que  les  fonctions  P  et  Q  admettent  des  dérivées  par- 
tielles par  rapport  ky.  Pour  que  les  limites  du  rapport  —  soient 
les  mêmes  dans  les  deux  cas,  il  faut  qu'on  ait 

àP       dO  dP  dO  \  Nw«^^   _ 

Supposons  que  les  fonctions  P  et  Q  vérifient  ces   conditions, 

1       j .  •   ^  .  ,,      dP    (>P    dQ    dQ      .         j        - 

et  que  les  dérivées  partielles  -r- »  -— 5  -r^  >  -r^  soient  des   fonctions 
^  ^  ox    oy     ox     oy 

continues.  Si  nous  attribuons  maintenant  à  J7  et  à  y  des  accrois- 
sements quelconques  Aj;,  A^,  nous  pouvons  écrire,  en  désignant 
par  9  et  6'  des  nombres  positifs  plus  petits  que  m/?, 

AP  =  P(a:  -f-  Aa:,  y  -\-  A^)  —  P  {x  -^  Aa:,  y)-\-P(^x  -\-  Ax,  y)  —  P{x,  y) 
=  \yP'y{x-^  Aar,jK-+-6A;')-f- Aa-  P^ ( a: -h  6' Aa:,  7 ) 
=  ^x[P'^(x,y)  +  el  -H  ^y[P'y{x,y)  -H  e,], 
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et  l'on  a  de  même 

AQ  =  ^x[q'A^,y)  -t-  £']  +  ^y[Q'y{:r,  y)  +  t\  ], 

e,  e',  £,,  e'j  étant  infiniment  petits  en  même  temps  que  ^x  et  Ay. 
La  différence  A«  =  AP  +  /AQ  peut  s'écrire,  en  tenant  compte 
des  conditions  (i), 

/dP        .dq\  I      dQ        .ôP\ 

/àP        .d(>\ 
=  ( Aa: -+- i  Aj)  (^  —  -+- t  —  j  -4- r,  Ax -f- r,  Aj, 

Yj  et  y/  étant  infiniment  petits.  Il  vient  donc 

\u        dP        .dQ        T)  Aa?  -4-  T)'  ày 
A3         dx  dx  Aa?  -+-  f  Ajk    ' 

si  |t,  I  et|Y|'|  sont  plus  petits  qu'un  nombre  a,  le  module  du  terme 
complémentaire  est  inférieur  à  2  a.  Ce  terme  tend  donc  vers  zéro 
lorsque  Ax  et  A^'  tendent  vers  zéro,  et  l'on  a 

Am  _  ^       .dQ 
As        dx  dx 

Les  conditions  (i)  sont  donc  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  le 

rapport  —  ait  une  limite  unique  pour  chaque  valeur  de  z,  pourvu 

que  les  dérivées  partielles  des  fonctions  P  et  Q  soient  continues. 
La  fonction  ii  est  dite  une  fonction  monogène  ou  analytique  (') 
de  la  variable  s;  si  on  la  représente  pary*(v),  la  dérivée/'(c)  est 
égale  à  l'une  quelconque  des  expressions  suivantes  qui  sont  équi- 
valentes : 

.,  dP        -^  _  1^_  -^  _  ^  _  -^  _  ^        -^ 

dx  dx        dy  dy        dx  dy        dy  dx 

Il  est  essentiel  de  remarquer  qu'aucune  des  deux  fonctions 
P(^,  y),  Q(^,  jk)  ne  peut  être  prise  arbitrairement.  En  effet, 
supposons   que  les   fonctions  P  et  Q  admettent  des  dérivées  du 


(*)  Le  mot  inonogène  a  été  souvent  employé  par  Cauchy.  On  dit  aussi  quel- 
quefois synectique.  Nous  emploierons  plutôt  le  mot  analytique;  on  montrera 
plus  loin  que  cette  définition  est  bien  d'accord  avec  celle  qui  a  été  donnée  anté- 
rieurement (  I,  n"  197). 


«  =  ?(x,y)-^i\ 
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second  ordre;  si  l'on  différentie  la  première  des  relations  (i)  par 
rapport  à  x,  la  seconde  par  rapport  à  y,  il  vient,  en  ajoutant  les 
deux  relations  obtenues, 

et  l'on  démontre  de  la  même  façon  qu'on  a  AaQ^  o.  Les  deux 
fonctions  P(j7,  j),  Q(.2?,  J')  sont  donc  deux  solutions  de  l'équa- 
tion de  Laplace. 

Inversement,  toute  solution  de  l'équation  de  Laplace  peut  être 
prise  pour  l'une  des  fonctions  P  ou  Q.  Soit  par  exemple  P(x,jk) 
une  solution  de  cette  équation;  les  deux  relations  (i),  où  Q  est 
considérée  comme  une  fonction  inconnue,  sont  compatibles,  et 
l'expression 

qui  est  déterminée  à  une  constante  près  C,  est  une  fonction  mono- 
gène dont  la  partie  réelle  est  P(.r,  y). 

L'étude  des  fonctions  analytiques  d'une  variable  complexe  z 
revient  donc  au  fond  à  l'étude  d'un  système  de  deux  fonc- 
tions P(.r,  y),  Q(.r,y)  de  deux  variables  réelles  xetjKi  satisfai- 
sant aux  relations  (i),  et  l'on  pourrait  développer  toute  la  théorie 
sans  employer  le  symbole  f  (').  Nous  continuerons  cependant  à 
nous  servir  du  symbolisme  de  Cauchy,  tout  en  faisant  remarquer 
que  la  différence  des  deux  méthodes  est  au  fond  plus  apparente 
que  réelle.  Tout  théorème  établi  pour  une  fonction  analytique/(:;) 
se  traduit  immédiatement  par  un  théorème  équivalent  relatif  aux 
fonctions  P  et  Q,  et  inversement. 

Exemples.  —  La  fonction  ii  =  ar*  —  y^- ->r- iLixy  est  une  fonction  ana- 
lytique, car  les  relations(i)  sont  vérifiées,  et  la  dérivée  est  ix  -h  ity  =  iz  ; 
cette  fonction  a  n'est  autre  que  (x +- «y )*  =  z*.  Au  contraire,  l'expres- 
sion V  =■  X  —  iy  n'est  pas  une  fonction  analytique  ;  on  a,  en  effet, 

Af        Ax  —  i  \y  _  A.r 

Ac        \x  -^  i  \y  .  Sy 

\x 

(')  C'est  en  général  à  ce  point  de  vue  que  se  placent  les  géomètres  allemands 
de  l'école  de  Hiemann. 
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et  il  est   clair  que   la    limite    du    rapport  —  dépend  de  la  limite  du   rap- 

port  -^—' 

Quand  on  pose  x  =  p  cos  oj,  j'  =  p  sin  w,  en  appliquant  les  formules  du 
changement  de  variables  (I,  n"  03,  p.  i47))  'es  relations  (i)  deviennent 

(3)  —  =—    ^,  ^  =  0  —  , 

0(x>  dp  (JtM         '    Op 

et  la  dérivée  a  pour  expression 

f  (z)  =  ( h  t  — —  )  (costo  —  i  sin  0)). 

\  ^P  àp  /  ^ 

On  vérifie  aisément,  au  moyen  de  ces  formules,  que  la  fonction 

z"i  =  p"'(cos»iio  -+-  i  sin  mio) 

est  une  fonction  analyiique  de  z,  dont  la  dérivée  est  égale  à 

m  p'"-'  (cos«Ja)  -+-  i  sin/nw)  (coso)  —  i  sinco)  =  mz'"-^. 

262.  Fonctions  holomorphes.  —  Les  généralités  qui  précèdent 
sont  encore  un  peu  vagues,  car  il  n'a  pas  été  question  jusqu'ici 
des  limites  entre  lesquelles  on  fait  varier  la  variable  z. 

Une  portion  A  du  plan  est  dite  connexe  ou  d'un  .seul  tenant 
lorsqu'on  peut  joindre  deux  points  quelconques  pris  dans  cette 
portion  par  un  chemin  continu  qui  est  situé  lui-même  tout  entier 
dans  cette  portion  du  plan.  Une  portion  connexe,  et  située  tout 
entière  à  distance  finie,  peut  être  limitée  par  une  ou  plusieurs 
courbes  fermées,  parmi  lesquelles  il  y  a  toujours  une  courbe 
fermée  qui  la  limite  extérieurement.  Une  portion  du  plan  s'éten- 
dant  à  l'infini  peut  se  composer  de  l'ensemble  des  points  situés  à 
l'extérieur  d'une  ou  de  plusieurs  courbes  fermées;  elle  peut  aussi 
être  limitée  par  des  courbes  ayant  des  branches  infinies.  Quand  il 
n'y  aura  pas  d'ambiguïté  à  craindre,  nous  emploierons  indifférem- 
ment le  mot  aire  ou  région  pour  désigner  une  portion  connexe 
du  plan. 

Une  fonction  /(v)  de  la  variable  complexes  est  dile holomo/p/ie 
dans  une  région  connexe  A  du  plan,  si  elle  satisfait  aux  conditions 
suivantes  : 

i"  A  tout  point  z  de  A  correspond  une  valeur  déterminée 
àc/{z); 
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2"  f{z)  est  une  fonction  continue  de  z  lorsque  le  point  z  se 
déplace  dans  A,  c'est-à-dire  que  le  module  dey(;  +  /i) — /{'•) 
tend  vers  zéro  avec  le  module  de  h  ; 

3"  f[z)  admet  en  chaque  points  de  Aune  dérivée  unique /^'(c), 
c'est-à-dire  qu'à  tout  point  z  correspond  un  nombre  complexe 
f'{z)  tel  que  le  module  de  la  diflerence 

f{z^li)-f(z) 

1,  J  ^"^ 

tend  vers  zéro  lorsque  ]  // 1  tend  vers  zéro.  A  tout  nombre  positif  e, 
on  peut  alors  faire  correspondre  un  autre  nombre  positif  y\  tel 
qu'on  ait 

(4)  \f{z-^h)-f{z)^hf(z)\^t\h\ 

pourvu  que  |  li  \  soit  inférieur  à  r^. 

Nous  ne  ferons  pour  le  moment  aucune  hypothèse  relativement 
aux  valeurs  de  f{z)  le  long  du  contour  qui  limite  A.  Quand  nous 
dirons  qu'une  fonction  f{z-)  est  holomorphe  à  l'intérieur  d'une 
aire  A  limitée  par  un  contour  fermé  F  et  sur  le  contour  lui- 
même,  il  faudra  entendre  par  là  quey*(:;)  est  holomorphe  dans 
une  région  -X,  renfermant  le  contour  F  et  la  région  A. 

Une  fonction  analytique  f{z)  n'est  pas  nécessairement  holo- 
morphe dans  tout  son  domaine  d'existence;  elle  admet  en  général 
des  points  singuliers,  qui  peuvent  être  d'espèces  très  variées.  Il 
serait  prématuré  d'indiquer  dès  maintenant  une  classification  de 
ces  points  singuliers,  dont  la  nature  nous  sera  révélée  précisément 
par  l'étude  qui  va  être  faite. 

263.  Fonctions  rationnelles.  —  Les  régies  qui  donnent  la 
dérivée  d'une  somme,  d'un  produit,  d'un  quotient,  étant  des  con- 
séquences logiques  de  la  définition  de  la  dérivée,  s'étendent  aux 
fonctions  d'une  variable  complexe.  11  en  est  de  même  de  la  règle  de 
dérivation  d'une  fonction  de  fonction.  Soit  u  ^f{7^)  une  fonction 
analytique  de  la  variable  complexe  Z;  si  l'on  remplace  Z  par  une 
autre  fonction  analytique  C3(-)  d'une  autre  variable  complexe  z, 
u  est  encore  une  fonction  analytique  de  la  variable  z.  On  a,  en 
effet, 

Â7  ~  ÂZ  ^  ÂJ' 
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lorsque  |  As  |  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  |  AZ  |  et  chacun  des 

^u    aZ         ,  1-     •        1  /  •    /      T  Au 

rapports  — n  >   --  tend   vers  une  limite  déterminée.  Le  rapport  — 

^^  AZ     As  ^^        As 

tend  donc  lui-même  vers  une  limite 

\\m^  =  f\Z)^\z). 

Nous  avons  déjà  vérifié  plus  haut  (n"  261  )  que  la  fonction 

z'"=  {x  -h  iy)'" 

était  une  fonction  analytique  de  z,  ajant  pour  dérivée  mz"*"*. 
On  peut  le  voir  directement  comme  dans  le  cas  d'une  variable 
réelle.  En  effet,  la  formule  du  binôme,  qui  repose  uniquement 
sur  les  propriétés  de  la  multiplication,  s'étend  évidemment  aux 
quantités  complexes.  Nous  pouvons  donc  écrire,  m  étant  un 
nombre  entier  positif, 

(z  -h  h  )'«  =  ;:'"  -+ z"'-i  h  h ^^ z"^-^-h^  -\-.  .., 

1  1 ,  2 


et  par  suite 

(^ -f- A)'"  — s'" 

'- =   m  7.111-  1 


[m{  m  —  I  )  .  ,       .1 
; S'"-»  H- . .  .  -i-  /t"'  -»    ; 


il  est  clair  que  le  second  membre  a  pour  limite  mz"^~^  lorsque  le 
module  de  h  tend  vers  zéro. 

Tout  polynôme  entier  à  coefficients  quelconques  est  donc  aussi 
une  fonction  analytique,  qui  est  holomorphe  dans  tout  le  plan.  Une 
fonction  rationnelle,  c'est-à-dire  le  quotient  de  deux  polynômes 
entiers  P(s),  Q_{^),  qu'on  peut  supposer  premiers  entre  eux, 
est  aussi  une  fonction  analytique,  mais  elle  admet  un  certain 
nombre  de  points  singuliers,  les  racines  de  l'équation  Q(s)  =  o. 
Elle  est  holomorphe  dans  toute  région  du  plan  ne  renfermant 
aucune  de  ces  racines. 

264.  Étude  de  quelques  fonctions  irrationnelles.  —  Lorsque  le 
point  z  décrit  une  courbe  continue,  les  coordonnées  x  ely,  ainsi 
que  le  module  p,  varient  d'une  manière  continue,  et  il  en  est  de 
même  de  l'argument,  pourvu  que  la  courbe  décrite  ne  passe  pas 
par  l'origine.   Si  le  point  z  décrit  une  courbe  fermée,  x,  y  el  p 
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reviennent  à  leurs  valeurs  initiales,  mais  il  n'en  est  pas  toujours 
ainsi  de  l'argument.  Si  l'origine  est  en  dehors  de  l'aire  enveloppée 
par  la  courbe  fermée  ^fig-  ^^"'\  il  est  clair  que  l'argument  revient 
à  sa  valeur  initiale;  mais  il  n'en  est  plus  de  même  si  le  point  s 
décrit  une  courbe  telle  que  MoNPMq  ou  Mo/iyo^Mo  {fig-  48*). 


Fig.  48-. 


Fig.  48». 


S 
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o 
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Dans  le  premier  cas,  l'argument  reprend  sa  valeur  initiale  aug- 
mentée de  277,  et,  dans  le  second  cas,  il  reprend  sa  valeur  ini- 
tiale augmentée  de  4~-  H  est  clair  qu'on  peut  faire  décrire  à  la 
variable  z  des  courbes  fermées  telles  que,  si  l'on  suit  la  variation 
continue  de  l'argument  le  long  de  l'une  d'elles,  la  valeur  finale 
diffère  de  la  valeur  initiale  de  2«t,  n  étant  un  nombre  entier 
arbitraire,  positif  ou  négatif.  D'une  façon  générale,  lorsque  z 
décrit  une  courbe  fermée,  l'argument  de  ;  —  a  reprend  sa  valeur 
initiale  pourvu  que  le  point  a  soit  en  dehors  de  l'aire  enveloppée 
par  cette  courbe  fermée,  mais  on  peut  toujours  choisir  la  courbe 
décrite  par  z  de  façon  que  la  valeur  finale  de  l'argument  de  :;  —  a 
soit  égale  à  la  valeur  initiale  augmentée  de  inr^. 
Cela  posé,  considérons  l'équation 

(5)  a"«=z, 

où  m  est  un  nombre  entier  positif.  A  toute  valeur  de  5,  sauf  s  =:  o, 
cette  relation  fait  correspondre  ni  valeurs  distinctes  de  u.  Si  nous 
posons  en  effet 

z  =  p(cos{u  -+-  i  sinto),         u  =  /-(cosip  -f-  i  sinç), 
la  relation  (5)  est  équivalente  aux  deux  suivantes  : 
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on   tire   de   la    première    /■  =  o'",    c'est-à-dire   que   /•  est   égal   à 
la   racine  m'*^""'   arithmétique  du    nombre    positif  p.  Nous  avons 

— — '■ — ^  et,  pour  obtenir  toutes  les  valeurs  distinctes 


ensuite  o  = 


de  u,  il  suffit  de  donner  au  nombre  entier  arbitraire  k  les  m 
valeurs  entières  consécutives  o,  i,  2,  ...,  m —  i;  nous  obtenons 
ainsi  les  expressions  des  m  racines  de  l'équation  (5) 


(0)     «/, 


=  p'"      CCS  (  - 


T-kr^ 


i^'^)] 


(A=:  O,  1 , 1, ...,  m  —  i)  ; 


on  représente  encore  par  z'"  Tune  quelconque  de  ces  racines. 

Lorsque  la  variable  z  décrit  une  courbe  continue,  chacune  de  ces 
racines  varie  elle-même  d'une  manière  continue.  Si  s  décrit  une 
courbe  fermée  laissant  l'origine  à  l'extérieur,  l'argument  w  revient 
à  sa  valeur  initiale,  et  chacune  des  racines  iio,  m,,  ...,  iim-t 
décrit  égalemeni  une  courbe  fermée  (Jîg'  49")-  Mais  si  le  point  z 
décrit  la  courbe  MoNPMo  {Jig-  48*),  w  se  change  en  w  +  27ï,  la 
valeur  finale  de  la  racine  «/  est  égale  à  la  valeur  initiale  de  Ui^ti  ^^ 
les  courbes  décrites  par  les  différents  points  racines  forment  une 
seule  courbe  fermée  {^/ig-  49*)- 


Fi 

g.  49". 

!/ 

^^"^ 

\                ^ 

)' 

Ces  m  racines  ii^,  itt,  ...,  iim-i  se  permutent  donc  circulaire- 
ment  lorsque  la  variable  j  décrit  dans  le  sens  direct  une  courbe 
fermée  sans  point  double  renfermant  l'origine.  Il  est  clair  qu'on 
peut  faire  décrire  à  s  un  chemin  fermé  tel  que  l'une  des  racines 
partant  de  la  valeur  initiale  Hq,  par  exemple,  sa  valeur  finale  soit 
égale  à  l'une  quelconque  des  autres  racines.  A  moins  de  rejeter  la 
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continuité,  on  ne  peut  donc  considérer  les  m  racines  de  l'équa- 
tion (5)  comme  autant  de  fonctions  distinctes  de  ^,  mais  comme  m 
branches  distinctes  d'une  même  fonction.  Le  point  :;  =  o,  autour 
duquel  se  permutent  ces  m  valeurs  de  w,  est  appelé />o/«f  critique 
ou  point  de  ramification. 

Pour  que  les  ni  valeurs  de  a  puissent  être  considérées  comme 
des  fonctions  distinctes  de  ::,  il  faut  interrompre  la  continuité  de 
ces  racines  le  long  d'une  ligne  indéfinie  issue  de  l'origine.  On 
peut  se  représenter  d'une  façon  concrète  cette  solution  de  conti- 
nuité de  la  manière  suivante  :  imaginons  que,  dans  le  plan  où  l'on 
représente  la  valeur  de  5,  on  trace  une  coupure  indéfinie  suivant 
une  demi-droite  issue  de  l'origine,  par  exemple  suivant  la  demi- 
droite  0\j{Jig.  5o),  et  qu'on  écarte  légèrement  les  deux  bords  de 


Fig.  5o. 


.a 


cette  coupure,  de  façon  que  le  chemin  suivi  par  la  variable  ne 
puisse  passer  d'un  bord  à  Taulre.  Dans  ces  conditions,  un  chemin 
fermé  quelconque  ne  peut  entourer  l'origine;  à  chaque  valeur  de  z 
correspond  une  valeur  bien  déterminée  des  ni  racines  i//,  que 
l'on  obtiendra  en  prenant  pour  l'argument  w  la  valeur  comprise 
entre  a  et  a —  2-.  Mais  il  faut  observer  que  les  valeurs  de  Ui  en 
deux  points  infiniment  voisins  /??,  /«',  de  part  et  d'autre  de  la  cou- 
pure, ne  sont  pas  les  mêmes.  La  valeur  de  w,  au  point  ni'  est  égale 

à  la  valeur  de  ui  au  point  m,  multipliée  par  [cos  —  +  is'm—  )  • 

Chacune  des  racines  de  l'équation  (5)  est  une  fonction  mono- 
gène. Soit  Uq  une  des  racines  pour  une  valeur  donnée  ;:„;  à  une 
valeur  de  z  voisine  de  ^0  correspond  une  valeur  a  voisine  de  Uq.  Au 

lieu  de   chercher    la  limite  du  rapport -^ -^ ,  on  peut  chercher 
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la  limite  du  rapport  inverse 

Z  —  Zo    _    "'"  —  «o"  . 
U  «0  "  —  «0    ' 

cette  limite  est  égale  à  mu"^'~\  On  a  donc,  pour  la  dérivée  de  «, 
l'expression 

,11  \     u 

m  M'"-'        m  z 

qu'on  peut  encore  écrire,  en  introduisant  les  exposants  négatifs, 

,       I    --• 
M  =  —  Z"'       ; 
m 

mais,  pour  avoir  sans  ambiguïté  la  valeur  de  la  dérivée  qui  cor- 
respond à  l'une  des  racines,  il  vaut  mieux  prendre  l'expres- 
sion  A  l'intérieur  d'une  courbe  fermée  ne  renfermant  pas 

m  z  _  ^ 

l'origine,  chacune  des  déterminations  de  \/z  est  une  fonction  holo- 
morphe.  L'équation   u"^  =  \[z  —  a)  admet  de  même  m  racines 
qui  se  permutent  circulairement  autour  du  point  critique  ^  =;  «. 
Considérons  encore  l'équation 

(7)  ii--=k{z-ey){z  —  e^)...{z-ea), 

où  Cl,  ^2,  ...,  e,i  sont  n  quantités  distinctes.  Désignons  par  les 
mêmes  lettres  les  points  qui  représentent  ces  n  quantités.  Posons 

A  =  R(cosa  H- f  siii a), 

z  —  ek=  p/t(cosa}/..-t-  i  sintoyt)         (  A:  =  i,  2,  . . . ,  n), 

u  =  r(cosO  H-  i  sinG); 

(iik  représente  l'angle  que  fait  avec  la  direction  Ox  la  direc- 
tion €hZ  du  point  Ck  au  point  z.  On  tire  de  l'équation  (^) 

/•2=  Rp,p2.  .  .p„,         2O  =  a  H-  to,  -I-. .  .-h  (o,i-4-  im-K-, 
cette  équation  admet  donc  deux  racines  opposées 

'a  -f-  tOi-H. .  .-1-  aj„  ' 


Ml  =  (Rp,p2...p„)2       ( 


^)] 


(8) 

(Rp,p2...p„)M  cosf ^ j 

+  ,sm(^ ^ )\ 
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Lorsque  la  variable  :;  décrit  une  courbe  fermée  C  renfermant  à 
TinlérieuryD  des  points  e,,  e.y,  . . . ,  e„,  il  y  a  p  des  arguments  w,. 
M.,,  . . . ,  (o„  qui  augmentent  de  iTt;  l'argument  de  W|  et  celui  de  Mo 
augmentent  donc  de  p7z.  Si  p  est  pair,  les  deux  racines  repren- 
nent leurs  valeurs  initiales;  si  />  est  impair,  elles  se  permutent. 
En  particulier,  si  le  contour  renferme  un  seul  point  <?/,  les  deux 
racines  se  permutent.  Les  n  points  e/  sont  des  points  de  ramifica- 
tion. Pour  que  les  deux  racines  «,  et  Mo  restent  des  fonctions 
bien  déterminées  de  z,  il  suffira  de  tracer  un  système  de  coupures 
de  façon  qu'une  courbe  fermée  quelconque  renferme  toujours  un 
nombre  pair  de  points  criticpies.  On  pourra  par  exemple  tracer 
une  coupure  indéfinie  suivant  une  demi-droite  issue  de  chacun 
(les  points  e,,  de  façon  que  ces  coupures  ne  se  croisent  pas.  Mais 
on  peut  opérer  de  bien  d'autres  façons.  Si,  par  exemple,  il  y  a 
quatre  points  critiques  e,,  e-i,  €3,  e^,  on  pourra  tracer  une  cou- 
pure suivant  le  segment  de  droite  e,  e^,  et  une  seconde  coupure 
suivant  le  segment  f'3^^. 

265.  Fonctions  uniformes  et  multiformes.  —  Les  exemples 
élémentaires  que  nous  venons  de  traiter  mettent  en  évidence  un 
fait  très  important.  La  valeur  d'une  fonction  /'(:;)  de  la  variables:; 
ne  dépend  pas  toujours  uniquement  de  la  valeur  même  de  z;  mais 
elle  peut  aussi  dépendre  dans  une  certaine  mesure  de  la  loi  de 
succession  des  valeurs  prises  par  la  variable  pour  parvenir  d'une 
valeur  initiale  à  la  valeur  actuelle,  en  d'autres  termes,  du  chemin 
suivi  par  la  variable. 

Reprenons,  par  exemple,  la  fonction  u  =  yz.  Si  nous  allons 
du  point  Mo  au  point  M  par  les  deux  chemins  M„]NM  et  M„  PM 
(//;^'.  48*)  en  prenant  dans  les  deux  cas  la  même  valeur  initiale 
pour  M,  nous  n'obtiendrons  pas  en  M  la  même  valeur,  car  les 
deux  valeurs  obtenues  pour  l'argument  de  z  différeront  de  2». 
On  est  donc  conduit  à  introduire  une  nouvelle  distinction. 

Une  fonction  analytique  _/(;)  est  dite  un/forme  ou  inonodronie 
dans  une  région  A  lorsque  tous  les  chemins  situés  dans  A,  qui 
vont  d'un  point  «0  à  un  autre  point  quelconque  z,  conduisent  à 
la  même  valeur  finale  poury*(^).  Lorsque  la  valeur  finale  dey(r. ) 
n'est  pas  la  même  pour  tous  les  chemins  possibles,  la  fonction  est 
multiforme.  Une  fonction  holomorphe  dans  une  région  A  est 
G.,  II.  a 
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forcément  uniforme  dans  cette  région.  D'une  façon  générale,  pour 
qu'une  fonction  f{z)  soit  uniforme  dans  une  aire  donnée,  il  faut 
et  il  suffit  qu'un  chemin  fermé  quelconque  décrit  par  la  variable 
ramène  la  fonction  à  sa  valeur  initiale.  Si,  en  effet,  en  allant  du 
point  A  au  point  B  par  les  deux  chemins  A.MB  {Jig.  5i)  et  ANB, 


on  arrive  dans  les  deux  cas  au  point  B  avec  la  même  détermination 
pour  ./(s),  il  est  clair  que,  en  faisant  décrire  à  la  variable  le 
contour  fermé  AMBNA,  on  reviendra  au  point  A  avec  la  valeur 
initiale  de /(s). 

Réciproquement,  supposons  que,  la  variable  z  décrivant  le 
contour  AMBNA,  on  revienne  au  point  de  départ  avec  la  valeur 
initiale  «o»  et  soit  «i  la  valeur  de  la  fonction  au  point  B,  après 
que  z  a  décrit  le  chemin  AMB.  Lorsque  z  décrit  l'arc  BNA,  la 
fonction  part  de  la  valeur  /<,  pour  arriver  à  la  valeur  «„  ;  donc 
inversement  le  chemin  AN  B  conduira  de  la  valeur  u^  à  la  valeur  «, , 
c'est-à-dire  à  la  même  valeur  que  le  chemin  AMB. 

Il  est  à  remarquer  qu'une  fonction  peut  ne  pas  être  uniforme 
dans  une  aire,  sans  présenter  de  points  critiques  dans  cette  aire. 
Considérons  par  exemple  la  portion  du  plan  comprise  entre  deux 
cercles  concentriques  G,  C,  ayant  pour  centre  l'origine.  La  fonc- 

lion  M  =z  5'"  ne  présente  aucun  point  critique  dans  cette  région; 

cependant,  elle  n'y  est  pas  uniforme,  car  si  l'on  fait  décrire  à  la 

variable  z  un  cercle  concentrique,  compris  entre  C  et  C,  la  fonc- 

1  _ 

tion  s'"  est  multipliée  par  cos — •'  +  /sin— ^• 


II.  —  SERIES  ENTIÈRES  A  TERMES  IMAGINAIRES. 
TRANSCENDANTES  ÉLÉMENTAIRES. 

266.  Cercle  de  convergence.  —  Les  raisonnements  employés 
dans  l'étude  des  séries  entières  (1,  Chap.  IX)  s'étendent  d'eux- 
mêmes  aux  séries  entières  à  termes  imaginaires;  il  suffit  de  rem- 
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placer  la  valeur  absolue  par  le  module.  Nous  rappellerons  suc- 
cinctement la  suite  des  théorèmes  et  les  résultats. 
Soit 

(9)  ao-l- «iz -I- ajzî-i-. .  .-i-a„s''-»-. . . 

une  série  entière  où  les  coefficients  et  la  variable  peuvent  avoir 
des  valeurs  imaginaires  quelconques.  Considérons  en  même  temps 
la  série  des  modules 

(10)  Ao-f-  A|/--f-  Aj/'î-t-.  ..-f-  A„r'»-+-. . ., 

OÙ  A/  =  I  a/|,  /'  :=  I  3  |;  on  a  démontré  (I,  n"  181)  l'existence  d'un 
nombre  positif  R  tel  que  la  série  (lo)  est  convergente  pour  toute 
valeur  de  /•  <;  R,  et  divergente  pour  toute  valeur  de  /•  >  R.  Ce 
nombre  R  est  égal  à  l'inverse  de  la  plus  grande  des  limites  des 
termes  de  la  suite 

et,  comme  cas  particulier,  il  peut  être  nul  ou  infini. 

De  ces  propriétés  du  nombre  R  il  résulte  immédiatement  que 
la  série  (9)  est  absolument  convergente  lorsque  le  module  de  z  est 
inférieur  à  R.  Elle  ne  peut  être  convergente  pour  une  valeur  z^ 
de  z  de  module  supérieur  à  R,  car  la  série  des  modules  (10)  serait 
convergente  pour  des  valeurs  de  r  supérieures  à  R  (I,  n°  181  ),  Si, 
de  l'origine  comme  centre,  on  décrit,  dans  le  plan  de  la  variable  5, 
un  cercle  C  de  rayon  R  {Jig.  62),  la  série  entière  (9)  est  absolu- 
ment convergente  pour  tout  point  intérieur  au  cercle  C>,  et  diver- 
gente pour  tout  point  extérieur;  ce  qui  explique  le  nom  Ae  cercle  de 
convergence  donné  à  ce  cercle.  En  un  point  du  cercle  C  lui-même, 
la  série  peut  être  convergente  ou  divergente,  suivant  les  cas  ('). 

C)  Soit  /(z)  =  £a„s"  une  série  entière  dont  le  rayon  de  convergence  R  =  i. 
Si  les  coefficients  a^,  a,,  a,,  ...,  sont  des  nombres  positifs  décroissants,  a„  ten- 
dant vers  zéro,  lorsque  n  croit  indéliniment,  la  série  est  conrergente  en  tous  les 
points  du  cercle  de  convergence,  sauf  peut-être  pour  s  =  i.  En  effet,  la  série  Se", 

où  I  z  I  =  I,  est  indéterminée,  sauf  pour  5  =  1,  car  le  module  de  la  somme  des  n 

2 
premiers  termes  est  inférieur  à  j — r;  il  suffira  donc  d'appliquer  le  raisonne- 

I  I  —  z  \ 

ment  du  n»  16G,  en  s'appuyant  sur  le  lemme  d\bel  généralisé.  De  même  la  série 
a, —  UiZ  -H  a^z^  —  ...,  qui  se  déduit  de  la  précédente  en  cliangeant  z  en  —  z,  est 
convergente  en  tous  les  points  du  cercle  l^j  =:i,  sauf  peut-être  pour  z  =  —  i. 
(C/.  n»  16C.) 
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A  l'intérieur  d'un  cercle  C  concentrique  au  premier,  et  dont  le 
rayon  R'  est  inférieur  à  R,  la  série  (g)  est  uniformément  conver- 
gente. Car  pour  tout  point  intérieur  à  C  on  a  évidemment 

I  a„+i  z"+i  4- . . .  +  «„+/,  z"^i>  I  <  A„+i  R'«+i  ^ . . .  +  A„+;,  l\'"+P, 

et  l'on  peut  choisir  le  nombre  n  assez  grand  pour  que  le  second 
membre  soit  inférieur  à  tout  nombre  positif  donné  s,  quel  que 
soit/?.  On  en  conclut  que  la  somme  de  la  série  (g)  est  une  fonc- 
tion continue /"(:;)  de  la  variable  z  en  tout  point  intérieur  au  cercle 
de  convergence  (n"  260). 

l-ig.    52. 


En  différentiant  terme  à  terme  la  série  (g)  un  nombre  quelconque 
de  fois,  on  obtient  un  nombre  indéfini  de  séries  entières /",  (^), 
/•i{z)^  . . . ,  /,/  (2),  . . . ,  qui  admettent  le  même  cercle  de  conver- 
gence que  la  première  (I,  n"  183).  On  démontre  de  la  même  façon 
qu'au  n°  184  que  f\{z)  est  la  dérivée  de  f{z)^  et  d'une  façon 
générale  que/,, (5)  est  la  dérivée  de/„_,  {z).  Toute  série  entière 
représente  donc  une  fonction  holomorphe  à  ^intérieur  du 
cercle  de  convergence.  La  suite  des  dérivées  de  cette  fonction  est 
illimitée,  et  toutes  ces  dérivées  sont  également  des  fonctions  liolo- 
morphes  dans  le  même  cercle. 

Etant  donné  un  point  z  intérieur  au  cercle  C,  de  ce  point 
comme  centre  décrivons  un  cercle  c  tangent  intérieurement  au 
cercle  C,  et  prenons  un  point  z  -\-  h  intérieur  à  c;  si  ;■  et  0  sont 
les  modules   de  z  et  de  /i,  on  a  /•  +  p  <  R  {Jig.  02).  La  somme 
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f{z-\-h)  de  la  série  est  égale  à  la  somme  de  la  série  à  double 
entrée 

ao-h  «1^ -4- aj^*      -(-. .  .-i- artZ"-!-. . . 
-r-  aih-\-  ia»zh  -h.  .  .-i-  na,iz'^   •/*  -f-. . , 

^"^  i  ,,  n{n  —  \) 


quand  on  fait  la  somme  par  colonnes.  Mais  cette  série  est  absolu- 
ment convergente,  car  si  l'on  remplace  chaque  terme  par  son  mo- 
dule on  a  une  série  double  à  termes  positifs  dont  la  somme  est 

Ao-H  Ai(/--t-  p)  -t-...-i-  A„(r-l-  p)"-l- 

On  peut  donc  faire  la  somme  de  la  série  double  (i  i)  par  lignes 
horizontales,  e-t  l'on  a,  par  conséquent,  pour  tout  point  z  -{-  h 
«intérieur  au  cercle  c,  la  relation 

<i..)     /(5-^/o=/r2)  +  A/,(z)-+-^/î(z)H-...+  .^-^l-^/„(z)  +  .... 

La  série  du  second  membre  est  certainement  convergente  dès  que 
le  module  de  h  est  inférieur  à  R  —  r,  mais  elle  peut  l'être  dans 
une  plus  grande  étendue.  Les  fonctionsy*,  (  v),  fi{z)^ . . .  /u(^-),  •  •  • 
étant  égales  aux  dérivées  successives  de  y(3),  la  formule  (12) 
est  identique  à  la  formule  de  Tajlor. 

Si  la  série  (9)  est  convergente  en  un  point  Z  du  cercle  de  con- 
vergence, la  somme y(Z)  de  la  série  est  la  limite  vers  laquelle  tend 
la  somme  f{z)  lorsque  le  point  ;;  tend  vers  le  point  Z  en  restant 
sur  le  rayon  qui  aboutit  à  ce  point.  On  le  démontre  comme  au 
n"  182  en  posant  3  =  ZQ  et  faisant  croître  9  de  o  à  i .  Le  théorème 
est  encore  vrai  lorsque  z,  tout  en  restant  à  l'intérieur  du  cercle, 
tend  vers  Z  suivant  une  courbe  qui  n'est  pas  tangente  en  Z  au 
cercle  de  convergence  ('). 

Lorsque  le  rayon  R  est  infini,  le  cercle  de  convergence  embrasse 
tout  le  plan,  et  la  fonction  y"(:;)  est  holomorphe  pour  toute  valeur 
de  z.  On  dit  que  c'est  une  fonction  entière;  l'étude  de  ces  trans- 
cendantes est  un  des  objets  les  plus  importants  de  l'Analyse.  Nous 


(')   Voir  Picard,  Traité  d'Analyse,  t.  II,  p.  78. 
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allons  étudier  dans  les  paragraphes  suivants  les  transcendantes 
classiques  élémentaires. 

267.  Séries  de  séries.  —  Étant  donnée  une  série  entière  (9)  à  coeffi- 
cients quelconques,  nous  dirons  encore  qu'une  autre  série  entière  Sa„3", 
dont  tous  les  coefficients  sont  réels  et  positifs,  est  majorante  pour  la 
première  série,  si  l'on  a,  pour  toute  valeur  de  n,  |a«|£a„.  Toutes  les 
conséquences  déduites  de  l'emploi  des  fonctions  majorantes  (n"'  186-189) 
s'appliquent  sans  modification  au  cas  des  variables  imaginaires.  Voici  une 
autre  application  : 

Soit 

(:3)  /o(-3)-+-/i('5)+/2(3)+..-+/«(5)+--. 

une  série  dont  chaque  terme  est  lui-même  la  somme  d'une  série  entière 
convergente  dans  un  cercle  de  rayon  égal  ou  supérieur  à  un  nombre  R  >  o, 

fi{z)  —  Oio-h  an  z  -h  ..  .-hain^"-+- 

Imaginons  chaque  terme  de  la  série  (i3)  remplacé  par  son  développement 
suivant  les  puissances  de  z;  nous  obtenons  une  série  à  double  entrée  dont 
chaque  colonne  est  formée  par  le  développement  d'une  fonction  fi{z). 
Lorsque  cette   série  est  absolument  convergente  pour  une  valeur  de  z  de 

module  p,  c'est-à-dire  lorsque  la  série  double  ^  ^  |  a,„  |  p"  est  conver- 

/'       n 

gente,  on  peut  faire  la  somme  de  la  première  série  double  par  lignes  hori- 
zontales, pour  toute  valeur  de  z  dont  le  module  ne  dépasse  pas  p,  et  l'on 
obtient  le  développement  de  la  somme  F  {z)  de  la  série  (i3)  suivant  les 
puissances  de  z 

F(2)  =  6o    -\-bxZ-\'...-^-bnZ"-^. .. 

6/1=  «0/1+  «i/t -+-•••  H-  «,•„       -h...  (rt  =  0,   I,  2,   ...). 

C'est  au  fond  le  même  raisonnement  qui  donne  le  développement  de 
f{z  -H  h)  suivant  les  puissances  de  //. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  série //(z)  admette  une  fonction  majo- 
rante de  la  forme  — '• — t  et  que  la  sériel  M,-  soit  elle-même  convergente. 
Dans  la  série  à  double  entrée,  le  module  du  terme  général  est  plus  petit 
que  M,  J  •  Pourvu  que  l'on  ait  |  2  |  <  r,  cette  série  est  absolument  con- 
vergente, car  la  série  des  modules  est  convergente,  et  sa  somme  est  infé- 


•i;m, 
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268.  Développement  en  série  entière  d'un  produit  infini.  —  Soit 

un  produit  infini  où  chacune  des  fonctions  «/  est  une  fonction  continue  de 
la  variable  complexe  z  dans  un  domaine  D.  Si  la  série  ^  Uj  est  unifor- 
mément convergente  dans  ce  domaine,  F(z)  est  égale  à  la  somme  d'une 
série  uniformément  convergente  dans  D,  et  par  suite  représente  une  fonc- 
tion continue  (n"  175-176).  Lorsque  ces  fonctions  «,•  sont  des  fonctions 
analytiques  de  z,  il  résulte  d'un  théorème  général  qui  sera  démontré  plus 
loin  (n"  297)  qu'il  en  est  de  même  de  F{z). 
Par  exemple  le  produit  infini 


F(.,=.0-..)(.-f)---(.-^) 


représente  une  fonction  holomorphe  de  la  variable  z  dans  tout  le  plan,  car 

la  série  ^—7-  est  uniformément  convergente  à  l'intérieur  d'une  courbe 

fermée  quelconque.  Ce  produit  est  nul  pour  z  =  o,  ±  t,  ±  2,  ...  et  pour 
ces  valeurs  seulement. 

On  peut  démontrer  directement  que  le  produit  F{z)  peut  être  développé 
en  une  série  entière  lorsque  chacune  des  fonctions  u,-  étant  développée  en 
série  entière 

u,(z)  =  a/o-i-«/i5  -+-...-i-a/„3«-i-...         (t  =  0,  1,2,  . ..), 
la  série  double  ^^  |  «//i  | ''"  est  convergente  pour  une  valeur  positive 

I       n 

de  /•  choisie  convenablement. 
Posons,  comme  au  n"  17-4, 

f0=l  -H  Mo,  V„=(ï-h  Uo)(l-t-  Ui)...{l-h  Un-l)Un; 

il  suffit  de  démontrer  que    a  somme  de  la  série 

(14  )  V»-h  Vi-^..  .^Vn-^.  •-, 

qui  est  égale  au  produit  infini  F(s),  est  développable  en  série  entière.  Or, 
si  l'on  pose  encore 

"'/  =  ;  «»o  1  H-  I  «il  I  -+•••-+- 1  «/■«  I  5" -h ... , 

il  est  clair  que  le  produit 

v'n=  (1  H-  m;  )  (1  -f-  u'i  ).  .  .(!-+-  m;,_,  )u'n 

est    une    fonction    majorante   pour    v,,.    La    série   (i4)  pourra   donc   èlre 
ordonnée  suivant  les  puissances  de  z  s'il  en  est  de  même  de  la  série  auxi- 
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liaire 

(i5)  v'^-^v\+...^v'„-h.... 

Si  l'on  développe  chaque  terme.de  celte  dernière  en  série  entière,  on  a 
une  série  double  dont  chaque  coefficient  est  positif,  et  il  suffit  pour  notre 
objet  de  prouver  que  cette  série  double  est  convergente  quand  on  y  rem- 
place z  par  /*.  Désignons  par  U'„  et  V'„  les  valeurs  des  fonctions  u'„  et  p'„ 
pour  z  =  /•;  nous  avons 

v;,  =  (i  +  ui)(i-f-ui)...(i-+-uu,)U„ 

et  par  conséquent 

V  î,  -^  V  ',  -f- . . .  +  V  ;,  =  (  I  -f-  u  ;  ) . . .  (  1 4-  u  ;  ) 

ou  encore 

f^orsque  n  augmente   indéfiniment,  la    somme    U„  -4-  . . .  -(-  U'„  tend  vers 

une   limite,  puisque  la  série   ^  U'„   est  supposée    convergente.   La  série 

double  (i5)  est  donc  absolument  convergente  si  l'on  a  |z|£r;  la  série 
double  obtenue  en  développant  chaque  terme  v„  de  la  série  (i4)  est  donc 
a  fortiori  absolument  convergente  à  l'iniéiieur  du  cercle  C,  et  l'on  peut 
l'ordonner  suivant  les  puissances  entières  de  z. 

Le  coefficient  bp  de  zi'  dans  le  développement  de  F(3)est  égal,  d'après 
cela,  à  la  limite  pour  ii  infini  du  coefficient  ùpn  de  zf  dans  la  somme 
Vo  -+-  fj  -I-  . . .  4-  k',,,  ou  ce  qui  revient  au  même,  dans  le  développement  du 
produit 

P„=  (H-  Mo)(l  -H  Ml).  .  .(l-H  M„); 

ce  coefficient  s'obtiendra   donc  en  étenilant  aux  produits  infinis  la  règle 
ordinaire   qui  donne   le   coefficient  d'une    puissance  de  z  dans  le  produit 
d'un  nombre  fini  de  polynômes. 
Par  exemple,  le  produit  infini 

F(z)  =  {i^z){i^z'-)(i-\-z'^)...[i~z-^")... 

est  développable  suivant  les  puissances  de  z.  pourvu  qu'on  ait  |-|  <  i. 
Une  puissance  quelconque  de  z,  soit  z'^,  figurera  dans  ce  développement 
avec  un  coefficient  égal  à  un,  car  tout  nombre  entier  N  peut  être  écrit, 
d'une  façon  et  d'une  seule,  sous  la  forme  d'une  somme  de  puissances  de  i. 
On  a  donc,  si  |  z  |  <  i, 

(i6)  F(z)  =  i-i-5  +  5'-!-...  +  z'M-...=  — ^> 

ce  qu'on  peut  aussi  démontrer  très  simplement  au  moyen  de  l'identité 

'■"  ^~^'      ^(l-t-3)(l  +  ^^)(l-^^^)...(l+Z^"-'). 
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-Gd.  La  fonction  exponentielle.  —  La  délinilionaritiimélique  de 
la  fonction  exponentielle  n'a  évidemment  aucun  sens  lorsque 
l'exposant  est  imaginaire.  Pour  généraliser  la  définition,  il  faut 
donc  partir  d'une  propriété  susceptible  de  s'étendre  au  cas  d'une 
variable  complexe.  Nous  partirons  de  la  propriété  exprimée  par  la 
relation  fonctionnelle  «^  x  a-^'  ^=  a^'^-^'.  Proposons-nous  de  déter- 
miner une  série  entière  /(-),  convergente  dans  un  cercle  de 
rayon  R,  telle  qu'on  ait 

(«:)  /iZ-r-z')=f(Z)f(z'), 

pourvu  que  les  modules  de  :■,  z\  z  -{-  z'  soient  inférieurs  à  R,  ce 

R 
qui  aura  lieu  certainement  si  |  c  1  et  |  :;'  |  sont  inférieurs  à  —  •  Si  Ton 

fait  z'  =  o  dans  la  relation  précédente,  elle  devient 

on   doit  donc   avoir  J'(o)=  i,  et  nous  écrirons  la  série  cliercliée 

f{Z\  —  \-A Z  -\ -Z-'  -H  .  .  . Z"  -f- 

I  \.l  I  .•>....  rt 

Remplaçons  successivement  dans  cette  série  z  par  \t^  puis 
par  Vf,  X  et  )/  étant  deux  constantes  et  /  une  variable  auxiliaire, 
et  faisons  le  produit  des  deux  séries;  il  vient 

/0^t)fO't)  =i^-^(X-4-x')<  +  ... 

t"       (      .         n  -       ,  > ,  ^ ,  \ 

H a„A«-4--a„   ,aiA"-'A  ^-..  .-f-«„  A  "    -+- 

\  .i. .  .n\  I  / 

D'autre  part,  on  a 

f{lt^\'t)  =I-i-  ^(A-HÀ')^-i-...H ^ (À  -f.À'|V/«_f_ 

I  i  .■>...  .n 

L'égalité/(A^  -{-\' l)  =  J\a l) f  ÇjJ t )  doit  avoir  lieu  pour  toutes 
les  valeurs  de  X,  )/,  t,  telles  que  |  A  j  <  i ,  |  >/  |  <  i ,  |  f  |  <  —  ;  il  faut 
donc  que  les  deux  séries  soient  identiques,  c'est-à-dire  qu'on  ait 

-I a„_2  «2  A«-î  a'2  -h . . .  -h  a„  X'", 
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ce  qui  entraîne  les  relations  «„  =  ««_t  «t,  ««  =  ««-a  ^2,  •  •  •  ?  que 
l'on  peut  réunir  en  une  condition  unique 


(18) 


'■p+q 


p  et  q  étant  deux  nombres  entiers  positifs  quelconques.  Pour 
en  trouver  la  solution  générale,  supposons  q  =  i,  et  faisons  suc- 
cessivement y?  =  i,  p  =  2y  p  =  3,  ...;  il  vient  a2  =  «j,  puis 
«3  =  «2  rt,  =  a|,  ...,  et  enfin  a,i=:a1.  Les  expressions  ainsi 
obtenues  satisfont  bien  à  la  condition  (  18),  et  la  série  cherchée  est 
de  la  forme 


I  I .  >. 


cette  série  est  convergente  dans  tout  le  plan,  et  la  relation 

f(z  +  z')=/(z)/(z') 

est  vérifiée,  quels  que  soient  z  et  z'. 

La  série  précédente  dépend  d'une  constante  arbitraire  «,  ;  nous 
poserons,  en  supposant  «i  =  i, 

z        z^  z'^ 

e*  =  IH 1 h ...  H r-  . . . , 

I  l.l  I  .  2 .  .  .  rt 

de  sorte  que  la  solution  générale  du  problème  posé  est  e**»^. 

La  fonction  entière  e'  coïncide  avec  la  fonction  exponentielle 
étudiée  en  Algèbre  e-^,  lorsque  z  a  une  valeur  réelle  x,  et  l'on  a 
toujours,  quels  que  soient  z  et  z',  e^"^''  =  e^  X  e^' .  La  dérivée  de  e^ 
est  encore  égale  à  la  fonction  elle-même.  On  a,  d'après  la  formule 
d'addition, 

pour  pouvoir  calculer  e*  lorsque  z  a  une  valeur  imaginaire  .r  H-j^/, 
il  suffit  de  savoir  calculer  e^^-.  Or  le  développement  de  e^^  peut 
s'écrire,  en  groupant  ensemble  les  termes  de  même  parité. 
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on  reconnaît  au  second  membre  les  développements  de  cosj'  et  de 
sinjK,  et  l'on  a,  y  étant  réel, 

eJ'' =  cosy  -f-  i  sin^. 
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Remplaçons  e-^"'  par  cette  expression  dans  la  formule  précédente, 
il  vient 

(19)  e^-^y^=  e'^icosy -^  isiny); 

/a /onction  e^y^  a  pour  module  e^  et  {tour  argument  y. 

Cette  formule  met  en  évidence  une  propriété  importante  de  e"; 
quand  on  change  z  en  z  -\-  ^.Tzi^  x  ne  change  pas  et^  augmente 
de  2  Tî,  ce  qui  ne  change  pas  la  valeur  du  second  membre  de  la 
formule  (19).  On  a  donc  e«+2iii  =  e';la  fonction  exponentielle  e= 
admet  la  période  2Tzi. 

Proposons-nous  encore  de  résoudre  l'équation  e-  =  A,  où  A  est 
une  quantité  imaginaire  quelconque  diflerente  de  zéro.  Soient  p 
et  (o  le  module  et  l'argument  de  A;  on  doit  avoir 

gx+jrl  =  ««(cos/  -+■  i  sin^)  =  p(cosa)  -t-  t  sin  to), 

ce  qui  exige  qu'on  ait 

e-^=p,        y  =  (u -h  ïkiz. 

On  tire  de  la  première  relation  x  =  logp,  le  signe  log  désignant 
toujours  le  logarithme  népérien  d'un  nombre  positif.  Quant  ày^ 
il  n'est  déterminé  qu'à  un  multiple  de  2  ~  près.  Si  l'on  avait  A  ^  o, 
l'équation  e^  =  o  conduirait  à  une  impossibilité.  Donc  l'équa- 
tion e'  =  A,  où  A  est  différent  de  zéro,  admet  une  infinité  de 
racines^  comprises  dans  la  formule  logp  H-  /(to  4-  2kTz);  l'équa- 
tion e'  :=  o  n'admet  aucune  racine,  réelle  ou  imaginaire. 

Remarque.  —  On  pourrait  aussi  définir  e'  comme  la  limite  du 

polynôme  (  i  H )    ,  lorsque  m  croît  indéfiniment.  La  méthode 

employée   en  Algèbre  pour  démontrer  que  ce  polynôme  a  pour 
limite  la  série  e'  s  applique  encore  lorsque  z  est  imaginaire. 

270.  Fonctions  circulaires.  —  Pour  définir  sinz  et  cos  3  lorsque  z 
est  imaginaire,  nous  étendrons  immédiatement  aux  valeurs  ima- 
ginaires les  séries  entières  établies  dans  le  cas  où  la  variable  est 
réelle,  et  nous  poserons 

.'       .  z  Z^  3» 

l  sina  = H .,    ■    ■  — . . ., 

}  I  I  .  -2  .  J  I  .  -2  .  i  .  4  .  J 

(20)  < 

J  z-t  Z* 

I    '^OSZ  =    I H -—         — 

1 .  2  1 .  2    O  .  4 
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Ce  sont  là  des  transcendantes  entières,  auxquelles  s'étendent 
toutes  les  propriétés  des  fonctions  circulaires.  Ainsi  on  voit,  sur 
les  formules  (ao),  que  la  dérivée  de  sins  est  cos:;,  et  que  la  dérivée 
de  cosz  est  — sin^;  sinz  se  change  en  — sins,  tandis  que  cosj 
ne  change  pas,  quand  on  change  :;  en  —  z. 

Ces  nouvelles  transcendantes  se  ramènent  à  la  fonction  expo- 
nentielle. Ecrivons  en  ciTet  le  développement  de  e^',  en  réunissant 
ensemble  les  termes  de  même  parité, 

3Î                   -*                                ./Z              Z^ 
e-'  =  \ \ — —  -4-.  .  .-H  t H-  . 

1 .  2       I .  u .  j .  4  \  I        I .  u .  ) 

cette  égalité  peut  s'écrire,  d'après  les  formules  (20), 
e^i  =  cosz  -H  i  sins. 
En  changeant  z  en  —  z,  il  vient  encore 
e-=' =  COS3  —  /  sinz, 
et  l'on  tire  inversement  de  ces  deux  relations 

(ai)  cosz  =  ,  sinz  = : • 


Ce  sont  les  formules  bien  connues  d'Euler  qui  ramènent  les 
fonctions  circulaires  à  la  fonction  exponentielle.  Elles  mettent  en 
évidence  la  périodicité  de  ces  fonctions,  car  les  seconds  membres 
ne  changent  pas  quand  on  change  :;  en  5  +  27:.  Si  on  les  ajoute 
après  les  avoir  élevées  au  carré,  il  vient 


cos-  z  -+-  sin^z  =  I, 


Prenons  encore  la  formule  d'addition  e(s+-')*  ^zr:  e-'  e''',  ou 

cos(2  -i-  z')  -+-  i  sin{z  -+-  z') 

=  (cosz  H- t'sin  z)  (coss'-l- i  sin  3') 

=  cosz  cosz' —  sinz  sinz' -H  i(sinz  cosz' -h  sinz'  cosz); 

changeons  dans  cette  formule  z  en  —  z,  z'  en  —  z',  il  vient 

cos(3-(-z')  —  isin(z-t-z') 

=  cosz  cos  z' —  sinz  siiiz' —  i(sin  z  cosz'-t-  sin  z'  cosz), 
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et  l'on  tire  de  ces  deux  formules 

cos(^ -i- ^')  =  cos::  cosz' — siii^  sins', 
sin  (^  -f-  3')  =  sin^  cos^'-i-  sin  z'  cosz. 

Les  formules  d'addition  s'étendent  donc  au  cas  des  argumonls 
imaginaires,  ainsi  que  toutes  leurs  conséquences.  Proposons-nous, 
par  exemple,  de  calculer  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  / 
dans  cos{x  -\- ri)  et  sin(.r4-W).  Nous  avons  d'abord,  d'a|)rès 
les  formules  d'Euler, 

e-y-\-ey 

cosyi  =  =     ••<>*  liypj', 

e-y—er       .   .    , 
sin^t  =  : =  i  >iii  hyp^; 

les  formules  d'addition  donnent  ensuite 

cos(a:-|-^t)  =  cosjrcos^i  —  sin  a:  sin^t  =  cosxcos  l>yp^  —  fsina^  sii>liyp^, 
sin(x-hyi)  =  sinx  cos_^t-i-cosa-sin^i  =  sin  a:  coshyp^-i- 1  cos.r  sin  livpj^. 

Les  autres  fonctions  circulaires  se  ramènent  aux  précédentes. 
On  a  par  exemple 


tangi  — -=   .  -—. 77, 

ce  qui  peut  encore  s'écrire 

I   e-^' — i 

le  second  membre  est  une  fonction  rationnelle  de  €-'';  la  tangente 
admet  donc  la  période  t:. 

271.  Logarithmes.  —  Etant  donnée  une  quantité  imaginaire  r, 
différente  de  zéro,  nous  avons  déjà  vu  (n"  269)  que  l'équation  e"  =  ;: 
admet  une  infinité  de  racines.  Soit  u  =  x  +  iy\  p  et  to  désignant 
le  module  et  l'argument  de  ^,  on  doit  avoir 

eJ^=:  p,         y  =■  m -^  ik-. 

L'une  quelconque  de  ces  racines  est  dite  le  logarithme  de  Zy 
et  on  la  représente  par  Log(5).  On  peut  donc  écrire 

Log(z)  =  logp  -f-  t(ui  -H  -ikTz), 
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le  signe  log  étant  réservé  au  logarithme  népérien  ordinaire  d'un 
nombre  positif.  Toute  quantité  réelle  ou  imaginaire,  différente 
de  zéro,  admet  donc  une  infinité  de  logarithmes,  formant  une 
progression  arithmétique  de  raison  iizi.  En  particulier  si  z  est 
un  nombre  réel  et  positif  .r,  on  a  w  ==  o,  et  en  prenant  A"  =  o, 
on  retrouve  le  logarithme  ordinaire;  mais  il  y  a  en  outre  une 
infinité  de  valeurs  imaginaires  pour  le  logarithme,  de  la  forme 
loga?  H-  r>.kv:i.  Si  z  est  réel  et  négatif,  on  peut  prendre  w  =  ti,  et 
toutes  les  déterminations  du  logarithme  sont  imaginaires.  ' 

Soit  z'  une  autre  quantité  imaginaire  de  module  p'  et  d'argu- 
ment ti)'.  On  a 

Log(z')  =  logp'-t-  i(oi'-+-  2^'Tr); 

en  ajoutant  les  deux  logarithmes,  il  vient 

Log(z)  -+-  Log(^')  =  logpp'-+-  i[(a  -f-  co'-f-  ■i.(k  -+-  /c')-k]. 

Comme  pp'  est  égal  au  module  de  zz',  et  lo  -\-  lo'  égal  à  son 
argument,  on  peut  encore  écrire  cette  formule 

Log(z)  -+-  Log(^')  =  Logizz'), 

ce  qui  montre  que,  quand  on  ajoute  à  l'une  quelconque  des 
valeurs  de  Log(z)  l'une  quelconque  des  valeurs  de  Log(5'),  la 
somme  est  une  des  déterminations  de  Log{zz'). 

Imaginons  maintenant  que  la  variable  z  décrive  dans  son  plan 
une  courbe  continue  quelconque,  ne  passant  pas  par  l'origine  ; 
le  long  de  cette  courbe,  p  et  w  varient  d'une  manière  continue  et 
il  en  est  de  même  des  différentes  déterminations  du  logarithme. 
Mais  il  peut  se  présenter  deux  cas  bien  distincts  lorsque  la  va- 
riable z  décrit  une  courbe  fermée.  Quand  z  partant  d'un  point  z^ 
revient  à  ce  point  après  avoir  décrit  une  courbe  fermée  ne  renfer- 
mant pas  l'origine  à  son  intérieur,  l'argument  w  de  2  reprend  sa 
valeur  initiale  o),,,  et  les  différentes  déterminations  du  logarithme 
reviennent  respectivement  à  leurs  valeurs  initiale*.  Si  l'on  repré- 
sentait chaque  valeur  du  logarithme  par  un  point,  cliacun  de  ces 
points  décrirait  une  courbe  fermée.  Au  contraire,  si  la  variable  s 
décrit  une  courbe  fermé»  telle  que  la  courbe  M^N M.P (Jig.  48*), 
l'argument  de  z  augmente  de  2-,  et  chaque  détermination  du 
logarithme  reprend  sa  valeur  initiale  augmentée  de  2Tzi.  D'une 
façon  générale,  lorsque  z  décrit  une  courbe  fermée  quelconque,  la 
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'  valeur  finale  du  logarithme  est  égale  à  la  valeui'  initiale  augmentée 
de  ik-Ki,  k  désignant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif  qu'on 
obtiendra  en  mesurant  l'angle  dont  a  tourné  le  rayon  vecteur 
joignant  l'origine  au  point  3.  Il  est  donc  impossible  de  considérer 
les  différentes  déterminations  de  Log(2)  comme  autant  de  fonc- 
tions distinctes  de  ^,  si  l'on  n'apporte  aucune  restriction  à  la 
variation  de  cette  variable,  puisqu'on  peut  passer  de  l'une  à  l'autre 
par  continuité.  Ce  sont  autant  de  branches  d'une  même  fonction, 
qui  se  permutent  autour  du  point  critique  :;  =  o. 

A  l'intérieur  d'une  aire  limitée  par  une  seule  courbe  fermée  et 
ne  renfermant  pas  l'origine,  chacune  des  déterminations  de  Log(^) 
est  une  fonction  continue  et  uniforme  de  z.  Pour  prouver  que 
c'est  une  fonction  holomorphe,  il  suffit  de  montrer  qu'elle  admet 
une  dérivée  unique  en  chaque  point.  Soient  z  et  Zi  deux  valeurs 
voisines  de  la  variable  etLog(3),  Log(w|)  les  valeurs  voisines  de 
la  détermination  choisie  du  logarithme;  lorsque  s,  tend  vers  2,  le 
module  deLog  (2,  )  —  Log(3)  tend  vers  zéro.  Posons  Log(2)  =  m, 
Log(3,)  =  Ml  ;  nous  avons 

Log(z,)— Log(z)        ui—u 


ga, —  eu' 


or,  lorsque  m,  tend  vers  u,  le  quotient  a  pour  limite  la 

dérivée  de  e",  c'est-à-dire  e"  ou  z.   Le  logarithme  a  donc  une 

dérivée  unique  en  chaque  point  qui  est  égale  à  -• 

D'une  façon  générale,  Log(3  —  a)  admet  une  infinité  de  déter- 
minations qui  se  permutent  autour  du  point  critique  z  =  a,  et  la 

dérivée  de  cette  fonction  est  égale  à 

o  z  —  a 

La  fonction  3"',  où  m  est  un  nombre  quelconque,  réel  ou  com- 
plexe, se  définit  au  moyen  de  l'égalité 

3 m  —  ««»  l.ogi  3  ) . 

à  moins  que  m  ne  soit  un  nombre  réel  et  commensurable,  cette 
fonction  admet,  comme  le  logarithme  lui-même,  une  infinité  de 
déterminations,  qui  se  permutent  quand  la  variable  tourne  autour 
du  point  z  =  o.  Il  suffira  de  tracer  une  coupure  indéfinie  suivant 
une  demi-droite  issue  de  l'origine  pour  que  chaque  branche  soit 
une  fonction  holomorphe  dans   tout  le  plan.  La  dérivée  a  pour 


32      CIIAPITUE    Xni.   —  FONCTIONS    KLÉMENTAIHKS   d'uNR   VARIABLE    COMPLEXE. 

expression 

I  z 

el  il  est  clair  qu'on  doit  prendre  la  même  valeur  pour  l'argu nient 
de  :;  dans  la  fonction  et  dans  sa  dérivée. 

274.  Fonctions  inverses:  arc  sinô,  arc  tang:;.  —  Les  fonctions 
inverses  de  sin;,  cosc,  tango  se  définissent  d'une  façon  analogue. 
Ainsi  on  définit  la  fonction  a  =  arc  sin;  par  la  relation 

z  =  si  II  u  ; 
pour  résoudre  celte  équation  par  rapport  à  a,  on  l'écrit 


el  l'on  est  conduit  à  une  équation  du  second  degré 
{•ri)  l}^—-2izl]  —  i  =  o 

pour  déterminer  l'inconnue  auxiliaire  U  =  e"'.  On  tire  de  cette 
équation 

{■i"))  U  =  izzt  \/i  —  z'^, 

et  par  suite 

(24)  M  =  arc  sins  =  -.-  Log(t  s  ±  y/i  —  z'^). 

L'équation  :;  =  sinM  admet  donc  deux  séries  de  racines,  pro- 
venant d'une  part  des  deux  valeurs  du  radical  y/  i  —  5^,  d'autre 
part  des  déterminations  en  nombre  infini  du  logarithme.  Mais 
si  l'on  connaît  l'une  de  ces  déterminations,  on  peut  en  déduire 
aisément  toutes  les  autres.  Soient  U'  =  p'e"^'  el  U"  =:  p"  <?"^"  les 
deux  racines  de  l'équation  (22);  on  a  entre  ces  racines  la  rela- 
tion U'  U"  =  —  I ,  et  par  suite  p'  p''  =  i ,  w'  -f-  0/  =  (  2  «  +  1  )7t.  On 
peut  évidemment  supposer  m"  =  ~  —  (o',  et  l'on  a 

Lo^iU')  =  logp'-h  i(iù'-h  ■?./(' T.), 
Log(U")  =  —  logp'+  lin  —  m'-+-  ik"r.). 

Toutes  les  déterminations  de  arcsinz  sont  donc  comprises  dans 
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J'une  des  deux  formules 

arcsinz  =  m' -\-  i k' tz  —  ilogp',         arc  sins  =  Ti-^ik'T^  —  w'-h  i  logp', 

qu'on  peut  encore  écrire,  en  posant  ii'  ^=  lo'  —  «  logo', 

(A)  arc  sins  =  m' -1-2 A:' 11, 

(B)  arc  sinz  =  (2A:'-t- i)ti — u'. 

Lorsque  la  variable  z  décrit  une  courbe  continue,  les  diverses 
déterminations  du  logarithme  de  la  formule  (24)  varient  en 
général  d'une  manière  continue.  Les  seuls  points  critiques 
qu'on  puisse  avoir  sont  les  points  z--=dti\^  autour  desquels  les 
deux  valeurs  du  radical  \/  i  —  5=*  se  permutent;  il  ne  peut  y  avoir 
de  valeur  de  z  annulant  iz  dz  \/  \  —  z*,  car,  en  élevant  au  carré  les 
deux  membres  de  l'équation  iz  =  zp  yi- —  ^'^1  on  en  tire  i  =  o. 

Imaginons  qu'on  trace  deux  coupures  le  long  de  l'axe  réel, 
l'une  allant  de  —  c»  au  point  —  i ,  l'autre  du  point  -\-  i  à  +  ao.  Si 
le  chemin  décrit  par  la  variable  est  assujetti  à  ne  pas  franchir  ces 
deux  coupures,  les  diverses  déterminations  de  arcslnz  sont  des 
fonctions  uniformes  de  z.  En  effet,  lorsque  la  variable  ;;  décrit  un 
chemin  fermé  ne  franchissant  aucune  de  ces  coupures,  les  deux 
racines  U',  U"  de  l'équation  (22)  décrivent  aussi  des  courbes 
fermées.  Aucune  de  ces  courbes  ne  renferme  l'origine  à  l'inté- 
rieur; si  la  courbe  décrite  par  la  racine  U'  par  exemple  comprenait 
l'origine  à  l'intérieur,  cette  courbe  couperait  au  moins  une  fois 
l'axe  O/,  en  un  point  situé  au-dessus  de  O.r.  Or  à  une  valeur 
de  U  de  la   forme  /a(a>o),  la  relation  (22)  fait  correspondre 

une  valeur  de  z,  réelle  et  >  i.  La  courbe  décrite  par  le 

1%  '  * 

point  ;;  devrait  donc  traverser  la  coupure  qui  va  de  -h  1  à  -h  00. 

Les  diverses  déterminations  de  arcsin:;  sont  en  outre  des  fonc- 
tions holomorphes  de  ^  (').  En  efFet,  soient  u  et  u^  deux  valeurs 

(')  Si  l'on  prend  dans  U  =  iz  +  ^i  —  z^  la  détermination  du  radical  qui  se 
réduit  à  i  pour  s  =  o,  .la  partie  réelle  de  U  reste  positive  lorsque  la  variable  z 
ne  franchit  pas  les  coupures,  et  l'on  peut  poser  U  =  Re'*,  <ï>  étant  compris  entre 

et  -h  —  •  La  valeur  correspondante  de  -  Log  U 

22  i 

sinz  =  -.  LogU  =  *  —  j'IogR, 


arc 


s'appelle  parfois  la  détermination  principale  de  arc  sin  z;  elle  se  réduit  à  la  déter- 
mination ordinaire  lorsque  z  est  réel  et  compris  entre  — i  et  -+-i. 

G.,  II.  3 


34      CHAPITRE   Xlir.   —  FONCTIONS   ELÉMKNTAIRES  d'uNE  VARIABLE   COMPLEXE. 

voisines  de  arc  s\nz,  correspondant  à  deux  valeurs  voisines  ô  et  5, 
■de   la   variable.    On    a 


Zi  —  z        sinwi — sin  a 
lorsque  le  module  de  u^  —  ic  tend  vers  zéro,  le  rapport  précédent 
a  pour  limite =    ,~  Les  deux  valeurs  de  la  dérivée  cor- 

^  COS«  y/l_52 

respondent  aux  deux  séries  de  valeurs  (A)  et  (B)  de  arc  sins. 

Quand  on  n'impose  aucune  restriction  à  la  variation  de  z,  on 
peut  passer  d'une  valeur  initiale  déterminée  de  arcsins  à  une 
quelconque  des  déterminations,  en  faisant  décrire  à  la  variable  z 
une  courbe  fermée  convenable.  En  effet,  on  voit  d'abord  que 
lorsque  z  décrit,  autour  du  point  :;  z=  i ,  une  courbe  fermée  laissant 
le  point  z  =  —  là  l'extérieur,  les  deux  valeurs  du  radical  y/i  —  z- 
se  permutent  et  l'on  passe  d'une  détermination  de  la  série  (A) 
à  une  détermination  de  la  série  (B).  Supposons  ensuite  qu'on 
fasse  décrire  à  z  une  circonférence  de  rayon  R  supérieur  à  un, 
ayant  pour  centre  l'origine  ;  les  deux  points  U',  U"  décrivent 
chacun  une  courbe  fermée.  Au  point  s  = -f- R,  l'équation  (22) 
fait  correspondre  deux  valeurs  de  U,  U'  =  i'a,  U"  =  i^,  où  a  et  ^ 
sont  positifs;  au  point  z  =  — R,  la  même  équation  fait  corres- 
pondre les  valeurs  U'  =  —  /a.',  U"  =  —  /,3',  a'  et  ^'  étant  encore 
positifs.  Les  courbes  fermées  décrites  par  chacun  des  deux  points 
U',  U"  coupent  donc  l'axe  Oy  en  deux  points,  l'un  au-dessus, 
l'autre  au-dessous  du  point  O;  chacun  des  logarithmes  Log(U'), 
Log(U")  augmente  ou  diminue  de  2Tzi. 

On  définit  de  même  la  fonction  arc  tang:;  au  moyen  de  la  rela- 
tion tangw  =  z^  ou 


I  e2"'— I 

z  =   -   : 


on  en  tire 


et,  par  suite, 


I    , 

arc  lanofz  =  — r  Lo"; 


Celte  expression  met  en  évidence  les  deux  points  critiques  loga- 
rithmiques   ±i  de  la   fonction   arc  tang^.   Quand  la   variable    z 
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tourne  autour  d'un  de  ces  points,  Log  (-. — ^j  augmente  ou  dimi- 
nue de  27:/,  et  arc  tangc  augmente  ou  diminue  de  ti. 

273.  Application  au  calcul  intégral.  —  Les  dérivées  des  fonc- 
tions que  nous  venons  de  définir  ont  les  mêmes  expressions  que 
lorsque  la  variable  est  réelle.  Inversement,  les  règles  qui  donnent 
les  fonctions  primitives  s'étendent  aussi  aux  fonctions  élémen- 
taires de  variables  complexes.  Ainsi,  en  désignant  par  1  /[z)dz 
toute  fonction  de  la  variable  complexe  z  dont  la  dérivée  est  /(z), 

on  a 

X  dz  A  I  ,  , 

(/n>  I), 


/ 


(z  —  rtj'"             ni  —  I    (5  — a)'"-' 
=  A  Log(z  —  a  ). 


/: 


Ces  deux  formules  permettent  de  trouver  une  fonction  primitive 
d'une  fonction  rationnelle  quelconque,  à  coefficients  réels  ou 
imaginaires,  pourvu  qu'on  connaisse  les  racines  du  dénominateur. 
Considérons  en  particulier  une  fonction  rationnelle  à  coeffi- 
cients réels  d'une  variable  réelle  x.  Si  le  dénominateur  a  des 
racines  imaginaires,  elles  sont  conjuguées  deux  à  deux,  et  avec  le 
même  degré  de  multiplicité.  Soient  a  +  ^t  et  a — ^/deux  racines 
conjuguées  d'ordre />  de  multiplicité.  Dans  la  décomposition  en 
fractions  simples,  si  l'on  opère  pour  les  racines  imaginaires  comme 
pour  les  racines  réelles,  la  racine  a-j-^/  fournira  une  suite  de 
fractions  simples 

X  —  a  —  a t        (J7  — a—  ^f)*       ■  '  ■       (a;  —  a—  ^iy  ' 

et  la  racine  a —  [^t  fournira  une  suite  analogue  dont  les  numéra- 
teurs seront  conjugués  des  précédents.  Réunissons,  dans  la  fonc- 
tion primitive,  les  termes  qui  proviennent  des  fractions  conju- 
guées; nous  aurons,  si />>>i, 

_ _       I       r        Mp-f-  N,,i  Mf,—  ?ipi       1 

~       p  —  il{x—oi—'^i)P-^        (x  — a -^ '^i )!'-*] 
__       i       (IM,,-i-  Npt)  (a-  — g-i-  Pqp-'-i-..  ■ 
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et  le  numérateur  est  évidemment  la  somme  de  deux  polynômes 
imaginaires  conjugués.  Si/?=  i,  on  a 

J   X — a  —  pj  J   X  —  a-+-pt 

=  (MiH-  N,  0  Log[(a7  —  a)  —  ^i\  +  (M,  —  N,  i)  Log[(a:  —  a)  -f-  [3*]. 

Remplaçons  les  logarithmes  par  leurs  expressions  développées, 
il  reste  au  second  membre 


M,  log[(a7  — a)*-t-  p*]  -I-2N,  arc  tang 


X 


il  suffit   de   remplacer  arc  tang  -£—  par  i arc  tang'— g—  j  pour 

retrouver  le  résultat  qui  s'obtient  directement  sans  l'introduction 
de  symboles  imaginaires. 

Considérons  encore  l'intégrale  indéfinie 

dx 


/■ 


^Xx^-r-uBx-h  G 

qui  a  deux  formes  essentiellement  différentes,  suivant  le  signe  de  A. 
L'introduction  d'une  variable  complexe  ramène  les  deux  formules 
à  une  seule  ;  en  effet,  si,  dans  la  formule 


/ 


/ 


==^  =  Log{x  -+-  \/i  -+-  a:*), 


nous  changeons  x  en  ix,  il  vient 


/ 


dx 


y/l  —  x^ 


=    -V  Log(ia7-(-  y/l  —  X'^), 


et  le  second  membre  représente  précisément  arc  sin.r. 

L'introduction  de  symboles  imaginaires  dans  le  calcul  intégral 
permet  donc  de  ramener  l'une  à  l'autre  des  formules  dont  on  ne 
pourrait  saisir  la  parenté,  si  l'on  ne  sortait  pas  du  domaine  réel. 
Voici  encore  un  exemple  de  simplification  dû  à  l'emploi  des  ima- 
ginaires. On  a,  «  et  6  étant  réels, 


/ 


e'^a+bi)x  dx  =  —r  =  y- 1"^^ (co?,bx  +  i  %\nbx)\ 


égalons  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  f,  et  nous  avons  du 
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même  coup  deux  intégrales  déjà  calculées  (I,  n°  109) 


Je' 
f 


^  cosbx  dx  = 
e<'^  sin  bx  dx  = 


a^-+-b^ 
e''^(as\nbx —  b  cosbx) 


a^-^b^ 
On  ramène  de  même  les  intégrales 

I  X'"  e'*^  co?ibx  dx,       j  x'"  e'^^  sinbx  dx, 

à  l'intégrale  /  x'"e^'^'^^'^'^  dx,  qu'on  calcule  par  une  suite  d'inté- 
grations par  parties. 

274.  Décomposition  en  éléments  simples  d'une  fonction  ration- 
nelle de  sin  s  et  de  ces  ;:.  —  Etant  donnée  une  fonction  rationnelle 
de  sin  :;  et  de  cos  z,  F(sin3,  coss),  si  l'on  y  remplace  sin:;  et  cos  :; 
par  leurs  expressions  tirées  des  formules  d'Euler,  elle  se  change 
en  une  fonction  rationnelle  R(^)  de  ^  =:  e''.  Cette  fonction  R(^), 
décomposée  en  éléments  simples,  se  composera  d'abord  d'une  partie 
entière,  et  d'une  suite  de  fractions  provenant  des  racines  du  déno- 
minateur de  R(0'  Si  ce  dénominateur  admet  la  racine  ;  =  o, 
nous  réunirons  à  la  partie  entière  les  fractions  provenant  de  cette 
racine,  ce  qui  donnera  un  polynôme  ou  une  fonction  rationnelle 

l'exposant  m  pouvant  avoir  des  valeurs  négatives. 

Soit  t  =  a  une  racine  différente  de  zéro  du  dénominateur.  Cette 
racine  donnera  une  suite  de  fractions  simples 

J^   >~  t-a        {t  —  af  '^••''^  (t  —  a)"- 

La  racine  a  n'étant  pas  nulle,  soit  a  une  racine  de  l'équa- 
tion e°"=«;  peut  s'exprimer  très  simplement  au  moyen  de 

cot On  a,  en  effet, 

Z  —  a        .e=''-+-e*'        ./ 

cot =   l——. — :    =   i       I-H 
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et  l'on  en  tire  inversement 


I  H-  i  col 


la  fraction  rationnelle /"(/)   se  change  donc  en  un  polynôme  de 


degré  n  en  cot- 


X'q  -+-  A',  cot-^ 1-  Aj  col"''  (  -^^^ )  -+-... -f-  A '„  col" 


Les  puissances  successives  de  la  cotangente  jusqu'à  la  /i"^""' peu- 
vent à  leur  tour  s'exprimer  au  moyen  des  dérivées  successives 
jusqu'à  la  (n  —  ,yèin<-.  g^j  effet,  on  a  d'abord 

dcois  I 

; = ; =  —  I  —  COi-Z, 

dz  sin-î^ 

n  •  .,  1    dcotz  ,,  ,  , 

ce  qui  permet  a  exprimer  cot-^  au  moyen  de— -j — >  et  1  on  de- 
montre  aisément  de  proche  en  proche  que,  si  la  loi  est  vraie  jusqu'à 
cot"j,  elle  est  encore  vraie  pour  cot""*"' j.  I^e  polynôme  précédent 

de  degré  n  en  cot^^^^ —  se  changera  en  une  expression  linéaire  par 
rapport  à  cot^^ —  et  à  ses  dérivées, 

,  ,  z  —  a         ^      d  [        z  —  oi\  .       d"-'^    1        z  —  a\ 

ciio-f-='^i  col h  ol)2-r    col -1-.  .  .-I-  X^,i~j col )• 

•i.  dz\  1     ;  dz>^-^  \  2     / 

Opérons  de  même  avec  toutes  les  racines  ^,  c,  . . .,  /  du  déno- 
minateur de  R(<)  différentes  de  zéro,  et  ajoutons  les  résultats 
obtenus  après  avoir  remplacé  t  par  e^'  dans  Ri(i).  La  fonction 
rationnelle  considérée  F  (sins,  cos  s)  se  composera  de  deux  parties 

(25)  F(sin^,  cos^)  =  «ï'(5)  +  iF(s); 

la  fonction  $(^),  qui  est  l'analogue  de  la  partie  entière  d'une 
fonction  rationnelle  de  la  variable,  est  de  la  forme 

(26)  *(^)  =  G  -H  l(a,„  zo%inz  -1-  ^,„  sinm^), 

OÙ  m  est  un  nombre  entier  non  nul.  Quant  à  W  (^),  qui  est  l'ana- 
logue de  la  partie  fractionnaire  d'une  fonction  rationnelle,  c'est 
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une  expression  de  la  forme 

|w(^)=    A,co,(iz^)+A.,^coi(i^)+...-H.U^m(ir^) 


m, 


I 


C'est  la  fonction  cot  (  ^^V"  )  qui  joueicile  rôled'élémenlsimple, 

comme  la  fraction pour  une  fonction  rationnelle.  Cette  dé- 

z  —  a^ 

composition  de  F(sin5,  cos  z)  se  prête  facilement  à  l'intégration; 
on  a  en  efl'et 

/  cot dz  =  1  Log    sin  I j    > 

et  les  autres  termes  s'intègrent  immédiatement.  Pour  que  la  fonc- 
tion primitive  soit  périodique,  il  faut  et  il  suffit  que  tous  les  coef- 
ficients C,  c-lo, ,  itî>,,  . . .  soient  nuls. 

Pratiquement,  il  n'est  pas  toujours  nécessaire  de  passer  par 
toutes  ces  transformations  successives  pour  mettre  la  fonction 
F(sins,  cos  s)  sous  la  forme  finale  (aS).  Soit  a  une  valeur  de:; 
rendant  la  fonction  F  infinie  ;  on  peut  toujours,  par  une  simple 

division,  calculer  les    coefficients  de » «  ....   dans   la 

'  z  —  7.    (z  —  a)»  ' 

partie  infinie  pour  5  =  a  (1,  n°  188).  D'autre  part,  on  a 

col = r-  I  (  ^  —  a), 

1  z  —  a 

P(g  —  a)  étant  une  série  entière;   en  égalant  les  coefficients  des 

puissances  successives  de dans  les  deux  membres  de  la  for- 

^  z  —  a 

mule  (25),  on  aura  donc  facilement  Ai,  -l-a,  •  •  -,  «^Iv/- 

Prenons   par  exemple   la    fonction qui    devient,   en 

r  r  cosz —  cos  a  ^ 

posant  e='  =  l^  e"'  =  a, 

lat 


a(<»-^i)  — <(a*-i-i)' 

le  dénominateur  admet  les  deux  racines  simples  t  =  a,  i  =  —  et  le 

^  '  a 

numérateur  est  de  degré  inférieur  à  celui  du  dénominateur.  On 
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aura  donc  une  décomposition  de  la  forme 


1                   „         ,          z  —  a         ,,          z  -\-  (X 
H-  A>  cet 1-  II!)  col ■ 


cosz  —  cosa 


Pour  déterminer  A>,  multiplions  les  deux  membres  par  z  —  a, 

et  faisons  ensuite    z  =  x:   il    vient   X=^ : On   trouve    de 

'  '2sina 

même  ill)  =:  — : Remplaçons  A>  et  iil>  par  ces  valeurs  et  faisons 

asina  r     *  i 

5  =  o,  on  trouve  C  =  o,  et  il  reste  la  formule 

I  I       /        z  -t-  a  z  —  a\ 

=  — : —    cot cot 1  • 

cosz  —  cosa        -.isinaV  •?.  2      / 

Appliquons  encore  la  métliode  générale  aux  puissances  entières  de  sinz 

et  de  cosz.  On  a,  par  exemple,  (cosz)'"=  1 I     ;  en  reunissant 

les  termes  à  égale  distance  des  extrêmes  du  développement  du  numérateur, 
et  appliquant  les  formules  d'Euler,  on  a  immédiatement 

m(m  —  ]) 

(2 cosz)'"  =  icosmz  ■+-  2/ncos(/7J  —  2 )z  -(-2 cos(  m  —  4)-s  -t-  •  •  •  • 

1.2 

Si  m  est  impair,  le  dernier  terme  est  un  terme  en  cosz;  si  m  est  pair,  le 

m! 
terme  qui  termine  le  développement  est  indépendant  de  z  et  égal  à  — ; — 

On  a  de  même,  si  m  est  impair, 

....  .  .  •       •    ,  V  .m {m  —  I )    .    ,  , . 

(2  jsinz)'"  =  2isinmz —  2i/nsin(m  —  a)z  -f- 11 sin(/n  —  4  )^-  •  •> 

et,  si  m  est  pair, 

m  I 
n>  ' 

(aisinz)'"  =  acos/na  —  2mcos(m  — 2)z-i-...-4-( —  i)"^ 


—  ! 
2 


Ces  formules  montrent  immédiatement  que  les  fonctions  primitives 
de  (sinz)'"  et  de  (cosz)'"  sont  des  fonctions  périodiques  de  z,  lorsque  m 
est  impair,  et  dans  ce  cas  seulement. 

Remarque.  —  Lorsque  la  fonction  F  (sinz,  coss)  admet  la 
période  -,  on  peut  l'exprimer  rationnellement  au  mojen  de  e-^', 
et  prendre   pour  éléments   simples  cot(z  — a),   cot(x;  —  [3),  .... 

27o.  Développement  de  Log(i  +5).  —  Les  transcendantes  que 
nous  avons  définies  sont  de  deux  sortes  :  les  unes,  comme  e',  sinz, 
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cos  ^,  sont  holomorphes  dans  tout  le  plan,  tandis  que  Log(«), 
arc  tang  ;,  . . ,  présentent  des  points  singuliers  et  ne  peuvent  être 
représentées  par  des  développements  en  séries  entières  conver- 
gentes dans  tout  le  plan.  Mais  on  a  encore  des  développements 
valables  pour  certaines  parties  du  plan;  nous  allons  le  montrer 
pour  la  fonction  logarithmique. 

Une  simple  division  conduit  à  la  formule  élémentaire 

— — :  =  I  — «4-^2— 2'-4-...-i-(— 1)'»5«± ; 


n-f-l 


si  l'on  a  |3]<;i ,  le  reste tend  vers  zéro  lorsque  n  croît  indéfini- 


i-f-z 


ment  et,  à  l'intérieur  du  cercle  C  de  rajon  i,  on  a 
Soit  F  (3)  la  série  obtenue  en  intégrant  terme  à  terme 

Z  Z^  Z^  Z''  3"-*-l 

¥{z)= h ;--+-...+  (— 1)«- h...; 

I         1  J  f\  n-\-i 

cette  série  est  convergente  dans  ce  cercle,  et  représente  une  fonc- 
tion holomorphe  dont  la  dérivée  F' (3)  =  — — •  Nous  connaissons 

déjà  une  fonction  dont  la  dérivée  est  la  même  ;  c'est  Log(i  -+-  z). 
La  différence  Log(i-i-3)  —  F(3)  se  réduit  donc  à  une  con- 
stante (*);  pour  déterminer  cette  constante,  il  faut  préciser  la 
détermination  choisie  du  logarithme.  Si  nous  prenons  celle  qui 
s'annule  pour  3  =  0,  on  a,  pour  tout  point  intérieur  à  G, 

,    o\  I        /  .         z         z^         z^         z^ 

(28)  Log(i-t-a)= u       __-^..,, 

1204 

Joignons  le  point  A  au  point  M  qui  représente  z{Jig.  53)  ;  le 
module  de  i  H- 3  est  représenté  par  la  longueur  /•=  AM,  et  l'on 
peut  prendre  pour  argument  l'angle  a  que  fait  AM  avec  AO,  angle 

qui  reste  compris  entre  — —  et +  - lorsque  le   point   M   reste   à 

l'intérieur  de  C.   La  détermination  du   logarithme    qui   s'annule 

(')  Pour  que  la   dérivée  d'une  fonction  analytique  X-f-Yi  soit   nulle,  il  faut 

qu'on    ait   (  n»  261  )  -—  =:  o,  -—  =  o,   et    par    suite  -r—  =  —  =o;    X    et  Y    sont 

ôx  dx  '  dy        Oy 

donc  constants. 
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pour  :;  =  o  est  égale  à  log /--[-fa,  et  la  formule  (28)   ne  présente 


aucune  ambiguïté. 


En   changeant  dans  cette  formule  z  en  —  c,  et  retranchant  les 
deux  formules,  on  a  encore 

si  l'on  remplace  ensuite  z  par  iz,  on  retrouve  le  développement 
de  arc  tang;; 

'  ^  3 


arc  lanjjrs 


■J.I 


La  série  (28)  reste  convergente  en  tout  point  du  cercle  de  convergence 
sauf  au  point  A  (page  19,  note),  et  par  suite  les  deux,  séries 


cosO  — 
sinO  — 


COS26  cos3  6  COS4O 

~i  '        3                4 

siniO  sin30  sinjO 

2  3                 4 


sont  l'une  et  l'autre  convergentes  sauf  pour  0  =  (-i/i -1- i)::  (  Cy.  n"  166). 
D'après  le  théorème  d'Abel,  la  somme  de  la  série  au  point  M'  est  la  limite 
vers  laquelle  tend  la  somme  de  la  série  en  un  point  M  situé  sur  le 
rayon  OM'.  Si  l'on   suppose  0   compris  entre  — tz  et  -i-T,  l'angle  a  a  pour 

limite-»  et  le  module  AM  a  pour  limite  2  cos--  Nous   pouvons  donc  écrire 


0 

2  cos  - 


cosO  — 


COS20        cns30        COS46 


-   =  sinO  — 
2 


sin.>.  0        sin3  0 


^  4 

(—  -  <  0  <  71). 
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Si,  dans  la  dernière  formule  on  remplace  0  par  0  —  •::,  on  retrouve  une 
formule  déjà  établie  directement  (I,  n"  204). 

276.  Extension  de  la  formule  du  binôme.  —  Dans  un  Mémoire 
fondamental  pour  la  théorie  des  séries  entières,  Abel  s'est  proposé 
de  déterminer  la  somme  de  la  série  convergente 

/      ,  .  m  mi  m  —  i  ) 

1    '  I  i.x 

(29) 

i  mi  m  —  \).  .  .im  —  p  -^\) 

pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  m  et  de  ;,  pourvu 
qu'on  ait  |  ;;  |  <[  i .  On  pourrait  y  arriver  au  moyen  d'une  équa- 
tion différentielle,  comme  on  l'a  indiqué  à  propos  des  variables 
réelles  (I,  n"  183).  La  méthode  suivante,  qui  offre  une  application 
du  n"  209,  se  rapproche  davantage  de  la  marche  suivie  par  Abel. 
Pour  cela,  nous  supposerons  z  donné  et  |  :;  |  <<  i ,  et  nous  étudierons 
les  propriétés  de  o(m,  z)  considérée  comme  fonction  de  m.  Si  m 
est  un  nombre  entier  positif,  cette  fonction  se  réduit  évidemment 
au  polynôme  (14-5)'".  Si  met  m' sont  deux  valeurs  quelconques 
du  paramètre  m,  on  a  toujours 

(3o)  (f  (m,  5)  o(/n',  3)  = 'i(/n -h  m',  s). 

En  effet,  effectuons  le  produit  des  deux  séries  »  (m^  z),  o  {m',  z) 
par  la  règle  ordinaire;  le  coefficient  de  zP  dans  le  produit  est 
égal  à 

(3i)  ni,,-+-  /«/,_!  ni\  -+-  /«/j-î/Mj-h. .  .H-  mj  w|,_,  -+-  /h), 

en  posant  pour  abréger 

mi  m  —  i).  .  .i  m  —  A"  -f-  1  ) 


"U  = 


i.i.  .  .  k 


et  la  relation  fonctionnelle  sera  établie  si  l'on  montre  que  l'expres- 
sion (3 1)  est  identique  au  coefficient  de  zP  dans  z>  (ni-\- m' ,  ^), 
c'est-à-dire  à  (ni-^-  m')p.  On  pourrait  vérifier  directement  l'iden- 
tité 

( 3i )  ( m  -i-  m')/,  =  m,, -f-  /«/j-i  m\  -h . . . -h  m'^,, 

mais  le  calcul  est  inutile  si  l'on  observe  que  la  relation  (3o)  est 
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certainement  vérifiée  toutes  les  fois  que  ni  et  m'  sont  des  nombres 
entiers  positifs.  Les  deux  membres  de  la  formule  (Sa)  sont  des 
polynômes  entiers  en  m  et  m'  qui  sont  égaux  toutes  les  fois  que  m 
et  m'  sont  des  nombres  entiers  positifs  ;  donc  ils  sont  identiques. 
D'autre  part,  o(m,  5)  peut  être  développée  en  série  entière 
ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  m.  En  effet,  si  nous 
effectuons  tous  les  produits  indiqués,  o{m,  z)  peut  être  considérée 
comme  la  somme  d'une  série  double 

I  ,  m  /H     .        m     ,  ,    m 

(pi  m,  z)  =  n z  —  —  z-  -+-  -r  s^  —  ...±  — zi'ziz. .  . 

l  '^  I  J.  3  l> 


(33)    / 


m-  _j       m- 

2   "  2 

6 


mP 

zi'- 


quand  on  fait  la  somme  par  colonnes.  Cette  série  double  est  abso- 
lument convergente.  En  effet,  soient  |^|^p  et  [m|=:(T;  si  l'on 
remplace  chaque  terme  par  son  module,  la  somme  des  termes  de 
la  nouvelle  série  compris  dans  la  (/>  H-  i)""""  colonne  est  égale  à 


a((T  -f-i)..  .(t  +/?  — I) 


ce  qui  est  le  terme  général  d'une  série  convergente.  On  peut  donc 
faire  la  somme  de  la  série  double  (33)  par  lignes,  et  l'on  obtient 
pour  (S  (m,  z)  un  développement  en  série  entière 

o{ni,  z)  =  \  -\ m  -\ m^ -+-.... 

i  i.i 

D'après  la  relation  (3o)  et  les  résultats  établis  plus  haut  (n"269), 
cette  série  doit  être  identique  à  e'*.'".  Or  le  coefficient  de  m 

z        z^        z^ 
ai=-  — —  +  —  —.. .=  Log(i  +  zj; 

on  a  donc 

(34)  cp(m,  s)  =  e"''-»g(i-»-=), 

la  détermination  du  logarithme  étant  celle  qui  s'annule  pour 
z  =  o.On  représente  encore  cette  expression  par  (1  +5)'";  mais, 
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pour  savoir  sans  ambiguïté  la  valeur  dont  il  s'agit,  il  est  commode 
de  se  reporter  à  l'expression  e'"''*>g(<+5). 

Soit  m  =  jjL  +  vf  ;  /•  et  a  ayant  la  même  signification  qu'au  para- 
graphe précédent,  on  a 

g/n  Loi  (  1 -+- :  )  __  g(  |X-l-v/)  (Iogr-i-/a) 

_  e|Aiof-va[^c(,s(jjt2  _(_  ,^  logr)  -+-  t  sin(fia  -+-  v  logr)]. 

Pour  terminer  ce  sujet,  étudions  encore  la  série  sur  le  cercle  de  con- 
vergence. Soit  U„  le  module  du  terme  général,  pour  un  point  z  de  ce 
cercle;  le  rapport  de  deux  termes  consécutifs  de  la  série  des  modules  est 

,    .    m  —  /i-t-  il,,,., 
égal  a  >  c  esfa-dire  si  m  =  iji -h  vt,  a 


— — ^^^^— — — ^  —  I 1 -_ , 


la  fonction  cp(n)  restant  finie  lorsque  n  croît  indéfiniment.  D'après  une 
règle  de  convergence  connue  (I,  n"  163),  cette  série  est  convergente  lorsque 
fji-f-i>i  et  divergente  dans  tous  les  autres  cas.  La  série  {îg)  est  donc 
absolument  convergente  en  tous  les  points  du  cercle  de  convergence 
lorsque  [x  est  positif. 

Si  (Ji-H  i  est  négatif  ou   nul,   le  module  du    terme  général  ne  va  jamais 

en  décroissant,  puisque  le  rapport  -jr— -  n'est  jamais  inférieur  à  l'unité.  La 

série  est  divergente  en  tous  les  points  du  cercle,   lorsqu'on  a  (x  ^ — i. 

Il  reste  à  étudier  le  cas  où  l'on  a  — i  <  [x^o.   Considérons  la  série  dont 

le  terme  général  est  U^;  le  rapport  de  deux  termes  consécutifs  est  égal  à 


r   _  pL-Hi         oin)! i> _    _ 
L  n  /i*   J 


p(lj.-i-ï)  ^  ?i(/0 


et  si  l'on  choisit  p  assez  grand  pour  qu'on  ait  /)(fi-i-  i)>i,  cette  série 
sera  convergente.  Il  s'ensuit  que  U^  et  par  suite  le  module  du  terme 
général  U„  tendent  vers  zéro.  Cela  étant,  dans  l'identité 

o  (  m,  z  )  (  i  -h  ^  )  =  o  (  m  -f- I ,  «  ), 

prenons  seulement  dans  les  deux  membres  les  termes  de  degré  inférieur  ou 
égal  à  n;  il  reste  la  relation 

s.(i4-.)  =  s;,-^"^"^-'^---^"-^^^^^»-^., 

1 . 2 . .  .  n 

Srt  et  S'n  désignant  respectivement  la  somme  des  (n-ht)  premiers  termes 
de  «p(m,  z)  et  de  «p(m-i-i,  z).  Si  la  partie  réelle  de  m  est  comprise  entre 
—  I  et  o,  la  partie  réelle  de  /n  -+-  i  est  positive.  Supposons  |  z  |  =  i;  lorsque 
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le  nombre  n  croît  indéfiniment,  S'„  tend  vers  une  limite,  et  le  terme  com- 
plémentaire tend  vers  zéro;  il  en  résulte  que  S^  tend  aussi  vers  une 
limite,  ù  moins  qu'on  n'ait  i-+-z=o.  Donc,  lorsque  — i<îJ>^  =  o,  la 
série  est  convergente  en  tous  les  points  du  cercle  de  convergence^  sauf 
au  point  z  =  —  i. 
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277.  Interprétation  géométrique  de  la  dérivée.  —  Soit /f  =  X-4-Yf 
une  fonction  analytique  de  la  variable  complexe  :;,  holomorphe  à 
l'intérieur  d'un  contour  fermé  C;  nous  représenterons  la  valeur 
de  u  par  le  point  de  coordonnées  X,  Y  dans  un  système  d'axes 
rectangulaires;  pour  la  commodité  des  énoncés  qui  vont  suivre, 
nous  supposerons  les  axes  OX,  OY  respectivement  parallèles  aux 
axes  OX  et  oy  et  de  même  disposition  que  les  premiers,  dans  le 
même  plan  ou  dans  un  plan  parallèle  au  plan  xoy.  Lorsque  le 
point  ;;  décrit  l'aire  A  limitée  par  le  contour  C,  le  point  u  de 
<îOordonnées  (X,  Y)  décrit  dans  son  plan  une  aire  A'  ;  la  rela- 
tion u=f(z)  définit  donc  un  certain  mode  de  correspondance 
«ntre  les  points  de  deux  plans,  ou  de  deux  portions  de  plan.  Mais, 
à  cause  des  relations  qui  lient  les  dérivées  des  fonctions  X,  Y,  il 
est  évident  que  ce  mode  de  correspondance  doit  posséder  des 
propriétés  particulières  ;  nons  allons  montrer  que  les  angles  sont 
conservés. 

Soient  z  et  Zt  deux  points  voisins  de  l'aire  A;  tV  et  m,  les  points 
correspondants   de   l'aire    A';    d'après   la  définition  même   de  la 

dérivée,  le  quotient —^ a  pour  limite  la  dérivée /'(;)  lorsque 

le  module  de  :;|  ^ — z  tend  vers  zéro,  de  quelque  façon  que  5,  —  z 
tende  vers  zéro.  Supposons  que  le  point  Zi  se  rapproche  du 
point  z  en  décrivant  une  courbe  C,  dont  la  tangente  au  point  z 
fait  un  angle  a  avec  la  parallèle  à  la  direction  ox;  le  point  W| 
décrira  lui-même  une  courbe  C  passant  par  le  point  u.  Écartons 
le  cas  oùf'{z)  serait  nul,  et  soient  o  et  lo  le  module  et  l'argument 
dey'  (z);  soient  de  même  /•  et  r,  les  distances  zzt  et  uut,  a'  l'angle 
que  fait  la  direction  zZi  avec  la  parallèle  zx'  à  ox,  ^'  l'angle  que 
fait  la  direction  uut  avec  la  parallèle  mX'  à  OX.  Le  module  du 

quotient  — -_  est  égal  à  -^,  et  l'argument  à  '^'  ■ —  a'.  On  a  donc  les 
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deux  relations  ^ 
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(35) 


lim  —  =  p,  lim(  S' —  a)  =  to  -i-  ik-r.. 

r 


Occupons-nous  seulement  de  la  seconde  de  ces  relations  ;  on 
peut  y  supposer  A"  =  o,  puisque  cela  revient  à  augmenter  l'ar- 
gument to  d'un  multiple  de  27:.  Lorsque  le  point  :;i  se  rapproche 
du  point  z  en  décrivant  la  courbe  C,  a'  tend  vers  la  limite  a,  ^' 
tend  donc  vers  une  limite  ^,  et  l'on  a  [5  =aH-to,  ce  qui  exprime 
que,/>oa/'  avoir  la  direction  de  la  tangente  à  la  courbe  décrite 
par  le  point  a,  il  suffit  de  faire  tourner  d\in  angle  constant  to 
la  direction  de  la  tangente  à  la  courbe  décrite  par  z.  On  sup- 
pose bien  entendu  dans  cet  énoncé  qu'on  fait  correspondre  les 
directions  des  deux  tangentes  qui  correspondent  à  un  mêmejsens 
de  parcours  des  points  :;  et  //. 


Fis.  54". 


Fig.  54''. 
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Soit  D  une  autre  courbe  du  plan  xoy  passant  par  le  point  j, 
et  soit  D'  la  courbe  correspondante  du  plan  XOY  ;  les  lettres  v  et  o 
désignant  les  angles  que  font  les  directions  correspondantes  des 
tangentes  à  ces  deux  courbes  avec  zx'  ou  ?<X'  {fig.  54"  et  54*),  nous 
avons  à  la  fois 

P  =  a  -H  co,  0  =  Y  -<-  w 

et  par  suite  0  —  ^^  =  y  —  ^c.  Les  courbes  C  et  D'  se  coupent  sous 
le  même  angle  que  les  courbes  G  et  D.  Nous  voyons  *de  plus  que 
le  sens  de  rotation  des  angles  est  conservé.  Il  est  à  remarquer  que 
la  démonstration  ne  s'applique  plus  s'\  f\z)  =  o. 

Si  en  particulier  on  considère  dans  l'un  des  deux  plans  xoy 
ou  XO\  deux  familles  de  courbes  orthogonales,  les  courbes  cor- 
respondantes dans  l'autre  plan  formeront  aussi  deux  familles 
de   courbes    orthogonales.    Par   exemple,    les    deux    familles    de 
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courbes  X  =  G5  Y  =  C',  et  les  deux  familles  de  courbes 

(36)  mod/(^)  =  G,         arg/(z)  =  G' 

forment  sur  le  plan  xoy  des  réseaux  orthogonaux,  car  les  courbes 
correspondantes  sur  le  plan  XOY  sont  d'une  part  les  deux  sys- 
tèmes de  parallèles  aux  axes  de  coordonnées,  d'autre  part  les  cer- 
cles ayant  pour  centre  l'origine  et  les  droites  issues  de  l'origine. 

Exemples.  —  i"  Soit  z' =  z^,  a  étant  un  nonubre  réel  et  positif.  En  dé- 
signant par  /•  et  0  les  coordonnées  polaires  de  z,  par  /•'  et  0'  les  coordon- 
nées polaires  de  z\  la  relation  précédente  est  équivalente  aux  deux  rela- 
tions r' =  r'"',  6' =  a6.  On  passe  donc  du  point  z  au  point  z'  en  élevant  le 
rayon  vecteur  à  la  puissance  a  et  multipliant  l'angle  polaire  par  a.  Les 
angles  sont  conservés,  sauf  ceux  qui  ont  leur  sommet  à  l'origine,  qui  sont 
tous  ihultipliés  par  un  facteur  constant  a. 

2"  Considérons  la  transformation  bilinéaire 

(37)  2=TT— y' 


OÙ  a,  6,  c,  d  sont  des  constantes  quelconques.  Dans  certains  cas  particu- 
liers, on  voit  immédiatement  comment  on  passe  du  point  z  au  point  z'. 
Prenons  par  exemple  la  transformation  z'  =  z-hb;  soient  z—x-\-yi, 
z'  =  x'  -^yi,  6  =  a  -I-  ^i;  la  relation  précédente  donne  a?'  =  x  +  (x,y=y-+-Ç>, 
ce  qui  montre  qu'on  passe  du  point  z  au  point  z'  par  une  translation.  Soit 
de  même  z'  =  az;  p  et  to  désignant  le  module  et  l'argument  de  a,  on 
aura  /•'  =  p  r,  0'  =  œ  -t-  6.  On  passe  donc  du  point  z  au  point  z'  en  augmen- 
tant le  rayon  vecteur  dans  un  rapport  constant  p,  et  faisant  tourner  le 
nouveau  rayon  vecteur  d'un  angle  constant  m.  On  obtient  donc  la  trans- 
formation définie  par  la  formule  z'  =  az,  en  combinant  une  transforma- 
tion par  homothétie  avec  une  rotation.  Considérons  enfin  la  relation 


,       I 

z  =  -: 

Z' 


/',  6,  r',  0'  ayant  toujours  la  même  signification,  on  doit  avoir  rr'  =  i. 
6-1-0'=  o.  Le  produit  des  rayons  vecteurs  est  donc  égal  à  l'unité,  tandis 
que  les  angles  polaires  sont  égaux  et  de  signes  contraires.  Étant  donné  un 
cercle  C  de  centre  A  et  de  rayon  R,  nous  appellerons  inversion  par  rapport 
à  ce  cercle  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques  de  pôle  A  et 
de  module  R^.  On  obtient  donc  la  transformation  définie  par  la  formule 
s'xî  =  I  en  effectuant  d'abord  une  inversion  par  rapport  au  cercle  de  rayon 
un  décrit  de  l'origine  comme  centre,  puis  en  prenant  le  symétrique  du 
point  obtenu  par  rapport  à  l'axe  Ox. 

La  transformation  la  plus  générale  de  la  forme  (87)  peut  être  obtenue 
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en  combinant  les  transformations  particulières  que  nous  venons  d'étudier. 
Si  c  =  o,  on  peut  remplacer  la  transformation  (Sy)  par  la  suite  des  deu\ 

transformations 

a  ,  b 

si  c  n'est  pas  nul,  on  peut  écrire,  en  effectuant  la  division, 

a        bc  —  ad 
c 


Z    = 1 -T» 

c^z  -r-  ca 


et  la  transformation  peut  être  remplacée  par  la  suite  des  transformations 


d 

1 

Zi  =  z-\ > 

2j=  C*5i, 

-3  =    — 

c 

Zi 

Zi,  =  {bc  —  ad)z3,  z'=z-,-\ • 

Toutes  ces  transformations  particulières  conservent  les  angles  et  le  sens 
de  rotation,  et  changent  les  cercles  en  cercles;  il  en  est  donc  de  même  de 
la  transformation  générale  (37)  appelée  pour  cette  raison  transformation 
circulaire.  Les  lignes  droites  doivent,  dans  cet  énoncé,  être  considérées 
comme  des  cercles  de  rayon  infini. 

3°  Soit 

z'  ={z  —  e,  )'«.  (z  —  «,)"'....(*  —  epY'r, 

Cl,  «î,  ...,  Cp  étant  des  quantités  quelconques,  et  les  exposants  mj, 
//ij,  ...,  mp  étant  des  nombres  réels,  positifs  ou  négatifs.  Soient  M,  E|, 
Ej,  ...,  E^,  les  points  qui  représentent  respectivement  les  quantités  z,  e\, 
Cj,  . . .,  ep\  soient  de  plus  Tj,  Tj,  . . .,  rp  les  dislances  MEi,  MEj,  . . .,  MEp 
et  6|,  Bj,  ...,6/,  les  angles  que  font  les  directions  E,  M,  EîM,  ....  E^M 
avec  les  parallèles  à  Ox.  Le  module  et  l'argument  de  z'  sont  respective- 
ment r7' /■7''-- ''p''  et  lUx^x-ir . .  .-\- inp^p\  les  deux  familles  de  courbes 

r^' r^'... /•;;'?  =C,  m,0,-i-mjej-+-...-i-mpep=  C 

forment  donc  un  réseau  orthogonal.  Lorsque  les  exposants  mi,  m»,  ...,  m,, 
sont  des  nombres  rationnels,  toutes  ces  courbes  sont  algébriques.  Si  l'on 
a  par  exemple  p  =  i,  mj  ==  m»  =  i,  une  des  familles  se  compose  de  cassi- 
noïdes  à  deux  foyers,  et  la  seconde  famille  est  formée  par  des  hyperboles 
équilatères. 

278.  Recherche  générale  des  transformations  conformes.  — 
L'examen  de  la  proposition  réciproque  de  celle  qui  vient  d'être 
établie  nous  conduit  à  traiter  un  problème  plus  général.  Étant 
données  deux  surfaces  2,  S',  faisons-les  correspondre  point  par 
point  d'une  façon  quelconque  (en  observant  cependant  certaines 
conditions  qui  vont  être  précisées),  et  cherchons  dans  quels  cas 
G.,  IL  4 
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les  angles  seront  conservés  dans  cette  transformation.  Soient  x, 
y,  z  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  de  S;  x' ,  y',  z'  les 
coordonnées  rectangulaires  d'un  point  de  S'.  Nous  supposerons 
les  six  coordonnées  ^,  y,  z,  x\  y',  z'  exprimées  en  fonction  de 
deux  paramètres  variables  u,  v,  de  façon  que  les  points  corres- 
pondants des  deux  surfaces  correspondent  à  un  même  système  de 
valeurs  des  paramètres  u,  v 

(38)  I.\y  =  ^{u,v),  2' j  y=<p'(a,  P). 

'  z  =  '\>{u,v),  \  z'  =  <l'(M,  v); 

nous  admettrons  de  plus  que  les  fonctions  /,  cp,  ...  sont  conti- 
nues, ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  lorsque 
les  points  (x,  y,  z)  et  (x',  y',  z')  restent  dans  des  régions  déter- 
minées des  deux  surfaces  S  et  S'.  Rappelons  encore  les  notations 
(I,  nM31) 

E  =  sf— V,  F=S—  — ,  G  =  S<^  — V. 

\du/  '  du    dv  '  \âv  J  ' 

^^9)^  E'=S/— V,  F'=S— — ,  G'=S(^  — V, 

\du  /   '  du    dv  '  \  dv  /  ' 

ds^=  E  du^-i-  'iFdudv-hG  dv*,       ds'*=  E'  du^-+-  2  F'  du  dv  +  G'  dv*. 

Soient  {Jig.  55^  et  55*)  C  et  D  deux  courbes  de  la  surface  S, 
passant  par  un  point  m  de  cette  surface,  G'  et  D'  les  courbes  cor- 
respondantes de  la  surface  S',  passant  par  le  point  m'.  Le  long  de 
la  courbe  C,  les  paramètres  u,  v  sont  fonctions  d'une  seule  variable 
auxiliaire  /,  et  nous  désignerons  les  dilTérentielles  par  c/m  etc/^;  de 
même  le  long  de  D,  u  et  v  sont  fonctions  d'une  variable  t'  et  nous 
désignerons  les  différentielles  par  Sm  et  ^v.  D'une  façon  générale, 
nous  distinguerons  parles  lettres  o? et  o  les  différentielles  relatives  à 
un  déplacement  sur  la  courbe  G  et  sur  la  courbe  D.  Les  paramètres 
directeurs  de  la  tangente  à  la  courbe  G  sont  respectivement 

dx  dx  j  ,  dy  dy    ,  ,         dz    ,  dz    , 

dx  ^  --- du  -^  —-  dv ,  dy  =  -f-  dw  -+-  -f-  dv,  dz  =^  —  du-{-  —-  dv: 

du  dv  ^        du  dv  du  dv 

les  paramètres  directeurs  de  la  tangente  à  la  courbe  D  sont  de 
même 

dx  dx  ^  J,  dy  ^  dy  ^  dz  ^  dz  ^ 

037  =   ÙU-h  —-ÙV,  OV  =   -f-  OM  -1-   -r-  OP.  §5  =  -—  ÔM  -H  ^  OP. 

du  dv  "^         du  ^t;      ^  du  dv 
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Soit  w  l'angle  des  tangentes  aux  deux  courbes  G  et  D  ;  cos  to  est 

donné  par  la  formule 

dx  ^x  -i-  cIy  5r  -f-  dz  05 

cosw  =  « 

yj dx"*- -H  dy''- -h  dz""-  y/or- -l-  0^- -i-  Ô3- 

qui  peut  s'écrire,  en  tenant  compte  des  notations  (Sg), 
40)    cosw 


E  rfw  OH  -H  Y  (du  8v  ^  dv  ou)  -h  G  di>  w 


y  E  rfw-  -H  2  K  du  dv  -h  G  dv*  ^K  ou-  -+-  -iF  ou  w  -+-  G  Sp* 

On    a    de    même,    w'   étant   l'angle   des    tangentes   aux    deux 
courbes  G'  et  D', 
,,  .  ,  M' duou -^F'(duov -i- dv^u) -h  G' dv  ov 

(41)     COSUi   =  -  ^  ^  ^    =» 

v/E'  du*  -+■  -2  K'  rfu  </t'  -r-  G'  dv'^  \/E'  ou*  -+■  1  F'  6«  of  -f-  G'  5*»* 
Pour  que  la   transformation  considérée  ne  change   pas  la  valeur 


Fig.  55". 


Fig.  55* 


des  angles,  il  faudra  qu'on  ait  cosw'=:  cosw,  quels  que  soient  du 
dv,  ou,  w;  les  deux  membres  de  l'égalité 


cos-to  =  cos-w 


8v     dv 


sont  des  fonctions  rationnelles  des  deux  rapports  r^-f  -7-  qui  doivent 

être  égales,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  ces  deux  rapports.  Il 
faut  pour  cela  que  les  coefficients  correspondants  des  deux  frac- 
tions soient  proportionnels,  c'est-à-dire  qu'on  ait 


(4^^) 


F 
"F 


G' 


=  XS 


\  étant  une  fonction  quelconque  des  paramètres  m,  v^  et  ces  condi- 
tions sont  évidemment  suffisantes,  car  cosco,  par  exemple,  est  une 
fonction  homogène  de  degré  zéro  de  E,  F,  G. 
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Les  conditions  (42)  peuvent  être  remplacées  par  une  relation 
unique  ds''-=:  "k^  ds-,  ou 

(43)  ds'  =  1  ds  ; 

elle  exprime  que  le  rapport  de  deux  arcs  infiniment  petits  corres- 
pondants tend  vers  une  limite  indépendante  de  du  et  de  dv, 
lorsque  ces  deux  arcs  diminuent  indéfiniment.  Cette  condition 
rend  le  résultat  presque  intuitif.  En  effet,  prenons  sur  la  première 
surface  un  triangle  infiniment  petit  abc,  et  soit  a'b'c'  le  triangle 
correspondant  de  la  seconde  surface.  Assimilons  ces  deux  triangles 

,1  .  .  ,  ...  .  ,  ^  a' b'  a' c'  b' c' 
a  des  triangles  rectilignes;   puisque  les  rapports   — j-,   j   -r— 

tendent  vers  la  même  limite  )v(//,  ç),  ces  triangles  sont  semblables 
à  la  limite  et  les  angles  correspondants  sont  égaux. 

On  voit  que  deux  figures  infiniment  petites  des  deux  surfaces 
peuvent  être  considérées  comme  semblables,  puisque  les  longueurs 
des  arcs  sont  proportionnelles  et  les  angles  égaux  ;  c'est  pour  cela 
qu'on  donne  souvent  le  nom  de  représentation  conforme  à  toute 
correspondance  qui  conserve  les  angles. 

Etant  données  deux  surfaces  2,  S'  et  une  correspondance  déter- 
minée qui  fait  correspondre  ces  deux  surfaces  point  par  point,  on 
peut  toujours  reconnaître  si  les  conditions  (4^)  sont  vérifiées  et, 
par  suite,  si  l'on  a  une  représentation  conforme  des  deux  surfaces 
l'une  sur  l'autre.  Mais  on  peut  avoir  d'autres  problèmes  à  ré- 
soudre; par  exemple,  les  surfaces  S  et  S'  étant  données,  on  peut 
se  proposer  de  déterminer  toutes  les  correspondances  entre  les 
points  de  ces  deux  surfaces  qui  conservent  les  angles.  Supposons 
les  coordonnées  (x,  y,  z)  d'un  point  de  S  exprimées  en  fonction  de 
deux  paramètres  (u,  v)  et  les  coordonnées  (x',j',z')  d'un  point 
de  S'  exprimées  en  fonction  de  deux  autres  paramètres  {u',v')', 
soient 

ds^=  E  du^  -h  2F  du  di>  -h  G  di>^,         ds'^=  E'  du'^-i-  -zF'  du'  dv' -h  G'  dv"-, 

les  expressions  des  carrés  des  éléments  linéaires.  Le  problème 
qu'il  s'agit  de  résoudre  revient  à  celui-ci  :  Trouver  deux  fonc- 
tions u'='Kf[u,  i>),  ç'z=TZ2(u,  v)  tel/es  qu'on  ait  identiquement 

E'  diz\-h  ^F'  d-Ki  dTZ2-^G'  dr4  =  \'^{E  du^--^iF  dudv -h  G  dv^). 
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).  étant  une  fonction  indéterminée  des  variables  u,  v.  Il  résulte 
de  la  théorie  générale  des  équations  différentielles  que  ce  problème 
admet  toujours  une  infinité  de  solutions;  nous  n'en  traiterons  que 
quelques  cas  particuliers. 

279.  Représentation  conforme  d'un  plan  sur  un  plan.  —  Toute 
correspondance  entre  les  points  de  deux  plans  est  définie  par  des 
formules  telles  que 

(44)  X  =  P{x,y),         Y=q(x,jr), 

les  deux  plans  étant  rapportés  à  des  coordonnées  rectangulaires 
(x,  y)  et  (X,  Y).  D'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  pour  que  cette 
transformation  conserve  les  angles,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 

dX'-  -+-  dY*  =  X»  (  dx^  -+-  rf^*  ), 

"k  étant  une  fonction  quelconque  de  x,  y,  indépendante  des  diffé- 
rentielles. En  développant  les  différentielles  dX.,  dY  et  identifiant 
les  deux  membres,  on  trouve  que  les  fonctions  P(x^y)  et  Q(a7,_^) 
doivent  satisfaire  aux  deux  relations 

Les  dérivées  partielles  — »  -^  ne  peuvent  être  nulles  à  la  fois, 
car  la  première  des  relations  (43)  donnerait  aussi  ji  =  —  =  o, 

et  les  fonctions  P  et  Q  seraient  constantes.  Par  suite,  on  peut 
écrire,  d'après  la  dernière  relation, 

dP  dO  dO  dP 

ox  ày  dx  oy 

)j.  étant  une  inconnue  auxiliaire.  En  portant  ces  valeurs  dans  la 
première  condition  (45),  celle-ci  devient 


^-'Am-m]-' 


et  l'on  en  tire  [Ji  =±  1 .  On  doit  donc  avoir,  soit 
dP      dq         dP         dq 

dx        ôy  dy  dx 
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soit 

(47)  ^=_^,  ^  =  £2. 

dx  dy  dy        dx 

Le  premier  système  de  conditions  exprime  que  P+  ?Q  est  une 
fonction  analytique  de  x -\- ij",  quant  au  second  système,  on  le 
ramène  au  premier  en  changeant  Q  en  —  Q,  c'est-à-dire  en  pre- 
nant la  symétrique  de  la  figure  transformée  par  rapport  à  OX.  En 
définitive,  à  toute  représentation  conforme  d'un  plan  sur  un  plan 
correspond  une  solution  du  système  (4^)  et,  par  suite,  une  fonc- 
tion analytique.  Si  l'on  suppose  les  axes  OX  et  OY  respectivement 
parallèles  aux  axes  ox^  oy,  le  sens  de  rotation  des  angles  est 
conservé  ou  non,  suivant  que  les  fonctions  P  et  Q  vérifient  les 
équations  (46)  ou  {4'j)' 

280.  Théorème  de  Riemann.  —  Etant  donnés,  dans  le  plan  de  la 
variable  z,  une  aire  A  limitée  par  un  seul  contour  (ou  contour  simple), 
et  dans  le  plan  de  la  variable  u  un  cercle  C,  Riemann  a  démontré  qu'il 
existait  une' fonction 'analytique  u  = /(z),  holomorphe  dans  l'aire  A,  et 
telle  qu'à  chaque  point  de  l'aire  A  corresponde  un  point  du  cercle  et 
qu'inversement  à  un  point  du  cercle  corresponde  un  point  et  un  seul 
de  A.  La  fonction  /(z)  dépend  encore  de  trois  constantes  arbitraires 
réelles  dont  on  peut  disposer  de  façon  que  le  centre  du  cercle  corresponde 
à  un  point  déterminé  de  l'aire  A,  tandis  qu'un  point  arbitrairement  choisi 
sur  la  circonférence  correspond  à  un  point  déterminé  du  contour  de  A. 
Nous  ne  donnerons  pas  ici  la  démonstration  de  ce  théorème  dont  nous 
indiquerons  seulement  quelques  exemples. 

Remarquons  seulement  qu'on  peut  remplacer  le  cercle  G  par  un  demi- 
plan.  En  effet,  supposons  que,  dans  le  plan  des  u,  la  circonférence  C  passe 

par  l'origine  ;  la  transformation  u' =  —  remplace  cette  circonférence  par 

u  '^ 

une  droite,  et  le  cercle  lui-même  par  la  portion  du  plan  des  u'  située  d'un 
côté  de  cette  droite,  prolongée  indéfiniment  dans  les  deux  sens. 

i_ 
Exemples.  —    i°   Soit    a  =  z*,  a  étant  réel   et  positif;   considérons  la 
portion  A  du  plan  comprise  entre  la  direction  ox  et  une  demi-droite  in- 
définie issue  de  l'origine  et  faisant  l'angle  oltz  avec  ox{fi.^i).  Soient  ^  =  re'^^ 
u  =  Re''^,  on  a 


lorsque  le  point  z  décrit  la  portion  A  du  plan,  ;•  varie  de  o  à  -i-oo  et  6  deo 
à  aTi  :  R  varie  donc  de  o  à  -f- oo  et  (o  de  o  à  tt.  Le  point  u  décrit  donc  le 
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demi-plan  situé  au-dessus  de  l'axe  OX,  et  à  un  point  de  ce  demi-plan  ne 
correspond  qu'un  point  de  A,  car  on  a  inversement  r  =  R*,  6  =  aw. 

Prenons  encore  la  portion  B  du  plan  des  z  limitée  par  deux  arcs  de 
cercle  qui  se  coupent.  Soient  Zq,  z^  les  points  d'intersection;  si  l'on 
effectue  d'abord  la  transformation 

z  Zq 


l'aire  B  est  remplacée  par  une  portion  A  du  plan  des   z'  comprise  entre 
deux  rayons   indéfînis  issus  de  l'origine,   car  le   long  d'un  arc  de  cercle 

passant  par  les  points  ^o,  ^ii  l'argument  de  ^^^ conserve  une  valeur 

constante.  En  appliquant  ensuite  la  transformation  précédente  u  =  (^')*, 
nous  voyons  que  la  fonction 


-i^)' 


permet  d'effectuer  la  représentation  conforme  de  l'aire  B  sur  un  demi-plan, 
en  choissant  a  convenablement. 


Fig.  56. 
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2"  Soit  u  =  cosz.  Faisons  décrire  à  ^  la  demi-bande  indéfinie  R,  ou 
AOBA'  {Jig.  56),  définie  par  les  inégalités  o^x^tz,  y^o,  et  cherchons 
la  région  décrite  par  le  point  a  =  X  -f-  Y  i.  Nous  avons  ici  (n"  270) 


(48) 


X  =  cosa: 


er-f-e-r 


Y  =  —  sinr 


ey—  e-y 


Lorsque  x  varie  de  o  à  r,  Y  est  constamment  négatif,  et  le  point  u  reste 
dans  le  demi-plan  situé  au-dessous  de  l'axe  X'OX.  A  tout  point  de  la 
région  R  correspond  donc  un  point  du  demi-plan  des  u^  et  lorsque  le 
point  z  est  sur  le  contour  de  R,  on  a  Y  =o,  car  l'un  des  deux  facteurs 

^y g— y 

sina?  ou  est  nul.  Inversement,  à  tout  point  du  demi-plan  des  u 
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au-dessous  de  OX  correspond  un  point  et  un  seul  de  la  bande  R  dans  le 
plan  des  z.  En  effet,  si  z'  est  une  racine  de  l'équation  u  =  coss,  toutes  les 
autres  racines  sont  comprises  dans  la  formule  ikTtdzz'.  Supposons  le 
coefficient  de  i  dans  z'  positif,  il  ne  peut  y  avoir  qu'un  de  ces  points 
racines  dans  la  bande  R,  car  tous  les  points  i/îtz  —  z'  sont  au-dessous 
de  Ox.  Il  y  a  toujours  un  des  points  a^Tt  -+-  z'  situé  dans  R;  en  effet,  il  y  a 
toujours  un  de  ces  points  dont  l'abscisse  est  comprise  entre  o  et  giTi.  Cette 
abscisse  ne  peut  être  comprise  entre  tt  et  air,  car  la  valeur  correspondante 
de  Y  serait  positive.  Ce  point  est  donc  situé  dans  R. 

On  voit  aisément,  au  moyen  des  formules  (48),  que  lorsque  le  point  z 
décrit  une  portion  de  parallèle  à  Occ  dans  la  bande  R,  le  point  u  décrit 
une  demi-ellipse.  Lorsque  le  point  z  décrit  une  parallèle  à  Oy,  le  point  u 
décrit  une  demi  branche  d'hyperbole.  Toutes  ces  coniques  ont  pour  foyers 
les  points  C,  G'  de  l'axe  OX,  d'abscisses  -h  i  et  —  i, 

3"  Soit 

•  Tz:- 

(49)  "  =  -si — ' 

a  étant  réel  et  positif.  Pour  que  |  u\  soit  inférieur  à  l'unité,   il  faut  et  il 

sufnt,  comme  le  montre  un  calcul  facile,  qu'on  ait  cos  — ^  >  o.  Si  v  varie 

^  la  -^ 

de  —  a  à  -H  a,  nous  voyons  qu'à  la  bande  indéfinie  comprise  entre  les 
deux  droites  y  =^  —  a,  y  =-\-  a,  correspond  dans  le  plan  des  u  le  cercle  C 
de  rayon  un  décrit  de  l'origine  comme  centre.  Inversement  à  tout  point 
de  ce  cercle  correspond  un  seul  point  de  la  bande  indéfinie,  car  les  valeurs 
de  z  qui  correspondent  à  une  valeur  de  u  forment  une  progression  arith- 
métique de  raison  ^ai.  Il  ne  peut  donc  y  avoir  plus  d'une  valeur  de  ^  dans 
la  bande  considérée.  D'ailleurs  il  y  a  toujours  une  de  ces  racines  où  le  coef- 
ficient de  i  est  compris  entre  —  a  et  3a,  et  ce  coefficient  ne  peut  être  com- 
pris entre  a  et  3  a,  car  la  valeur  correspondante  de  |  i<  |  serait  supérieure  à  un. 

281.  Cartes  géographiques.  —  Faire  la  carte  d'une  surface, 
c'est  faire  correspondre  les  points  de  cette  surface  à  ceux  d'un 
plan  de  façon  que  les  angles  soient  conservés.  Supposons  les  coor- 
données d'un  point  de  la  surface  considérée  S  exprimées  en  fonc- 
tion de  deux  paramètres  variables  (w,  (^),  et  soit 

ds'^  =  E  du^- -+- 1¥  du  dv  -^  G  dv^' 

le  carré  de  l'élément  linéaire.  Soient  (a,  ^)  les  coordonnées  rec- 
tangulaires du  point  d'un  plan  P  qui  correspond  au  point  (m,  v) 
de  la  surface.  Il  s'agit  de  trouver  les  deux  fonctions 

ii  =  r:,(a,  p),  o  =  7r2(a,  P) 
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de  telle  façon  qu'on  ait  identiquement 

\  étant  une  fonction  quelconque  de  a,  ^,  ne  renfermant  pas  les 
différentielles.  Ce  problème  admet  une  infinité  de  solutions  qui 
peuvent  toutes  se  déduire  de  l'une  d'elles  au  moyen  des  transfor- 
mations conformes,  déjà  étudiées,  d'un  plan  sur  un  plan.  Suppo- 
sons, en  eff"el,  qu'on  ait  à  la  fois 

on  aura  aussi 

de  sorte  que  a  +  ^/,  ou  a  —  ^/,  sera  une  fonction  analytique 
de  a' H-  '^' i.  La  réciproque  est  évidente. 

Exemples  :  i°  Projection  de  Mercator.  —  On  peut  toujours 
faire  la  carte  d'une  surface  de  révolution  de  façon  que  les  méri- 
diens et  les  parallèles  correspondent  à  des  parallèles  aux  axes  de 
coordonnées.  Soient,  en  etVet, 

a:'=pcosw,         ^'  =  psin(o,  z=/(p) 

les  coordonnées  d'un  point  d'une  surface  de  révolution  autour 
de  Oz;  on  a 

ds'-  =  rfp* [ i  -^/'H ? )]  -^  ?-  rfwî  =  pî  ïdio^ -+-  '"^-  ^  ^''^  dp*\ , 

ce  qui  peut  s'écrire 

ds*=pi{dX^-hdy^) 

en  posant 

X  =  „,         Y=/!^IIpSrfp. 

Dans  le  cas  d'une  sphère  de  rayon  R,  nous  pouvons  écrire  les 
coordonnées 

a?  =  R  sin6  coso,        ^=RsinGsinç,  z=Rcos6, 

ds*=  R«(rf6«-f-sin»erfç»)  =  R2sin«e^rf(p«-f-  ^j^p)» 
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et  nous  poserons 

^  =  ?'         ^=/i^  =  '"^H«î)- 

On  obtient  ainsi  la  projection  dite  de  Mercalor,  dans  laquelle 
les  méridiens  sont  représentés  par  des  parallèles  à  l'axe  OY,  et  les 
parallèles  par  des  segments  de  droites  parallèles  à  OX.  Pour 
obtenir  toute  la  surface  de  la  sphère,  il  suffit  de  faire  varier  o  de  o 
à27tet9deoà7:;  X  varie  de  o  à  271  et  Y  de  —  00  à  +co.  La  carte 
a  donc  l'aspect  d'une  bande  indéfinie  de  largeur  271.  Les  courbes 
situées  sur  la  surface  de  la  sphère  qui  coupent  tous  les  méridiens 
sous  un  angle  constant,  ou  loxodromies^  sont  représentées  sur  la 
carte  par  des  lignes  droites. 

2°  Projection  stéréo  graphique.  —  On  peut  encore  écrire  le 
carré  de  l'élément  linéaire  de  la  sphère 

rfs"  =  4  cos*  -  / s-  -+-  R*  tang2  -  d^"^ 

4  cos*- 


ou 


en  posant 


ds^-  =  4  ces*  -  (  ^pî  -+-  p2  rfco'  ), 


0 
R  lancr-  : 
2 


Mais  d^--\-  p*  r/w-  représente  le  carré  de  l'élément  linéaire  du  plan 
en  coordonnées  polaires  (p,  10);  il  suffit  donc,  pour  avoir  une  repré- 
sentation conforme  de  la  sphère,  de  faire  correspondre  à  un  point 
(0,  (p)  de  la  surface  de  la  sphère  le  point  d'un  plan  de  coordonnées 
polaires  (p,  to).  On  voit  immédiatement,  en  faisant  la  figure,  que  p 
et  (o  sont  les  coordonnées  polaires  de  la  projection  stéréogra- 
phique  sur  le  plan  de  l'équateur  du  point  (0,»)  de  la  sphère,  le 
point  de  vue  étant  l'un  des  pôles. 

3"  Carte  du  tore.  —  Considérons  le  lore  engendré  par  la  révolution 
d'une  circonférence  de  rayon  R  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan,  à  une 
distance  a  du  centre  du  cercle  (nous  supposerons  a  >  R).  L'axe  de  révo- 
lution étant  pris  pour  axe  des  5,  et  le  plan  médian  du  tore  étant  pris  pour 
plan  des  xy.,  nous  pouvons  écrire  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface 

07  =  (a  H- R  cos6)  cos'f ,         v  =  (a  +  R  cosG)  sincp,         3  =  Rsin6, 


III.  —  NOTIONS  SUR  LA  REPRESENTATION  CONFORME.  Dg 

ei  il  suffira  de  faire  varier  6  et  o  de  —  t  à  -+-  -.  On  déduit  de  ces  formules 

^  L  («  -t-  H  cosO)-J 

pour  faire  la  carte  de  la  surface,  nous  poserons 

X  =  cp,  

Y  =  e  I =  ■  arc  tane  I  4  / tane  -  )> 

J^     i^ecosO        ^i_e2  ^  \\/    i -+- e        ^2/ 

où 

.  =  £<,. 

a 

La  surface  totale  du   tore  correspond  ainsi   point  par  point  à   celle  d'un 

I      1         I        1*  •         .    .  aire 

rectangle  dont  les  dimensions  des  côtes  sont  iltz  et 


v/i  — e* 

282.  Courbes  isothermes.  —  Soit  V  (x,  y)  \ine  solution  de  l'équniion  de 
Laplace 

les  courbes  représentées  par  l'équation 

(5o)  U(:r,r)  =  C, 

où  G  est  une  constante  arbitraire,  forment  une  famille  de  courbes  iso- 
thermes. A  toute  solution  U(.r,  jk)  de  l'équation  de  Laplace,  on  peut  en 
associer  une  autre  \{x^y)  telle  que  U -H  t V  soit  une  fonction  analytique 
de  x-hyi;  les  relations 

Ox        Oy  dy  dx 

montrent  que  les  deux  familles  de  courbes  isothermes 

U(:r,^)  =  C,  \{x,y)  =  C 

sont  orthogonales,  car  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  aux 
courbes  G  et  G'  sont  respectivement 

_  ^.^  _^  ,  dV 

dx  '  dy  dx  '  dy 

Donc  les  trajectoires  orthogonales  d'une  famille  de  courbes  isothermes 
forment   une   autre    famille   de    courbes    isothermes.    On   obtiendra    tous 
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les  systèmes  conjugués  de  courbes  isothermes  en  considérant  une  fonc- 
tion analytique /(^),  et  en  prenant  les  courbes  pour  lesquelles  la  partie 
réelle  de  /(^),  ou  le  coefficient  de  t,  conserve  une  valeur  constante.  Les 
courbes  pour  lesquelles  le  module  R,  ou  l'argument  û  de  f(z),  reste 
constant  forment  aussi  deux  systèmes  conjugués  isothermes;  car  la  partie 
réelle  de  la  fonction  analytique  Log[/(z)]  est  égale  à  logR,  et  le  coeffi- 
cient de  i  à  Q. 

On  obtient  également  des  systèmes  isothermes  conjugués,  en  considérant 
les  courbes  décrites  par  le  point  de  coordonnées  X,  Y,  où  /(z)  =  X  -+- 1  Y, 
lorsqu'on  attribue  à  a;  ou  à  ^  une  valeur  constante.  Il  suffit  en  effet  de 
regarder  inversement  a; -+- i^  comme  une  fonction  analytique  de  X-t-iY. 
Plus  généralement,  toute  transformation  entre  les  points  de  deux  plans 
qui  conserve  les  angles  change  une  famille  de  courbe»  isothermes  en  une 
nouvelle  famille  de  courbes  isothermes.  Soient 

x=p(x',y),       y  =  q{x',y) 

des  formules  définissant  une  transformation  qui  conserve  les  angles,  et 
soit  S(x\y)  le  résultat  obtenu  en  remplaçant  x  el  y  par  p{x',y') 
et  q{x\y)  dans  \5{x,y).  Tout  revient  à  démontrer  que  '.^ {x',  y')  e?,t  une 
solution  de  l'équation  de  Laplace,  pourvu  qu'il  en  soit  ainsi  de  U(a:,  y). 
Le  calcul  n'offre  aucune  difficulté  (uoïV  Ghap.  III  :  exercice  8,  p.  i6o);  mais 
le  théorème  peut  aussi  s'établir  sans  aucun  calcul.  En  effet,  nous  pouvons 
supposer  que  les  fonctions /?( a?',  y')  et  q{x\y')  vérifient  les  relations 

dp   _  dq  dp  dq 

dx'        dy'  dy'  dx' 

car  une  transformation  par  symétrie  change  évidemment  une  famille  de 
courbes  isothermes  en  une  nouvelle  famille  de  courbes  isothermes.  La 
fonction  x  -\-  iy  =  p  -\-iq  est  alors  une  fonction  analytique  de  z'  =  x'-^iy\ 
et  U-f-iV  devient  également  après  la  substitution  une  fonction  analy- 
tique §{x' , y') -\- i^{x' ,  y')  de  la  même  variable  z'  (n"  263).  Les  deux 
familles  de  courbes 

§{x\y)  =  G,         *(a7',y)  =  G' 

donnent  donc  un  nouveau  réseau  orthogonal  formé  de  deux  familles  iso- 
thermes conjuguées. 

Par  exemple,  des  cercles  concentriques  et  des  rayons  issus  du  centre 
forment  deux  familles  isothermes  conjuguées,  comme  on  le  voit  immédia- 
tement en  considérant  la  fonction  analytique  Loga.  En  effectuant  une 
transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques,  on  en  conclut  que  les 
cercles  passant  par  deux  points  fixes  forment  également  un  système  iso- 
therme. Le  système  conjugué  est  également  composé  de  cercles. 

De  même  des  ellipses  homofocales  forment  un  système  isotherme.  Nous 
avons  vu  plus  haut  en  effet  que  le  point  u  =  cos*  décrit  des  ellipses  homo- 
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focales  lorsqu'on  fait  décrire  au  points  des  parallèles  à  l'axe  Ox  (n°  280;. 
Le  système  conjugué  se  compose  des  hyperboles  homofocales  et  ortho- 
gonales. 

Remarque.  —  Pour  qu'une  famille  de  courbes  représentée  par  une 
équation  P(a;,^)=G  soit  isotherme,  il  n'est  pas  nécessaire  que  la  fonc- 
tion P(a7,  ^)  soit  solution  de  l'équation  de  Laplace.  En  effet,  ces  courbes 
sont  aussi  représentées  par  l'équation  ç[P(ar,^)J  =  G,  quelle  que  soit  la 
fonction  »,  [et  il  suffit  qu'on  puisse  prendre  pour  cette  fonction  o  une 
forme  telle  que  \i(x,y)  =  ç>(P)  vérifie  l'équation  de  Laplace.  En  faisant 
le  calcul,  on  trouve  qu'on  doit  avoir 

dP^  [\dx)   "^  [dyj   J  "^  ti^P  \dx*  '^  ày-^J  ~  °' 

il  faudra  donc  que  le  rapport 

£»P        oi*P 


/£P\»       /^V 


ne  dépende  que  de  P  et,  si  cette  condition  est  satisfaite,  on  obtiendra  la 
fonction  o  par  deux  quadratures. 

EXERCICES. 

1.    Déterminer    la    fonction    analytique   /(«)  =  X-l-iY    dont   la   partie 
réelle  X  est  égale  à 


e*y ->r  e-'^y—  1  co^ix' 


même  question  en  supposant  que  X  -h  Y   est  égale  à   la  fonction  précé- 
dente. 

2.  Soit  ç(m,/>)  =  o  l'équation  tangentielle  d'une  courbe  algébrique 
réelle,  c'est-à-dire  la  condition  pour  que  la  droite  ^  = /nar-f- /?  soit  tan- 
gente à  cette  courbe.  Les  racines  de  l'équation  ç(i,  —  iz)  =  o  sont  les 
affixes  des  foyers  réels  de  cette  courbe. 

3.  Si  />  et  gr  sont  deux  nombres  entiers  premiers  entre  eux,  les  deux 
expressions  (^/zY  et  'I/zp  sont  équivalentes.  Qu'arrive-t-il,  lorsque  p  tX.  q 
ont  un  plus  grand  commun  diviseur  rf>i? 

4.  Trouver  le  module  et  l'argument  de  e*-^>',  en  le  considérant  comme 

/          X  -+-  V i'\ "' 
la  limite  du  polynôme  (  iH =^— j    j  lorsque  le  nombre  entier  m  aug- 
mente indéfiniment. 
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5.  Démontrer  les  formules 


n  -4-  I  , 
sin  (  b 


\      ■>■         /         l          nb\ 
cosa  -+-  cos(a  -+-  o)  -4-. .  .-t-  côs(a  -+-  no)  =  rj— cos  (  a  -i 1: 


sin  a  -H  sin(a  -+-  6  )  -4-. . .-+-  sin  (a-f-  /i6)  =  ^^ — ^ — ^sin  (  a  -+- 


sin     b 


b  \  \  -1  ] 

s.n,-j 

6.  On  demande  la  valeur  finale  de  arcsin^  lorsque  la  variable  z  décrit 
le  segment  de  droite  allant  de  l'origine  au  point  i -(- 1,  la  valeur  initiale 
de  arc  sin^  étant  o. 

7.  Démontrer  la  continuité  d'une  série  entière  au  moyen  de  la  for- 
mule (12)  (n"266) 

/•(3  +  /i)-/(z)  =  A/,(^)+^/2(z)  +  ...+  ^/„(z)+.... 

[On  prend    une  fonction  majorante  convenable  pour  la  série   du  second 
membre.] 

S.  Calculer  les  intégrales 

cot(a:  —  a)  cot(a:  —  6)...cot(a7 —  /)  dx. 


I 


9.  Étant  donnée  dans  le  plan  xOy  une  courbe  fermée  G,  présentant  un 
nombre  quelconque  de  points  doubles,  et  décrite  dans  un  sens  convenu,  on 
affecte  chaque  région  du  plan  déterminée  par  cette  courbe  d'un  coefficient 
numérique  d'après  la  règle  du  n"  97  (I).  Soient  R,  R'  deux  régions  limi- 
trophes séparées  par  un  arc  ab  du  contour  parcouru  de  a  vers  b,  le  coef- 
ficient de  l'aire  à  gauche  est  supérieur  d'une  unité  au  coefficient  de  l'aire 
à  droite  et  la  région  extérieure  au  contour  G  a  le  coefficient  o. 

Soit  Zû  un  point  pris  dans  l'une  de  ces  régions  et  N  le  coefficient  corres- 
pondant. Démontrer  que  2Nt:  représente  la  variation  de  l'argument 
des  —  Zo,  lorsque  le  point  z  décrit  la  courbe  G  dans  le  sens  convenu. 

10.  En  étudiant  le  développement  de  Logf )  sur  le  cercle  de  con- 
vergence, démontrer  que  la  somme  de  la  série 

sinB        sin36        sin50  sin  (2/1 -+- 1)  6 

1 1 H...-1 h.  .  . 

I  i  5  7.n  -h  i 

est  égale  à  ±  -,  suivant  qu'on  a  sin 6  ^  o  (  Cf.  I,  n°  204). 
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li.  Etudier  les  courbes  décrites  par  le  point  Z  =z^,  lorsque  le  point  z 
décrit  une  ligne  droite  ou  une  circonférence. 

c* 

12.  La  relation  2Z  =  z  h permet  d'effectuer  la  représentation  con- 
forme de  l'aire  comprise  entre  deux  ellipses  homofocales  sur  une  couronne 
circulaire  comprise  entre  deux  cercles  concentriques. 

[On  prendra  par  exemple  z  =  Z -t- /Z' —  c*  en  convenant  de  tracer, 
dans  le  plan  des  Z,  une  coupure  rectiligne  ( — c,  -t-  c)  et  de  choisir  pour  le 
radical  une  valeur  positive  lorsque  Z  est  réel  et  plus  grand  que  c] 

13.  Toute  transformation  circulaire  z' =  ;  peut  s'obtenir  par  la 

cz  -^  a  '^  ^ 

combinaison  d'un  nombre  pair  d'inversions.  Réciproque. 

14.  Toute  transformation  définie    par   la    relation    z' =      ^^   — ;,    où  Zn 

cz»-^a 

désigne  la  quantité  conjuguée  de  z,  résulte  d'un  nombre  impair  d'inver- 
sions. Réciproque. 

13.    Transformations    fuchsiennes.    —    Toute    transformation    circu- 

.   .         ,       az  -h  b       ,  . 

laire  z  =  — -t  ou  a,  0.  c,  a  sont  des  nombres  réels  satisfaisant  a  la 

cz  -4-  a 

relation   ad  —  èc  =  i,   fait  correspondre   à   tout   point  z  situé  au-dessus 
de  Ox  un  point  z'  situé  du  même  côté. 
Les  deux  intégrales  déOnies 


f^HEIIE.  fj 


dx  dy 

y- 


sont  des  invariants^  relativement  à  toutes  ces  transformations. 

La   transformation   précédente   admet   deux  points  doubles  qui  corres- 
pondent aux  racines  a,  p,  de  l'équation  cz^-\-{d  —  a)z  —  b  =0.   Si  a  et  ^ 

'I  j-     •  .     •       I, .  .  f       ^-5  -\-  h  ,      - 

sont  réels  et  distincts,  on  peut  écrire  1  équation  z  =  sous  la  forme 

cz  -~  d 
équivalente 

z' —  a  _     z  —  a 

k  étant  réel,  et  la    transformation  est  dite  hyperbolique.  Si  a  et  ^  sont 
imaginaires  conjuguées,  on  peut  écrire  l'équation 

z' — a  .    z  —  a 


^'_p     -    z  —  ^y 

ta  étant  réel  (transformation  elliptique).  Si  j3  =  a,  on  peut  écrire 

t  I 


z  —  a       z  —  a 


64      CHAPITRE    XIU.   —    FONCTIONS    ÉLÉMENTAIRES   d'uNE   VARIABLE    COMPLEXE. 

a  et  k  étant  réels.  La  transformation  est  appelée  parabolique. 

16.  Soit  z'  =f(z)  une  transformation  fuchsienne.  Posons 

Démontrer  que  tous  les  points  z,  Zi,  Sj,  . . .,  3„  sont  sur  une  circonférence. 
Le  point  z,i  tend-il  vers  une  position  limite  lorsque  n  augmente  indé- 
finiment? 

17.  Étant  donné  un  cercle  G  de  centre  O  et  de  rayon  R,  deux  points  M, 
M'  situés  sur  une  demi-droite  issue  du  centre  O  sont  dits  symétriques 
par  rapport  à  ce  cercle  si  l'on  a  Oi\I  X  0M'=  R*. 

Gela  posé,  soient  G,  G'  deux  cercles  dans  un  même  plan  et  M  un  point 
quelconque  de  ce  plan.  On  prend  le  symétrique  Mi  de  M  par  rapport  à  C, 
puis  le  symétrique  M',  de  Mi  par  rapport  à  G',  puis  le  symétrique  Mj  de  M', 
par  rapport  à  G  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  E)tudier  la  distribution  dans 
le  plan  des  points  M],  M\,  M},  M,, 

18.  Quelle  est  la  fonction  analytique  Z  =f{z)  permettant  de  passer  de 
la  projection  de  Mercator  à  la  projection  stéréographique? 

19*.  Toutes  les  familles  isothermes  composées  de  cercles  sont  formées 
de  cercles  passant  par  deux  points  fixes,  distincts  ou  confondus,  réels  ou 
imaginaires. 

I  L'équation  d'une  famille  de  cercles,  dépendant  d'un  paramètre  va- 
riable X,  peut  s'écrire,  en  posant  z  =  x  -i-  iy,  Zq  =  x  —  iy, 

zZo-\-  a34-6«o+c  =  o, 

a,  b,  c  étant  des  fonctions  du  paramètre  X.  Pour  que  cette  famille  soit 
isotherme,  il  faudra  qu'on  ait  -r — - —  =  o.  En  faisant  le  calcul,  on  démontre 

^  OZ  dZn 


le  théorème  éno 


ncé.  I 


20*.  Si  I  gr  I  <  I ,  on  a  l'identité 

(l-^q){l-^q^)...{l-i-qn),.,: 


{l-q)(l  —  qi)...{l-gin+i)_, 
[EULER.] 
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[Pour  le  démontrer,  on  transforme  le  produit  infini  du  premier  membre 
en  un  produit  infini  à  deux  indices,  en  mettant  sur  une  première  ligne  les 
facteurs  i-\-  q,  i  -h  q^,  i  -h  q'',  . . .,  1-4-  y*",  . . . ,  sur  une  seconde  ligne  les 
facteurs  f  -h  q^,  i  -h  q^,  . . . ,  i  -i-  (y')*",  . . .,  et  l'on  applique  la  formule  (i 6) 
du  texte.] 

21.  Développer,  suivant  les  puissances  de  z,  les  produits  infinis 

¥{Z)   ={l~irXZ){ï-\-x'^Z)...{\-\-X"z)..., 
^{Z)  =  {l-r-XZ){\^X^Z).  .  .{x-k-x'-n+^Z) 

[On  peut,  par  exemple,  se  servir  des  relations  ¥{xz)  {i-^  xz)=.Y{z), 
*(.T»^)(i-f-a;i)  =  <ï>(z).] 

2i*.  En  supposant  |a?|  <  i,  démontrer  la  formule  d'EuIer 

(i  —  x){i  —  x^){i  —  ar'). .  .(i  —  JT"). . . 


=  1  —  X  —  ar'-HJr* — x"^ -\- x^*  —  ...-f-a:     *     — x     *      -+-..,. 

[  Voir  J.  Bertrand,  Calcul  différentiel,  page  3a8.] 

23*  Étant  donnée  une  sphère  de  rayon  égal  à  l'unité,  on  fait  la  projection 
stéréographique  de  cette  sphère  sur  le  plan  de  l'équateur,  le  point  de  vue 
étant  l'un  des  pôles.  A  un  point  M  de  la  sphère  on  fait  correspondre  le 
nombre  complexe  s  =  x  -^  iy,  x  et  y  étant  les  coordonnées  rectangulaires 
de  la  perspective  m  de  M  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires  du  plan 
de  l'équateur,  l'origine  étant  le  centre  de  la  sphère.  A  deux  points  diamé- 
tralement opposés  de  la  sphère  correspondent  deux  nombres  com- 
plexes s, >  où  *o  est  l'imaginaire  conjuguée  de  *.  Toute  transformation 

linéaire  de  la  forme 

/  »  s                                                 *' —  «               .s  —  a 
(A)  -, r  =  e'w jj, 

où  pao-h  I  =  o,  défiuit  une  rotation  de  la  sphère  autour  d'un  diamètre. 
Aux  groupes  de  rotations,  qui  font  revenir  sur  lui-même  un  polyèdre  régu- 
lier, correspondent  les  groupes  d'ordre  fini  de  substitutions  linéaires  de  la 
forme  (A).  (  Voir  Klein,  Das  Ikosaeder.) 


G.,  II. 


CHAPITRE  XIV. 

THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  FONCTIONS  ANALYTIQUES,  D'APRÈS  CAUCHY. 


I.  —  INTÉGRALES  DÉFINIES  PRISES  ENTRE  DES  LIMITES  IMAGINAIRES. 

283.  Définitions  et  généralités.  —  Les  résultats  exposés  dans  le 
Chapitre  précédent  sont  indépendants  des  travaux  de  Cauchy  et, 
pour  la  plupart,  antérieurs  à  ces  travaux.  Nous  allons  maintenant 
reprendre  l'étude  des  fonctions  analytiques  à  un  point  de  vue  sys- 
lématique,  et  poursuivre  les  conséquences  logiques  de  la  définition 
même  de  ces  fonctions.  Nous  rappellerons  qu'une  fonction  f{z) 
est  holomorphe  dans  une  aire  A  :  i  "  si  à  tout  point  pris  dans  l'aire  A 
correspond  une  valeur  déterminée  à.ef{z);  i°  si  cette  valeur  varie 
d'une  manière  continue  avec  z\  3°  si,  pour  tout  point  z  pris 
dans  A,  le  rapport 

h 

tend  vers  une  limite  f'{z)  lorsque  le  module  de  h  tend  vers  zéro. 

La  considération  des  intégrales  définies,  quand  la  variable  passe 
par  une  suite  de  valeurs  imaginaires,  est  due  à  Cauchy  (');  c'est 
l'origine  de  méthodes  nouvelles  et  fécondes. 

Soit  f{z)  une  fonction  continue  de  z  le  long  d'un  arc  de  courbe 
AMB  {fig.  57);  marquons  sur  cet  arc  de  courbe  un  certain  nombre 
de  points  de  division  ^q,  ^,,  So,'...,  2«_i,  z' ,  se  succédant  dans 
l'ordre  des  indices  croissants  quand  on  parcourt  l'arc  de  A  vers  B, 
les  points  Zq  et  z'  coïncidant  avec  les  extrémités  A  et  B. 

Prenons  ensuite  une  seconde  série  de  points  ^i,  ï^o?  •  •  .?  C«  sur 


('  )  Mémoire  sur  les  intégrales  déjinies , prises  entre  des  limites  imaginaires, 
1825.  On  trouvera  une  reproduction  de  ce  Mémoire  dans  les  Tomes  VII  et  VIII  du 
Bulletin  des  Sciences  mathématiques  (  i"  série). 
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l'arc  AB,  le  point  ^k  étant  situé  sur  l'arc  Zk-\Zk-,  et  considérons  la 
somme 

S=/(^i)(^,-5o)+/(Cî)(-Sî--Zi)-H..--»-/(Ç>t)(«/t-2/t-i)-H... 

+  f{ln){z'—Za-x)\ 

lorsque  le  nombre  des  points  de  division  ^,,  .  . .,  5n_,  augmente 
indéfiniment  de  façon  que  les  modales  de  toutes  les  différences 
2i  —  ^oj   ^2  —  -ij    •••)  deviennent  plus  petits  que  tout  nombre 


Fig.  37. 

y 

M 

0 

x- 

positif  choisi  arbitrairement,  la  somme  S  tend  vers  une  limite, 
qu'on  appelle  l'intégrale  définie  de/(;î)  le  long  de  AMB,  et  qu'on 
représente  par  le  symbole 


/  . 

*^(AMB) 


f{z)dz. 


Séparons  en  effet  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  /  dans  S; 
soient 

X  et  Y  étant  des  fonctions  continues  le  long  de  AMB.  Nous  pou- 
vons écrire  la  somme  S,  en  réunissant  les  termes  analogues, 


S  =  X(^,,r5i)(ar,  — a:o)-(-.. 

-[Y($„7i,)(r.-ro)H 
-+-»[X(Çi,7;i)(yi— jKo) 


X($A-,  ■nA:)(a:/t— ar>i._|)  -4-.,. 
X($«,  7in)(a7''— a?,,-,) 

..]-f-t[Y($,,7i,)(ar,  — aro) 


Lorsque  le  nombre  des  divisions  augmente  indéfiniment,  la 
somme  des  termes  d'une  même  ligne  a  pour  limite  une  intégrale 
curviligne  prise  le  long  de  AMB,  et  la  limite  de  S  est  égale  à  la 
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somme  de  quatre  intégrales  curvilignes  ('), 

f      f(z)dz=f      {Xdx  —  Ydy)-i-if      (Ydx  +  Xdy). 

•>'(AMB)  «^(AMRi  «^(AMB) 

11  résulte  immédiatement  de  la  définition  qu'on  a 

f     /(z)dz^  f     fiz)dz  =  o. 

*^(AMB)  ^(BMA) 

On  a  souvent  besoin  de  connaître  une  limite  supérieure  du  mo- 
dule d'une  intégrale.  Soient  5  la  longueur  de  l'arc  AM,  L  la  lon- 
gueur de  l'arc  AB,  5>t_,,  5;t,  o-y^  les  longueurs  des  arcs  Azk..t,  A^;^, 
AZ,/s  du  chemin  d'intégration.  On  a,  en  posant  F(,s)  =  \f{z)  [, 

car  I  5>t — z/i-i  I  représente  la  longueur  de  la  corde  et  s^ — 5A_t  la 
longueur  de  l'arc.  Le  module  de  S  est  donc  inférieur  ou  au  plus 
égal  à  la  somme  SF((T;t)(5A — •Sa-i)'  ^^^  ^^  passant  à  la  limite,  il 
vient 


ds. 


'(AMB) 


Soit  M  une  limite  supérieure  du  module  def{z)  le  long  de  AB. 
Il  est  clair  que  le  module  de  la  seconde  intégrale  est  inférieur 
à  ML,  et  l'on  a,  a  fortiori, 


f      A^)dz 

^(AMB) 


<ML. 
284.   Changements   de   variables.  —  Considérons    le   cas,    très 


(')  Pour  éviter  des  complications  inutiles  dans  les  démonstrations,  nous  sup- 
posons que  les  coordonnées  x,  y  d'un  point  de  l'arc  AMB  sont  des  fonctions 
continues  x  —  fit),  y  =  <i^  (t)  d'un  paramètre  <,  qui  ne  présentent  qu'un  nombre 
fini  de  maximums  et  de  minimums  entre  A  et  B.  On  peut  alors  décomp(>ser  le 
chemin  d'intégration  en  un  nombre  fini  d'arcs,  dont  chacun  est  représenté  par 
une  équation  telle  que  y  =  F{^),  la  fonction  F  étant  continue  entre  les  limites 
correspondantes,  ou  encore  en  un  nombre  fini  d'arcs  dont  chacun  est  représenté 
par  une  équation  telle  que  x  =  G{y).  Il  n'y  a  aucun  inconvénient  à  faire  cette 
hypothèse,  car,  dans  toutes  les  applications,  le  choix  du  chemin  d'intégration 
présente  toujours  un  certain  degré  d'arbitraire.  Il  suffirait  d'ailleurs  de  supposer 
que  f{t)  et  <\i{t)  sont  des  fonctions  à  variation  bornée.  Nous  avons  vu  que  l'arc 
de  courbe  AMB  est  alors  rectifiable  (t.  I;  notes  des  pages  175,  197,  227). 
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fréquent  dans  les  applications,  où  les  coordonnées  x,  y  d'un  point 
de  l'arc  AB  sont  des  fonctions  continues  d'un  paramètre  variable  t^ 
x^o{t),  y  =  'J^(t),  admettant  des  dérivées  elles-mêmes  conti- 
nues »'('),  ^' (i),  de  telle  façon  que,  t  variant  de  aà  |3,  le  point  (jc,j^) 
décrive  le  chemin  d'intégration  de  Avers  B.  Soient  P(i)  etQ(<)  les 
fonctions  de  t  obtenues  en  remplaçant  dans  X  et  Y  les  variables  x 
et  j' par  cp(f)  et  (j>(f)  respectivement.  D'après  la  formule  établie 
pour  les  intégrales  curvilignes  (I,  n°  95),  nous  avons 

f    Xdx  —  \dy=  r  [P(t)m'(t)-q{t)'!^'{t)]dt, 

f    Xdy-^Ydx=f    [P(t)^'(t)-^Q(t)9'{t)]dL 

Ajoutons   ces   deux   relations,  après  avoir   multiplié   les   deux 
membres  de  la  seconde  par  i;  il  vient 

<i)  f  f(z)dz=  f  [P(0  +  IQ(01[?'(O-+-t■f(Olrf^ 

C'est  précisément  le  résultat  qu'on  obtient  en  appliquant  à  l'in- 
tégrale  I  f(z)dz  la  formule  établie   pour  les  intégrales  définies 

dans  le  cas  de  fonctions  et  de  variables  réelles;  pour  avoir  la  nou- 
velle intégrale,  il  suffit  de  remplacer,  dams  f(z)dz,  s  paro(;)-f-f(|/(i), 

et  dz   par  [(û'{t) -{- i^' (ty\dt.    Le  calcul  de    1  f(z)dz  se  trouve 

ainsi  ramené  au  calcul  de  deux  intégrales  définies  ordinaires.  Si  le 
chemin  AMB  se  compose  de  plusieurs  segments  de  courbes  dis- 
tinctes, on  appliquera  la  formule  à  chacun  de  ces  segments  sépa- 
rément. 

/+>  ^/^ 
—7»  On  ne  peut 

intégrer  le  long  de  l'axe  réel,  puisque  la  fonction  à  intégrer  devient 
infinie  pour  5  =  0,  mais  on  peut  suivre  un  chemin  quelconque  ne 
passant  pas  par  l'origine.  Faisons  décrire  à  z  une  demi-circonfé- 
rence de  rayon  un  décrite  de  l'origine  pour  centre  ;  il  suffit  pour 
cela  de  poser  z  =  e"  et  de  faire  varier  <  de  t:  à  o.  Il  vient 

j        —=  I     ie-'^  dt  =  i   I     costdt-h  j    sin  t  dt  =  — -2  \ 
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c'est  précisément  le  résultat  qu'on  obtiendrait  en  appliquant  la 
formule  fondamentale  du  calcul  intégral  à  la  fonction  primi- 
tive —  -•(!,  n°78.) 

Plus  généralement,  soit  «  =  tp(M)  une  fonction  continue  d'une  nouvelle 
variable  complexe  a  =  $■+  tjï  telle  que,  lorsque  u  décrit  dans  son  plan  un 
chemin  CND,  la  variable  z  décrive  l'arc  AMB.  Aux  points  de  division  de 
l'arc  AMB  correspondent  sur  l'arc  CND  des  points  de  division  «o»  "ii 
Ui,  ...,  Uk-u  Uk,  ...,  u' .  Si  la  fonction  cp(a)  admet  une  dérivée  tp'(M)  le 
long  de  l'arc  CND,  nous  pouvons  écrire 

=^(ttA._,)-heA, 

"A— "A— 1 

6^  tendant  vers  zéro  lorsque  u^  se  rapproche  de  Uk-\  en  restant  sur  la 
courbe  CND.  La  somme  S  considérée  plus  haut  devient,  en  prenant 
Çyt- 1  =  ^yt-i  et  en  remplaçant  z^- — zii-\  par  l'expression  tirée  de  l'égalité 
précédente, 

n  n 

La  première  partie  du  second  membre  a  pour  limite  l'intégrale  défînie 

•^(CND) 

Quant  au  terme  complémentaire,  son  module  est  plus  petit  que  tjML', 
7)  étant  un  nombre  positif  supérieur  à  tous  les  modules  |  e/^  |  et  L'  étant  la 
longueur  de  l'arc  CND.  Si  l'on  peut  prendre  les  points  de  division  assez^ 
rapprochés  pour  que  tous  les  modules  |  e^- 1  soient  inférieurs  à  un  nombre 
positif  arbitraire,  ce  terme  complémentaire  tend  vers  zéro  et  l'on  a  la  for- 
mule générale  du  changement  de  variable 

(2)  f        f{z)dz=C        f[^{u)]^'{u)du. 

»^(AMB)  «^(CND) 

Cette  formule  est  applicable  toutes  les  fois  que  «(m)  est  une  fonction 
holomorphe;  on  démontrera  en  effet  un  peu  plus  loin  que  la  dérivée  d'une 
fonction  holomorphe  est  aussi  une  fonction  holomorphe  (*)  {voir  n°  292). 

(  *  )  Cette  propriété  étant  admise,  on  démontre  sans  peine  la  proposition  suivante  : 

Soit  f  {z)  une  fonction  holomorphe  dans  une  région  finie  A  du  plan.  A 
tout  nombre  positif  t  on  peut  faire  correspondre  un  autre  nombre  positif  r^ 
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28o.  Formules  de  "Weierstrass  et  de  M.  Darboux.  —  La  démon- 
stration de  la  formule  de  la  moyenne  (I,  n°  76)  repose  sur  des  iné- 
galités, qui  n'ont  plus  de  sens  précis  quand  il  s'agit  de  quantités 
complexes.  Cependant  Weierstrass  et  M.  Darboux  ont  obtenu 
dans  cette  voie  des  résultats  intéressants,  en  considérant  des  inté- 
grales prises  le  long  d'un  segment  de  l'axe  réel.  Nous  avons  vu 
plus  haut  qu'on  pouvait  ramener  le  cas  d'un  chemin  quelconque 
à  ce  cas  particulier,  moyennant  certaines  hypothèses  d'un  carac- 
tère très  général  sur  le  chemin  d'intégration. 

Soit  I  une  intégrale  définie  de  la  forme  suivante  : 

ï=  /  f{t)[<i{t)-^i^{t)]dt, 

f{t)^  'f  (')»  ^(')  étant  trois  fonctions  réelles  de  la  variable  réelle  /, 
continues  dans  l'intervalle  (a,  ^);  d'après  la  définition  même  de 
l'intégrale,  on  a  évidemment 

1=  r  /{t)<fit)dt-hi  f  f{t)^{t)dt. 


tel  qu'on  ait 


|^""^;-^"> -/(»)!  <., 


lorsque  5  et  z  +  /t  sont  deux  points  de  A  dont  la  distance  \  h  \  est  inférieureà  y\. 

Soil  en  effet  /(s)  =  P  {x,y)  -i-  t'Q  {x,  y),  h  =  \x  -h  i\y.  D'après  le  calcul 
fait  plus  haut  pour  trouver  les  conditions  d'existence  d'une  dérivée  unique  (n*  261) 
on  peut  écrire 

/{z-hh)-/{z)  _  ,,.  [P'x(x  +  eAa:,.r)  -  P^  {x,y)]  Ax 

h  •'  ^    '  ^x^  ily 

[P;(j:-^  Aj7.y-t-eAy)-P;(ar,y)]A^ 
\x  -h  i  Ay 


Les  dérivées  P^,  P^,  Qx»  Q^  étant  continues  dans  l'aire  A,  on  peut  trouver  un 
nombre  r\  tel  que  les  modules  des  coefficients  de  Aa?  et  de  Ay  soient  inférieurs 


à  y>  lorsque  \jAx^  -+■  \y'^  est  <  ti.  L'inégalité  écrite  plus  haut  sera  donc  assurée 

si  l'on  a  |  A  |  <  t).  Cela  étant,  si  la  fonction  ?  (u)  est  holomorphe,  tous  les  mo- 
dules I  Ej.  I  seront  plus  petits  qu'un  nombre  positif  donné  e,  pourvu  que  la  distance 
de  deux  points  de  division  consécutifs  de  l'arc  CND  soit  inférieure  au  nombre 
correspondant  ti,  et  la  formule  (2)  sera  établie. 
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Supposons,  pour  fixer  les  idées,  a<;  [i;  t  —  a  représente  alors 
la  longueur  du  chemin  d'intégration  comptée  à  partir  de  l'origine, 
et  la  formule  générale  qui  donne  une  limite  supérieure  du  module 
d'une  intégrale  définie  devient  ici 

|I|^/     \f{t)[o{t)  +  i^{t)]\dt, 

ou,  en  supposant  que  f{t)  est  positif  entre  a  et  ^, 

|ï|^/     f{t)\o{t)^i^{t)\dt. 

En  appliquant  la  formule  de  la  moyenne  à  cette  nouvelle  inté- 
grale, et  désignant  par  Ç  une  valeur  de  t  comprise  entre  a  et  p,  on 
a  aussi 


Ce  résultat  peut  encore  s'écrire,  en  posant  F(^)  =  cp(^)  +  i^{l)^ 
(3)  I  =  XF($)  r   f{t)dt, 

\  étant  un  nombre  complexe  de  modale  inférieur  ou  égal  à  un; 
c'est  la  formule  de  M.  Darboux. 

On  doit  à  Weierstrass  une  expression  plus  précise,  qu'on 
peut  rattacher  à  des  considérations  élémentaires  de  statique. 
Lorsque  t  varie  de  a  à  jïi,  le  point  de  coordonnées  x=^  f{^)i 
y^z'i^i^t)  décrit  un  certain  arc  de  courbe  L.  Soient  (.ro,^^)? 
(^(,jKi)j  ■'■•,  {oCk-\T  yk-\)^  •••  les  points  de  L  qui  correspondent 
aux  valeurs  a,  ^i ,  . . .,  ^a_)  ,  ...  de  ^.  Posons 

^^   Scp(<A-l)/(<A-l)(^A—  ^A-l) 

Y^   Xlj;  (  <A-_t  )/(  tk^i  )(tA—  t,,^,  )  ^ 
Zf(tu-y){tk-tk-x) 

d'après  un  théorème  connu,  X  et  Y  sont  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité  d'un  système  de  masses  placées  aux  points 
(-2^0,^0)5  (^0.71)5  •••?  {xk-\,yk-i),  ...  de  la  ligne  L,  la  masse 
placée  au  point  {xk..^^  yk-\)  étant  égale  kf(tk-{)  (tk —  ik-i)-  H  est 
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clair  que  ce  centre  de  gravité  est  à  Finlérieur  de  tout  contour 
fermé  convexe  G,  enveloppant  la  ligne  L.  Lorsque  le  nombre  des 
intervalles  augmente  indéfiniment,  le  point  (X,  ^)  a  pour  limite 
un  point  (m,  ç)  de  coordonnées 

B  3 

f  At)f(t)dt  f  f{t)^{t)dt 

u  =  ^ '  v=  p ' 

f  At)dt  f  f{t)dt 

qui  est  lui-même  à  l'intérieur  de  G.  On  peut  réunir  ces  deux  for- 
mules en  une  seule,  en  écrivant 

(4)  I  =  («  +  tV)/     /{t)dt  =  Z  j     f{t)dt, 

Z  étant  l'affixe  d'un  point  situé  à  Vintérieur  de  tout  contour 
fermé  convexe  enveloppant  la  ligne  L. 

Il  est  clair  que,  dans  le  cas  général,  le  facteur  Z  de  Weierstrass 
peut  varier  dans  un  domaine  beaucoup  plus  restreint  que  le  fac- 
teur ÀF(i)  de  M.  Darboux. 

286.  Intégrales  le  long  d'un  contour  fermé.  —  Dans  les  para- 
graphes précédents,  il  suffit  de  supposer  que/(«)  est  une  fonction 
continue  de  la  variable  complexe  z  le  long  du  chemin  d'intégration. 
Nous  allons  maintenant  supposer  de  plus  que  y  (s)  est  une  fonc- 
tion analytique,  et  nous  avons  d'abord  à  étudier  l'influence  du 
chemin  suivi  par  la  variable,  pour  aller  de  A  en  B,  sur  la  valeur  de 
l'intégrale  définie. 

Si  une  fonction  f{z)  est  holomorphe  à  l'intérieur  d^une 
courbe  fermée,  et  sur  la  courbe  elle-même^  V  intégrale  j  f{z)  dz, 
prise  le  long  de  cette  courbe,  est  égale  à  zéro. 

Pour  démontrer  ce  théorème  fondamental,  dii  à  Cauchy,  nous 
établirons  d'abord  quelques  lemmes  : 

1°  Les  intégrales    l  dz,    j  zdz,    prises   le  long   d'une   courbe 

fermée   quelconque,    sont   nulles.   En  effet,  d'après  la  définition 

même,  l'intégrale   /  dz,  prise  suivant  un  chemin  quelconque  entre 
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deux  points  a,  6,  est  égale  à  b  —  a,  et  cette  intégrale  est  nulle, 
si  le  chemin  est  fermé,  puisqu'on  a  alors  b  ■=  a.    Quant  à  l'inté-^ 

grale    /  z  dz^  prise  le  long  d'une  courbe  quelconque  joignant  deux 

points  a,  è,  en  prenant  successivement  Î^a=^a_(,  puis  X^]^z=  Zk 
(n°283),  on  voit  que  cette  intégrale  est  aussi  la  limite  de  la 
somme 

i  i 

elle  est  donc  nulle  si  la  courbe  est  fermée. 

2°  Si  l'on  décompose  l'aire  limitée  par  un  contour  quelconque  G 
en  parties  plus  petites  par  des  courbes  transversales  menées  d'une 

façon  arbitraire,  la  somme  des  intégrales    /  f{z)  dz  prises  dans  le 

même  sens  le  long  du  contour  de  chacune  de  ces  parties  est  égale 

à  l'intégrale    /  /(z)  dz  prise  le  long  du  contour  total  C.  11  est  clair 

en  effet  que  chaque  portion  des  courbes  auxiliaires  tracées  sépare 
deux  régions  contiguës  et  doit  être  parcourue  deux  fois  dans  des 
sens  opposés.  En  ajoutant  toutes  les  intégrales,  il  restera  donc 
seulement  les  intégrales  prises  le  long  des  arcs  du  contour,  dont  la 

somme  est  l'intégrale    /  f{z)dz. 

•^(C) 

Cela  posé,  imaginons  qu'on  décompose  l'aire  A,  d'une  part  en 
parties  régulières  qui  seront  des  carrés  ayant  leurs  côtés  parallèles 
aux  axes  O^,  Oy;  d'autre  part  en  parties  irrégulières  qui  seront 
des  portions  de  carrés  dont  une  partie  serait  en  dehors  du  contour  G. 
Ges  carrés  n'ont  d'ailleurs  pas  nécessairement  le  même  côté.  Par 
exemple,  on  peut  imaginer  qu'on  ait  d'abord  tracé  deux  réseaux 
de  parallèles  à  Ox  et  à  Oj',  la  distance  de  deux  parallèles  voisines 
étant  constante  et  égale  à  /,  puis  qu'on  décompose  quelques-uns 
des  carrés  ainsi  obtenus  en  carrés  plus  petits  par  de  nouvelles 
parallèles  aux  axes.  Quel  que  soit  le  mode  de  subdivision  adopté, 
supposons  qu'il  y  aitN  parties  régulières  etN'  parties  irrégulières; 
numérotons  les  parties  régulières  dans  un  ordre  quelconque  de  i 
à  N,  et  les  parties  irrégulières  de  i  à  N'.  Soient  li  le  côté  du  i'*""* 
carré  et  4  1^  côté  du  carré  auquel  appartient  la  /:"^'"«'  partie  irré- 
gulière, L  la  longueur  du  contour  G  et  cAo  l'aire  d'un  polygone  qui 
renferme  la  courbe  G  à  l'intérieur. 
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Soit  abcd  le  t**™^  carré  {^g.  58)  ;  Zi  étant  un  point  pris  à  l'in- 
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térieur  ou  sur  l'un  des  côtés  de  ce  carré,  et  z  un  point  quelconque 
sur  le  contour,  on  a 


(5 


; ; =/  i^i)  ■+■  e/j 


I  £|  I  étant  très  petit,  pourvu  que  le  côté  du  carré  soit  lui-même  très 
petit.  On  en  déduit 

f{z)  =  zf{Zi)  ^f{Zi)  -  Zif'iZi)  -4-  ti{z  -  Zi\ 

j    f{z)dz=f'{Zi)  I    zdz^[/{zi)  —  Zi/'{zi)]  I    dz-+-  j    ti(z  —  Zi)dz, 

les  intégrales  étant  prises  le  long  du  contour  Cj  du  carré;  d'après  le 
premier  lemme  énoncé  plus  haut,  il  reste 


(6) 


/   /(z)dz=  j    ti(z  —  Zi)dz 

*^{Ci)  '^{Ci) 


Soit  de  même pqrst  la  A"'^""*  partie  irrégulière;  z'^  étant  un  point 
pris  à  l'intérieur  ou  sur  le  contour  de  cette  région,  et  z  un  point 
quelconque  du  contour,  on  peut  encore  poser 


(7) 


z  —  Zk 


e^  étant  infiniment  petit  en  même  temps  que  ï|^^  et  l'on  en  déduit 
(8)  r  f{z)dz=  c   t',iz-z%)dz. 


i'^i) 


'{C    ) 
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Cela  posé,  soit  v)  un  nombre  positif  supérieur  aux  modules  de 
tous  les  facteurs  £/  et  s^.  Le  module  de  z  —  -s,-  est  inférieur  à  //y/2, 
et  de  la  formule  (6)  on  déduit  qu'on  a 


f  f{z)dz 


<  4  /|  T)  /à  =  4  7)  y/â  O)/, 


(0,  désignant  l'aire  de  la  f"""*^  partie  régulière.  De  la  relation  (8)  on 
tire  de  même 


<  7) /yN V2(4 /]t  ■+"  ai'c/'5)  =  4''1  V^ w/,.4-  7j /'x: /'i  arcTS, 


lo'f.  étant  l'aire  du  carré  qui  renferme  la  /('^'"^  partie  irrégulière.  En 
ajoutant  toutes  ces  inégalités,  on  voit  qu'on  aura  a  fortiori, 

(9)  f  f{z)dz    <ri[4/^(2w,4-2co;t)  +  ^\/2L], 

).  étant  une  limite  supérieure  des  côtés  l'^.  Lorsque  le  nombre  des 
carrés  augmente  indéfiniment,  de  façon  que  tous  les  côtés  li  et  /'^. 
tendent  vers  zéro,  la  somme  S(i>/+  Sio^  finit  par  être  inférieure  à  X. 
Dans  le  second  membre  de  l'inégalité  (9)  nous  avons  donc  le  pro- 
duit d'un  facteur  qui  reste  fini  par  un  facteur  tj  qui  peut  être  sup- 
posé plus  petit  que  tout  nombre  positif  donné.  Ceci  ne  peut  avoir 
lieu  que  si  le  premier  membre  est  nul;  on  a  donc 

f  f{z)dz  =  o. 

287.  Pour  que  la  conclusion  précédente  soit  légitime,  il  faut  être  assuré 
qu'on  peut  prendre  les  dimensions  des  carrés  assez  petites  pour  qu'en  choi- 
sissant convenablement  les  points  zi  et  z%,  les  modules  de  toutes  les  quan- 
tités e,-,  e'^.  soient  moindres  qu'un  nombre  positif  donné  à  l'avance  r\  {'^). 
Nous  dirons  pour  abréger  qu'une  région  limitée  par  une  courbe  fermée  y, 
située  dans  la  région  du  plan  limitée  par  le  contour  G,  satisfait  à  la  con- 
dition {ut.)  relativement  au  nombre  yj  s'il  est  possible  de  trouver  à  l'inté- 
rieur de  la  courbe  y  ou  sur  celte  courbe  elle-même  un  point  z  tel  qu'on 
ait  constamment 

(==)  \f{z)-f{z')-{z-z')f{z')\%\z-z'\r^. 


(')   Transactions  of  the  American  Mathematical  Society.  Vol.  i,  1900,  p.  14. 
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lorsque  z  décrit  la  courbe  y-  Tout  revient  à  démontrer  qu'o/i  peut  choisir 
les  dimensions  des  carrés  assez  petites  pour  que  toutes  les  parties  con- 
sidérées, régulières  et  irrégulières,  satisfassent  à  la  condition  (a) 
relativement  au  nombre  r]. 

Nous  établirons  ce  nouveau  lemme  par  le  procédé  bien  connu  des  subdi- 
visions successives.  Imaginons  d'abord  qu'on  ait  mené  deux  réseaux  de 
parallèles  aux  axes  Ox,  Oy,  la  distance  de  deux  parallèles  voisines  étant 
constante  et  égale  à  /.  Parmi  les  parties  obtenues,  les  unes  peuvent  satis- 
faire à  la  condition  (a),  tandis  que  les  autres  n'y  satisfont  pas.  Sans  rien 
changer  aux  parties  qui  satisfont  à  la  condition  (a),  nous  partagerons  les 
autres  en  parties  plus  petites  en  joignant  les  milieux  des  côtés  opposés 
dans  les  carrés  qui  forment  ces  parties  ou  qui  les  renferment.  Si,  après 
cette  nouvelle  opération,  il  reste  des  parties  ne  satisfaisant  pas  à  la  condi- 
tion (a),  nous  recommencerons  la  même  opération  sur  ces  parties,  et  ainsi 
de  suite.  En  continuant  de  la  sorte,  il  ne  peut  se  présenter  que  deux  cas; 
ou  bien  on  arrivera  à  n'avoir  que  des  régions  qui  satisfont  à  la  condi- 
tion (a),  et  alors  le  lemme  sera  démontré;  ou  bien,  aussi  loin  qu'on  aille 
dans  la  suite  des  opérations,  on  trouvera  toujours  des  parties  qui  n^  satis- 
font pas  à  cette  condition. 

S'il  en  est  ainsi,  il  faudra  qu'en  subdivisant  indéfiniment  par  le  procédé 
indiqué  l'une  des  parties  régulières  ou  irrégulières  obtenues  après  la  pre- 
mière division,  on  n'arrive  jamais  à  des  régions  satisfaisant  toutes  à  la  con- 
dition (a) ;  soit  Aj  cette  partie.  Après  la  seconde  subdivision,  cette  partie  Aj 
en  renferme  une  autre  Aj,  qui  ne  peut  pas  non  plus  être  subdivisée  en 
régions  satisfaisant  toutes  à  la  condition  (a).  Le  raisonnement  pouvant  se 
continuer  indéfiniment,  nous  aurions  une  suite  de  régions 

Al,     Aï,     A3,      ...,     A/,,      •.•, 

qui  sont  des  carrés  ou  des  portions  de  carrés,  dont  chacune  est  comprise 
dans  la  précédente  et  dont  les  dimensions  tendent  vers  zéro,  lorsque  n 
augmente  indéfiniment.  Il  y  a  donc  un  point  limite  Zo  situé  à  l'intérieur 
du  contour  G  ou  sur  ce  contour  lui-même.  Puisque,  par  hypothèse,  la  fonc- 
tion f{z)  admet  une  dérivée  /'(zq)  pour  ;:  =  Zq,  on  peut  trouver  un 
nombre  p  tel  qu'on  ait 

1/(5  )  -/(Zo)  —  (Z  —  Zo)f'(Zo)\^Ti\z  —  Zo\ 

pourvu  que  \z  — ^o  I  soit  <  p.  Soit  c  le  cercle  de  rayon  p  décrit  du  point  z© 
comme  centre.  A  partir  d'une  valeur  de  n  assez  grande,  l'aire  A,j  sera  inté- 
rieure au  cercle  c  et  l'on  aura  pour  tous  les  points  du  contour  de  l'aire  A,j 

\/{z)  -f{zo)  -(z-  Zo}f'(zo)  \^\z-Zo\r^. 

D'ailleurs  il  est  clair  que  le  point  z^  est  à  l'intérieur  de  A„  ou  sur  le  con- 
tour; cette  aire  devrait  donc  satisfaire  à  la  condition  (a)  relativement  à  tj. 
Nous  sommes  par  conséquent  conduits  à  une  contradiction  en  admettant 
que  le  lemme  n'est  pas  exact. 
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288.  Le  théorème  s'étend  aussi  aux  contours  formés  de  plusieurs 
courbes  fermées  distinctes,  moyennant  une  convention  convenable 
sur  les  sens  de  parcours.  Considérons,  par  exemple,  une  fonc- 
ûon  f{z)  holomorphe  à  l'intérieur  de  l'aire  A  limitée  par  la  courbe 
fermée  C  et  les  deux  courbes  intérieures  C,  C",  et  sur  ces  courbes 
elles-mêmes  (Jig-  og).  Le  contour  total  F  de  l'aire  A  est  formé  de 

Fi  g.  59. 


ces  trois  courbes  distinctes,  et  nous  dirons  que  ce  contour  est 
décrit  dans  le  sens  direct  quand  on  laisse  à  gauche  l'aire  A  ;  les 
flèches  indiquent  sur  la  figure  le  sens  du  parcours  direct  pour  cha- 
cune des  courbes.  Moyennant  cette  convention,  on  a  toujours 

l'intégrale  étant  prise  le  long  du  contour  total  dans  le  sens  direct. 
La  démonstration  donnée  pour  une  aire  à  un  seul  contour  s'ap- 
plique encore  ici;  on  peut  aussi  ramener  ce  cas  au  précédent,  en 
menant  les  transversales  ab,  cd  et  en  appliquant  le  théorème  à  la 
courbe  fermée  abmbandcpcdqa  (1,  n"  153). 

Il  est  quelquefois  commode  dans  les  applications  d'écrire  la  for- 
mule précédente 

f  f{z)dz=  f  f{z)dz+  f  f{z)dz, 

^(C)  ^(C)  ^(C") 

les  trois  intégrales  étant  prises  alors  dans  le  même  sens,  c'est- 
à-dire  que  les  deux  dernières  doivent  être  prises  en  sens  inverse 
de  celui  indiqué  par  les  flèches. 

Revenons  à  la  question  proposée  au  début  du  paragraphe  286; 
la  réponse  est  maintenant  bien  facile.  Soit/(^)  une  fonction  holo- 
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morphe  dans  une  région  ^À^  du  plan;  étant  donnés  deux  che- 
mins AMB,  ANB,  ayant  mêmes  extrémités,  et  situés  tout  entiers 
dans  cette  région,  ils  donneront  la  même  valeur  pour  l'inté- 
grale   I  /(z)dz.,    pourvu   que  la  .fonction  f{z)  soit  holomorphe 

à  l'intérieur  de  la  courbe  fermée  formée  par  le  chemin  AMB,  suivi 
du  chemin  BNA,  (Nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  que  cette 
courbe  fermée  ne  présente  pas  de  point  double.)  En  effet,  la  somme 
des  deux  intégrales  le  long  de  AMB  et  le  long  de  BNA  étant  nulle, 
c'est  que  les  deux  intégrales  le  long  de  AMB  et  le  long  de  ANB 
sont  égales.  On  peut  encore  énoncer  le  résultat  comme  il  suit  : 
Deux  chemins  AMB  et  ANB,  ayant  les  mêmes  extrémités  don- 
nent la  même  valeur  pour  l'intégrale   1  f(z)dz,  si  Von  peut 

passer  de  l'un  à  Vautre  par  une  déformation  continue  sans 
rencontrer  aucun  point  où  la  fonction  cesse  d^être  holomorphe . 
Cet  énoncé  s'applique  alors  même  que  les  deux  chemins  auraient 
un  nombre  quelconque  de  points  communs,  outre  les  deux  extré- 
mités (I,  n"  152).  On  en  conclut  que,  lorsqu'une  fonction  f{z) 
est  holomorphe    dans   une  aire   limitée   par    une    seule    courbe 

fermée,  l'intégrale    j  f{z)  dz,  prise  le  long  d'un  contour  fermé 

quelconque  situé  dans  cette  aire,  est  égale  à  zéro.  Mais  il  ne 
faudrait  pas  étendre  cette  conclusion  au  cas  d'une  aire  limitée  par 
plusieurs  courbes  fermées  distinctes.  Considérons,  par  exemple, 
une  fonction  f{z)  holomorphe  dans  la^couronne  comprise  entre 
deux  cercles  concentriques  C,  C  Soit  C"  un  cercle  ayant  le  même 

centre  et  compris  entre  C  et  C;  l'intégrale    1  f{z)  dz  prise  le  long 

de  C",  n'est  pas  nulle  en  général.'  Le  théorème  de  Cauchy  prouve 
seulement  que  la  valeur  de  cette^  intégrale  reste  la  même,  quand 
on  fait  varier  le  rayon  du  cercle  C"  ('  ). 


C)  Le  théorème  général  de  Cauchy  est  encore  vrai,  sans  qu'il  soit  nécessaire 
de  supposer  l'existence  de  la  fonction /(z)  en  dehors  de  l'aire  A  limitée  par  le 
contour  C,  ni  l'existence  d'une  dérivée  en  chaque  point  de  C.  Il  suffit  que  la 
fonction /(z)  soit  holomorphe  en  tout  point  de  l'aire  A,  et  continue  sur  le 
contour  C,  c'est-à-dire  que  la  valeur  /  (Z)  de  la  fonction  en  un  point  Z  de  G 
varie  d'une  manière  continue  avec  la  position  de  Z  sur  ce  contour,  et  que  la 
différence /(Z) — /(2),  où  z  est  un  point  intérieur,  tende  uniformément  vers 
zéro  en  même  temps  que  \Z  —  z  \.  En   effet,  supposons  d'abord  que   toute  demi- 
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289.  Extension  des  formules  du  calcul  intégral.  —  Soit  f{z) 
une  fonction  holomorphe  dans  une  aire  A  limitée  par  un  contour 
simple  C.  L'intégrale  définie 


*(Z)=jr  f{z)dz, 


prise  depuis  un  point  fixe  z^  jusqu'à  un  point  variable  Z  suivant 
un  chemin  situé  dans  l'aire  A,  est,  d'après  ce  que  nous  venons  de 
voir,  une  fonction  bien  déterminée  de  la  limite  supérieure  Z. 
Nous  allons  montrer  que  cette  fonction  ^(Z)  est  aussi  une  fonc- 
tion holomorphe  de  Z  dont  la  dérivée  esty(Z).  Soit  en  effet  7^-\-h 
un  point  voisin;  nous  avons 

*(Z  +  /0  — *(Z)=   /  f{z)dz, 

et  nous  pouvons  supposer  cette  dernière  intégrale  prise  suivant  le 
segment  de  droite  qui  joint  les  deux  points  Z  et  Z  +  h.  Si  les  deux 
points  sont  très  rapprochés,  y  (c)  diffère  très  peu  de  f{7^)  le  long 
de  ce  chemin,  et  l'on  peut  écrire 

/(^)=/(Z)  +  8, 
|o|  étant  moindre  que  tout  nombre  positif  donné  V]  pourvu  que  \h\ 


droite,  issue  d'un  point  déterminé  a  de  A,  rencontre  le  contour  C  en  un  seul 
point.  Lorsque  le  point  z  décrit  C,  le  point  a+  6(z  —  a)  (où  6  est  un  nombre  réel 
compris  entre  o  et  i  )  décrit  un  contour  C  situé  dans  A.  La  différence  des  deux 
intégrales,  le  long  des  contours  C  et  C,  est  égale  à 

S=   r    \f{z)-^/[z-{z-a){i-^)]\dz, 

et  l'on  peut  prendre  la  différence  i  —6  assez  petite  pour  que  1  S  |  soit  inférieur  à 
tout  nombre  positif  donné,  car  on  peut  écrire  la  fonction  sous  le  signe  / 

/(^)-/[^-(^-a)(i-9)]  +  (i-6)/[x:-(z-a)(,-e)]. 
L'intégrale  le  long  de  C  étant  nulle,  on  a  donc  aussi 

f  f{z)dz  =  o. 

Dans  le  cas  d'un  contour  C  de  forme  quelconque,  on  remplacera  ce  contour  par 
une  suite  de  contours  fermés  remplissant  la  condition  précédente,  en  menant  des 
transversales  convenablement  disposées. 
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soit  assez  petit.  Il  vient  alors,  en  divisant  par  A, 


*(Z-/0  — *<7.)  -      "^"^^ 


II 


le  module  de  la  dernière  intégrale  est  inférieur  à  rj|  h  |,  et  par  suite 
le  premier  membre  a  pour  limite /(Z)  lorsque  h  tend  vers  zéro. 

Si  l'on  connaît  déjà  une  fonction  F(Z)  ayant  pour  dérivée /(Z), 
les  deux  fonctions  <Ï>(Z)  et  F(Z)  ne  diflerent  que  par  une  con- 
stante (n"  ^75,  note),  et  l'on  voit  que  la  formule  fondamentale  du 
calcul  intégral  s'étend  au  cas  des  variables  imaginaires 

(lo)  J'"/{z)dz  =  F{z,)-F{zo). 

Cette  formule,  établie  en  supposant  que  les  deux  fonctions  /(z), 
F{z)  sont  liolomorphes  à  l'intérieur  de  A,  est  applicable  à  des  cir- 
constances plus  générales.  Il  peut  se  faire  que  la  fonction  F(s), 
ou  les  deux  à  la  fois,  /(z)  et  F(3),  admettent  des  déterminations 
multiples;  l'intégrale  a  un  sens  précis  pourvu  que  le  chemin  d'in- 
tégration ne  passe  par  aucun  des  points  critiques  de  ces  fonctions. 
Dans  l'application  de  la  formule,  il  faudra  choisir  une  détermina- 
lion  initiale  F(5o)  de  la  fonction  primitive,  et  suivre  la  variation 
continue  de  cette  fonction  lorsque  la  variable  z  décrit  le  chemin 
d'intégration;  de  plus,  si/{z)  est  elle-même  une  fonction  multi- 
forme, parmi  les  déterminations  de  F(:;),  il  faudra  en  choisir  une 
dont  la  dérivée  soit  égale  à  la  détermination  prise  pour/(5). 

Toutes  les  fois  qu'on  peut  enfermer  le  chemin  d'intégration 
à  l'intérieur  d'une  aire  à  contour  simple,  où  les  branches  consi- 
dérées des  deux  fonctions  /(-),  F(z)  sont  holomorphes,  nous 
pouvons  considérer  la  formule  comme  démontrée.  Or  on  peut 
toujours,  quel  que  soit  le  chemin  d'intégration,  le  décomposer  en 
plusieurs  arcs  pour  lesquels  la  condition  précédente  soit  remplie, 
et  appliquer  la  formule  (lo)  à  chacun  d'eux  séparément.  En  ajou- 
tant les  résultats,  on  voit  que  la  formule  est  générale,  pourvu 
qu'on  l'applique  avec  les  précautions  nécessaires. 

Soit,  par  exemple,  à  calculer  l'intégrale  définie    /     z"^  dz,  prise 

suivant  un  chemin  quelconque  ne  passant  pas  par  l'origine, 
m  étant  un  nombre  réel  ou  complexe  différent  de  —  i .  Une  fonc- 

G.,  II.  6 
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tion  primitive  est ,  et  la  formule  générale  (lo)  devient  ici 


,r 


Z'"^  dz  =  — 


pour  lever  l'ambiguïté  que  présente  cette  formule  lorsque  m  n'est 
pas  un  nombre  entier,  écrivons-la 


L 


1  g(/«+l)  Loge,) g!/«-(-ll  Logtio) 

z'"-  dz  =  


La  valeur  init|iale  Log(5u)  étant  choisie,  la  valeur  de  z"'^  est 
fixée  par  là  même  tout  le  long  du  chemin  d'intégration,  ainsi  que 
la  valeur  finale  Log(z,).  La  valeur  de  l'intégrale  dépend  à  la  fois 
de  la  valeur  initiale  choisie  pour  Log(:;o)  et  du  chemin  d'intégra- 
tion. De  même,  la  formule 


/ 


'^-Ç^dz  =Log[/(^.)j-I^og[/^.'o)J 


ne  présente  aucune  difficulté  d'interprétation,  pourvu  que  le  long 
du  chemin  d'intégration  la  fonction  /(•:;)  soit  continue  et  ne  s'an- 
nule pas.  Le  point  u  =y"(c)  décrit  dans  son  plan  un  arc  de  courbe 
ne  passant  pas  par  l'origine,  et  le  second  membre  est  égal  à  la 
variation  de  Log(M)  le  long  de  cet  arc  de  courbe. 

Observons  encore,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'y  insister,  que  la 
formule  d'intégration  par  parties,  étant  une  conséquence  de  la  for- 
mule (lo),  s'étend  par  là  même  aux  intégrales  de  fonctions  d'une 
variable  complexe. 

290.  Autre  démonstration  des  résultats  précédents.  —  Les  pro- 
priétés des  intégrales    l  J\z)  dz  offrent  une  grande  analogie  avec 

les  propriétés  des  intégrales  curvilignes,  où  la  condition  d'intégra- 
bilité  est  vérifiée  (I,  n"  15*2).  Riemann  a  montré  en  effet  que  le 
théorème  de  Cauchj  se  déduisait  immédiatement  du  théorème 
analogue  relatif  aux  intégrales  curvilignes.  Soit  y  (^)  =  X -f- t'Y 
une  fonction  holomorphe  de  ^  à  l'intérieur  d'une  aire  A  à  contour 
simple  ;  l'intégrale  prise  le  long  d'un  contour  fermé  C  situé  dans 
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celte  aire  est  la  somme  de  deux  intégrales  curvilignes  : 
f  f{z)dz=  f  \dx  —  \dy^i  Ç  \  dx^Xdy, 

et,  d'après  les  relations  qui  lient  les  dérivées  des  fonctions  X,  \, 

ôx        ày  Oy  dx 

ces  deux  intégrales  curvilignes  sont  nulles  ('  )  (I,  n°  152). 

Il  en  résulte  que  l'intégrale    /    f{z)  dz,  prise  d'un  point  fixe  ^o 

jusqu'à  un  point  variable  z^  est  une  fonction  uniforme  ^(s)  dans 
l'aire  A..  Séparons  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  i  dans  cette 
fonction, 

f  \dx  —  Xdy,         Q(a:,7)=/  \dx^Xdy; 

les  fonctions  P  et  Q  admettent  les  dérivées  partielles 

ôx  '  Oy  '  dx  dy  ' 

qui  satisfont  aux  conditions 

dP  _  dQ  dV__      oiQ 

dx       dy  dy  dx 

Par  conséquent,  P  +  «Q  est  une  fonction  holomorphc  de  z  dont 
la  dérivée  est  X  4-  «  Y,  c'est-à-dire  /(-)• 

Si  la  fonction  f{z)  est  discontinue  en  un  certain  nombre  de 
points  dans  A,  il  en  est  de  même  de  l'une  au  moins  des  fonc- 
tions X,  Y,  et  les  intégrales  curvilignes  P(xiy),  (^{x,  y)  admet- 
tent en  général  des  périodes  provenant  de  lacets  décrits  autour  des 
points  de  discontinuité  (I,  n°  lo3).   11  en  sera  donc  de  même  de 

l'intégrale    /    f(z)dz.  Nous  reprendrons  l'étude  de  ces  périodes, 

après  avoir   approfondi   la   nature  des  points  singuliers  de  /(z). 

(  '  )  Il  est  à  remarquer  que  la  démonslralion  de  Riemann  suppose  la  continuité 

,       j,    .     ,       àX.     d\  ,     .    .     I-       j     n,     \ 

des  dérivées  -r— ,  -r—  >  •  •  •  >  c  est-a-dire  de  f  (z). 

dx    dy  j    ^    I 


84         CHAPITRE   XIV.    —   THÉORIE   GÉNÉRALE    DES    FONCTIONS   ANALYTIQUES. 

Considérons,   pour  donner  au    moins   un    exemple,  l'intégmle     /     —; 
nous  avons,  en  séparant  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  i, 

r'dz_    r^''^^  dx^idy  _   Ç^^'-^^  x  dx  ^ y  dy        .    r^^^'^^  xdy—y  dx 

La  partie  réelle  est  égale  à  -\o^{x^-\- y"^),  quel  que  soit  le  chemin  suivi. 

Quant  au  coefficient  de  i,  nous  avons  vu  qu'il  admet  la  période  27: ;  il  est 
égal  à  l'angle  dont  a  tourne  le  rayon  vecteur  joignant  l'origine  au  point 
{x,  y).  Nous  retrouvons  bien  les  diverses  déterminations  de  Log(^). 


II.  —  INTEGRALE  DE  CAUCIIY.  —  SERIES  DE  TAYLOR  ET  DE  LAURENT. 
POINTS  SINGULIERS.  —  RÉSIDUS. 

Nous  allons  maintenant  exposer  une  suite  de  résultais  nouveaux 
et  importants,  que  Cauchy  a  déduits  de  la  considération  des  inté- 
grales définies  prises  entre  des  limites  imaginaires. 

291.  Formule  fondamentale.  —  Soit  f{z)  une  fonction  holo- 
morphe  dans  une  aire  finie  A,  limitée  par  un  contour  F,  formé  par 
une  ou  plusieurs  courbes  fermées  distinctes,  et  continue  sur  ce 
contour  lui-même.  Si  x  est  uti  point  (  '  )  de  l'aire  A,  la  fonction 

fiz) 

Z  —  X 

est  holomorphe  dans  la  même  région,  sauf  au  point  z^^x. 

Du  point  X  comme  centre,  décrivons  un  cercle  y  de  rayon  p, 
situé  tout  entier  dans  l'aire  A;  la  fonction  précédente  est  alors 
holomorphe  dans  la  région  du  plan  limitée  par  le  contour  F  et  le 
cercle  y,  et  l'on  peut  lui  appliquer  le  théorème  général  (n"  286). 
Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  le  contour  F  soit  composé  de 
deux  courbes  feiunées  C,  C  {fi g-  6o),  nous  avons  alors 

r  f(z)dz  ^  r  f{z)dz  ^    r  f{z)dz  ^ 


(')  Dans  ce  qui  suit  nous  aurons  souvent  à  considérer  simullarn'ment  plusieurs 
quanlilés  complexes.  Nous  les  désignerons  indiiïéremment  par  les  lettres  x,z,u,  .... 
A  moins  que  cela  ne  soit  indiqué,  la  lettre  x  ne  sera  plus  réservée  pour  désigner 
une  variable  réelle. 
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les  trois  intégrales  étant  prises  dans  le  sens  indiqué  par  les  flèches, 
ce  qu'on  peut  écrire 

r  /(z)dz  _   r  f{z)dz 
J,r,  ^-r   "J(^,  z-x  ' 

lintégrale    /    désignant  l'intégrale  prise  le  long  duconlour  totalF 

Fie.  60. 


dans  le  sens  direct.  Si  le   rayon  p  du  cercle  y  est  très  petit,  la 
valeur  àe  f{z)  en  un  point  de  ce  cercle  diffère  très  peu  de  /(a:), 

|o|  étant  très  petit.  Remplaçons  f{z)  par  cette  valeur,  il  vient 

La  première  intégrale  du  second  membre  se  calcule  aisément; 
si  l'on  pose  z  =zx  -\-  pe^',  elle  devient 

r     dz     _   r^"^  ipe^^d^  _    ^. 

\    —  est  donc  indépendante  du  rayon  p 

de  la  circonférence  y;  d'autre   part,   si  |  o  |  reste  inférieur  à  un 
nombre  positif  r,,  le  module  de  cette  intégrale  est  plus  petit  que 

^27:p  =  27:Yi.    Or,  puisque  la   fonction  /(-)  est   continue    pour 

P 

5  =  j(7,  on  peut  choisir  le  rayon  p  assez  petit  pour  que  r^  soit  aussi 

petit  qu'on  le  veut.  Cette  intégrale  est  donc  nulle,  et,  en  divisant 

par  itzi  les  deux  membres  de  la  formule  (i  i),  il  vient 


f(z)dz 

X 
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C'est  la  formule  fondamentale  de  Caiichy.  Elle  exprime  la  valeur 
de  la  fonction y"(5)  en  un  point  quelconque  x  intérieur  au  contour 
au  moyen  des  valeurs  de  la  même  fonction  tout  le  long  de  ce 
contour. 

Soit  X -^  Lx  un  point  voisin  de  x^  que  nous  supposerons  par 
exemple  à  l'intérieur  du  cercle  y  de  rayon  p.  Nous  avons  aussi 


î:^x 


et  par  suite,  en  retranchant  membre  à  membre  et  divisant  par  A.r, 

f{x  -4-  Aa?)  —f{x) 


^  j_  r  f(z)dz 


Ix  2rt^p(z  —  x)(z  —  X  —  ^x) 

Lorsque  Ax  tend  vers  zéro,  la  fonction  sous  le  signe  /  a  pour 
limite  —^ —  •   Pour  démontrer  rigoureusement  qu'on  a  le  droit 

d'appliquer  la  formule  de  différentiation  habituelle,  écrivons  cette 
intégrale 

J^y){^  —  x){z  —  x  —  ^x)      J^j^^{z  —  x)-'      J^^^{z  —  xy^(z  —  x  —  ^x)' 

Soient  M  une  limite  supérieure  de  |/(^)|  le  long  de  F,  Lia  lon- 
gueur de  ce  contour  et  o  une  limite  inférieure  de  la  distance  d'un 
point  quelconque  du  cercle  y  à  un  point  quelconque  de  T.  Le  mo- 
dule de  la  dernière  intégrale  est  inférieur  à  -^  |  ^x  |  et  par  consé- 
quent tend  vers  zéro  en  même  temps  que  |A;r|.  En  passant  à  la 
limite,  on  a  donc 

On  démontre  de  la  même  façon  que  la  formule  habituelle  de 
diflférentialion  sous  le  signe  /  est  applicable  à  cette  nouvelle  inté- 
grale (')ct  à  toutes  celles  qui  s'en  déduisent,  et  l'on  obtient  suc- 


(' )  La  formule  générale  de  différentialion  sous  le  signe  /  sera  établie  plus  loin 
(Chap.  XVII). 


II.  —  INTÉGRALE  DE  CAUCHV.  —  SKRIES  DE  TAYI.OI»  ET  DE  LAURENT.   87 

cessivement 

et,  d'une  façon  générale, 

Nous  voyons  donc  que  si  une  fonction  f{z)  est  holomorphe 
dans  une  certaine  région  du  plan,  la  suite  des  dérivées  successives 
de  celte  fonction  est  illimitée,  et  toutes  ces  dérivées  sont  aussi  des 
fonctions  holoniorphes  dans  la  même  région.  Il  est  à  remarquer 
que  nous  sommes  arrivés  à  ce  résultat  en  supposant  seulement^ 
l'existence  de  la  première  dérivée. 

Remarque.  —  Les  raisonnements  de  ce  paragraphe  conduisent 
à  des  conclusions  plus  générales.  Soit  '^{z-)  une  fonction  continue 
(mais  pas  nécessairement  analytique)  de  la  variable  complexe  z  le 
long  d'un  arc  de  courbe  F,  fermé  ou  non.    . 

L'intégrale  définie 

^      il      ) 

a  une  valeur  déterminée  pour  toute  valeur  de  .r,  non  située  sur  le 
chemin  d'intégration.  Les  calculs  faits  tout  à  l'heure  prouvent  que 

le  rap])ort — '■ —  a  pour  limite  1  intégrale  définie 

o(z)dz 


F'(r)=  f  f 


(z  —  x)^ 


lorsque  |  At  ]  tend  vers  zéro;  F(a7)  est  donc  une  fonction  analy- 
tique holomorphe  pour  toute  valeur  de  .r,  sauf  pour  les  points  du 
contour  r,  qui  sont  en  général  des  points  singuliers  pour  celte  fonc- 
tion [voir  plus  loin,  n"  318).  On  trouve  tout  pareillement  que  la 
dérivée  /i'*'""  F'"'(,r  )  a  pour  expression 

F<«H^)  =  «'   f      '■^"^'^" 


(Z  —  X)'' 


29*2.  Théorème  de   Morera.   —   Le    théorème   fondamental   de   Cauchy 
admet  une  proposition  roci|)roque  due  à  Moreia,  qui  s'énonce  ainsi  :  Si 
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une  fonction  f{z)  de  la  variable  complexe  z  est  continue  dans  une 
aire  A,  et  si  V intégrale  définie    f  /(z)  dz,  prise  le  long  d'un  contour 

fermé  quelconque  G  situé  dans  A  est  nulle^f{z)  est  une  fonction  holo- 
morphe  dans  A. 

En    effet,    rintégrale    définie    F(s)=   /    f{t)dt   prise    entre  les    deux 

points  2o,  z  de  l'aire  A,  le  long  d'un  chemin  quelconque  situé  dans  cette 

région,  a  une  valeur  déterminée  indépendante  de  ce  chemin;  si  le  point  Zq 

est  supposé   fixe,   c'est  une  fonction   de  z.   Les  raisonnements  du    n"  289 

AF 
montrent  que  le  rapport  —  a  pour  limite  y(^)   lorsque  |  As  |  tend   vers 

zéro.  La  fonction  F(s)  est  donc  une  fonction  holomorphc  de  s,  ayant 
pour  dérivée  f{z),  et  par  suite  cette  dérivée  est  aussi  une  fonction  holo- 
morphc. 

293.  Série  de  Taylor.  —  Soif  f(:-)  une  fonction  holoniorp/ie 
à  P  intérieur  d'un  cercle  G  de  centre  a;  la  valeur  de  cette  fonc- 
tion en  un  point  quelconque  x  pris  dans  ce  cercle  est  égale 
à  la  somme  de  la  série  convergente 

J(x)=f{a)+-'^-^f'ia) 

^-^^-^=^f"(a)+...-^i^-=:-^f''\a) 
i.i       J         '  \  .x.  .  .n  •' 

Nous  pouvons  supposer  pour  la  déinonstration  que  la  fonction 
/(s)  est  holomorphe  sur  la  circonférence  C  elle-même;  en  efiet, 
X  étant  un  point  quelconque  intérieur  au  cercle,  on  peut  toujours 
trouver  une  circonférence  C  de  centre  a  et  de  rayon  inférieur 
à  celui  de  C,  qui  renferme  le  point  x  à  l'intérieur,  et  l'on  raisonnera 
sur  ce  cercle  C  comme  nous  allons  le  faire  avec  G.  Gela  posé, 
X  étant  un  point  à  l'intérieur  de  G,  nous  avons  d'après  la  formule 
fondamentale 

(  1 2  bis )  f(x)  =  :    /    -= — ^—  dz  : 

écrivons sous  la  forme  suivante  : 


(.r-«) 
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OU,  en  effectuant  la  division  jusqu'à  un  reste  de  degré  n  +  i  en 
X  —  «, 

i  1  X  —  a  (x  —  a)"^ 

= \ H-  • -h..  . 

z  —  x        z  —  a        (z  —  a)-        {z—ay^ 

(x  —  ay^  (x  —  a)"-n 

"^  (z—  «)'«+•        {z-~x){z  —  a)"->-^' 

Remplaçons par  cette  expression  dans  la  formule  (12  bis), 

et  faisons  sortir  du  signe    /    les  facteurs  x — a,  (x  —  «)-,   ..., 

indépendants  de  :;;  il  vient 

/(x)  =  Jo-+- Ji(.r  — a)  -f-.  ..-i- J„(a:—  rt)"-4-  R„, 

les  coefficients  Jq,  Ji,  •  •  -,  •!«  et  le  reste  R„  ayant  pour  valeurs 


(•6) 


(  I     r  /(z)dz  ,   _    '     /•  f(-)dz 

(  27rt  J^,.,(5-a/'-'  ir.ij^^^\z-aj  z-x 


Lorsque  le  nombre  n  augmente  indéfiniment,  le  reste  R„  tend 
vers  zéro.  Soient  en  effet  M  une  limite  supérieure  du  module  de 
/{z)  tout  le  long  du  cercle  C,  R  le  rayon  de  ce  cercle  et  /•  le  mo- 
dule de  a7 —  rt.  On  a  I  ^  —  j"|>R  —  /•  et  pai  suite    ■  _      < 


H  — /• 
lorsque  :;  décrit  le  cercle  C;  le  module  de  R«  est  donc  inférieur  à 

7^.W  W^'^'-'=W=^{r)  '  et  le  facteur  (j^j  tend 
vers  zéro,  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  11  s'ensuit  quey(.r) 
est  égal  à  la  somme  de  la  série  convergente 

/(a:)  =  Jo-f- J|(a7  —  a)-!-..  .-H  J„(a"  — a)"-f- 

Or,  si  l'on  fait  x^a  dans  les  formules  (12),  (i3),  (i4)i  le  con- 
tour r  étant  le  cercle  C,  il  vient 

Jo=/(«).      Ji=/'(«),      ••-,      J«=  \  .^    ^'       •'•; 

la  série  obtenue  est  donc  identique  à  la  série  (i5),  c'est-à-dire  à 
la  série  de  Taylor. 

Le  cercle  C  est   un  cercle  de  centre  a  à  l'intérieur  duquel  la 
fonction  est  holomorphe;  il  est  clair  qu'on  obtiendra  le  plus  grand 
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cercle  satisfaisant  à  cette  condition  en  prenant  pour  raj'on  la  dis- 
tance du  point  a  au  point  singulier  de/{z)\e  plus  rapproché  de  a. 
C'est  aussi  le  cercle  de  convergence  de  la  série  qui  est  au  second 
niembre  ('  ). 

Cet  important  théorème  met  en  évidence  l'identité  des  deux 
définitions  que  nous  avons  données  pour  les  fonctions  analytiques 
(n"*  197  et  261).  En  effet,  toute  série  entière  représente  une  fonc- 
tion holomorphe  dans  son  cercle  de  convergence  (n"  266),  et 
inversement  nous  venons  de  voir  que  toute  fonction  holomorphe 
dans  un  cercle  de  centre  a  peut  être  développée  en  série  entière 
ordonnée  suivant  les  puissances  de  .r  —  a,  et  convergente  dans  ce 
cercle.  Remarquons  aussi  qu'un  certain  nombre  de  résultats  éla- 
bh's  antérieurement  deviennent  presque  intuitifs;  par  exemple,  en 
appliquant  le  théorème  aux  fonctions  Log(i  H-  ^)  et  (i  -+-  -5}'",  qui 
sont  holomorphes  dans  le  cercle  de  rajon  un  ayant  pour  centre 
l'origine,  on  retrouve  les  formules  des  n"*  275  et  276.  Considérons 

encore  le  quotient  de  deux  séries  entières     ,      >  convergentes  l'une 

et  l'autre  dans  un  cercle  de  rayon  R;  si  la  série  tp(x)  n'est  pas  nulle 
pour  x  =  Oj  comme  elle  est  continue,  on  peut  décrire  un  cercle 
de  rayon  r.^R,  à  l'intérieur  duquel  elle  ne  s'annule  pas.  La  fonc- 

tion  = — —  est  alors  holomorphe  dans  le  cercle  de  rayon  /•  et  par 

suite  peut  être  développée  en  série  entière  dans  le  voisinage  de 
l'origine  (I,  n"  188).  On  pourra  vérifier  de  même  le  théorème 
relatif  à  la  substitution  d'une  série  dans  une  autre  série,  etc. 

Remarque .  —  Soity(z)  une  fonction  holomorphe  à  l'intérieur 
d'un  cercle  G  de  centre  a  et  de  rayon  /•,  et  continue  sûr  ce  cercle 
lui-même.  Le  module  |/(^)|  de  la  fonction  sur  le  cercle  C  est 
une  fonction  continue,  dont  nous  désignerons  la  valeur  maximum 
par  Dl'L(r).  D'autre  part,  le  coefficient  cia  de  (.r  —  a)"-  dans  le 
développement  dey(;)  est  égal  à — ^f^"\a)^  c'est-à-dire  à 


2t-  ./,. 


(  ')  Cette  dernière  conclusion  exige,  sur  la  nature  des  points  singuliers,  quelques 
explications  qui  seront  données  dans  le  Chapitre  consacré  au  prolongement  ana- 
lytique. 
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on  a  donc 

,     ,  VI  ^    1     DXKr)  D\i(r) 

de  sorte  que  Ori(/')  est  supérieur  à  tous  les  produits  A„/'"  ('). 
On  pourra  prendre  Orc(/)  à  la  place  de  M  dans  l'expression  de  la 
fonction  majorante  (1,  n"  186). 

294.  Théorème  de  Liouville.  —  Si  la  fonction /(:&)  est  holo- 
morphe  pour  toute  valeur  finie  de  x,  le  développement  par  la  for- 
mule de  Taylor  est  valable,  quel  que  soit  a,  dans  toute  l'étendue 
du  plan,  et  la  fonction  considérée  est  une  fonction  entière.  Des 
expressions  obtenues  pour  les  coefficients,  on  conclut  aisément  la 
proposition  suivante,  due  à  Liouville  : 

Toute  fonction  entière,  dont  le  module  reste  inférieur  à  un 
nombre  fixe  M,  se  réduit  à  une  constante. 

Supposons  en  effet  qu'on  développe  f{x)  suivant  les  puis- 
sances de  X  —  a,  et  soit  a„  le  coefficient  de  {x  —  a)".  Il  est  clair 
que  dK{r)  est  inférieur  à  M,  quel  que  soit  le  rayon  r,   et  par 

suite  I  an  \  est  <;  —  •  Mais  le  rayon  r  peut  être  pris  aussi  grand 

qu'on  le  veut;  on  a  donc  ««  =  o,  si  /i^  i ,  etf{x)  se  réduit  à  une 
constante  /(a). 

Plus  généralement,  soiif(x)  une  fonction  entière  telle  que  le 

module  de  = reste  inférieur  à  un  nombre  fixe  M,  pour  les  valeurs 

de  X  de  module  supérieur  à  un  nombre  positif  R  ;  la  fonction  f{x) 
se  réduit  à  un  polynôme,  de  degré  m  au  plus.  Imaginons  en 
effet  qu'on  développe  f{x)  suivant  les  puissances  de  x,  et  soit  a,i 
le  coefficient  de  x".  Si  le  rayon  /■  du  cercle  C  est  supérieur  à  R, 
on  a  01I(/-)  <  Mr"',  et  par  suite  |  «„  |  <  M/'»~".  Si  /i>m,  on  a 


(')  Les  inégalités  (17)  sont  intéressantes,  surtout  parce  qu'elles  établissent  une 
relation  entre  l'ordre  de  grandeur  des  coefficients  d'une  série  entière  et  l'ordre  de 
grandeur  delà  fonction;  ^FlC/")  n'est  pas  d'ailleurs  en  f;énéral  le  plus  petit  nombre 
qui  satisfait  à  ces  inégalités,  comme  on  le  voit  immédiatement  lorsque  tous  les 
coefficients  a„  sont  réels  et  positifs.  Ces  inégalités  (17)  peuvent  être  établies  sans 
recourir  à  l'intégrale  de  Cauchy  (Méray,  Leçons  nouvelles  sur  l'analyse  infini- 
tésimale, t.  I,  p.  99). 
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donc  an=o,  puisque  M/'"~"  peut  être  rendu  plus  petit  que  tout 
nombi^e  donné,  en  choisissant  r  assez  grand, 

295.  Série  de  Lavirent.  —  Le  raisonnement  par  lequel  Cauchy 
démontre  la  formule  de  Tajlor  est  susceptible  de  généralisations 
étendues.  Ainsi,  soit  f{^)  une  fonction  holomorphe  dans  une 
couronne  circulaire  comprise  entre  deux  cercles  concentriques  C, 
C,  ayant  pour  centre  le  point  a;  nous  allons  montrer  que  la 
valeur  f{x)  de  la  fonction  en  un  point  quelconque  x  pris  dans 
celle  région  est  égale  à  la  somme  de  deux  séries  convergentes^ 
l' une  ordonnée  suivant  les  puissances  positives  de  x  —  a,  l^ autre 

suivant  les  puissances  positives  de  —— —  ('). 

Nous  pouvons  supposer,  comme  tout  à  l'heure,  que  la  fonc- 
tion /(  5)  est  holomorphe  sur  les  cercles  C,  C  eux-mêmes.  Soient 
R,  R'  les  rayons  de  ces  cercles  et  /•  le  module  de  .r  —  a;  si  G'  est 
le  cercle  intérieur,  on  a  R'<;/<<R.  i^u  point  x  comme  centre 
décrivons  un  petit  cercle  y,  situé  tout  entier  entre  G  et  G'.  Nous 
avons  l'égalité 

r  f{z)dz  _    r  f{  z )  dz        r  f{z)dz 
JiO  ^-^    ~~J,C)   ^-^    ^Av   ^-^  ' 

les  intégrales  étant  prises  dans  un  sens  convenable;  la  dernière 
intégrale,  prise  le  long  de  r,  est  égale  à  i'Kif{x)^  et  nous  pouvons 
encore  écrire  la  relation  précédente 

f{z)dz 


z 


les  intégrales  étant  toujours  prises  dans  le  même  sens. 

Nous  trouvons  encore  en  reprenant  les  raisonnements  du  n°  293, 
qu'on  a 

1        r   f( z)  dz        ,        .   ,  ,  ,    ,  V „ 

■>-iJ^^^   z-x 

les  coefficients  Jo,   J,,    .  .  . ,  J^,    ...    étant    donnés    par    les  for- 


(  '  )    Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XVII.  —  Voir  Œuvres  de 
Caucliy,  1"  série,  t.  VIII,  p.  ii5. 
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mules  (i6).  Pour  développer  en  série  la  seconde  intégrale^  obser- 
vons qu'on  a 


X  —  a  \  z  —  «I        X  —  a        {^x  —  a  y 


(5  — a)"-»  (3  — a)" 


{x  —  a,)"  (a:  —  z){^x  —  aj" 

et  que  l'intégrale  du  terme  complémentaire 

_L_.  ç  ii^^rn^d. 

tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment.  En  effet,  si  M' 
est  le  module  maximum  dey(^)  le  long  de  G',  le  module  de  celle 
intégrale  est  inférieur  à 

I    /R'\''     M'  „,        M'R'    /R'v" 


JL  /t^y    M'       _D'_    >l  R    /R\ 


R' 
et  le  facteur  —  est  inférieur  à  un.  Nous  avons  donc  aussi 
r 

^      ^        I        r    f{z)dz  K,  K,  K„ 

(20)       :     /      ■ = H- --+-...-<-  7 h..., 

"iTziJç^,^    x—z  X  —  a        {x  —  a)-  (x  —  a/* 

le  coefficient  K,,  étant  égal  à  l'intégrale  définie 
(2i)  K„=-î-.   f  {z-a)"-^f{z)dz. 

Il  suffit  maintenant  d'ajouter  les  deux  développements  (19)  et  (20) 
pour  avoir  le  développement  def(x). 

Dans  les  formules  (16)  et  (21)  qui  donnent  les  coefficients  J„ 
et  K„,  on  peut  prendre  les  intégrales  le  long  d'un  cercle  quel- 
conque r  compris  entre  G  et  G',  ayant  pour  centre  le  point  a,  car 

les  fonctions  sous  le  signe    /   sont  holomorphes  dans  la  couronne. 

Si  l'on  convient  de  faire  varier  l'indice  n  de  —  oc  à  +  x^,  on  peut 
alors  écrire  le  développement  de /(x) 

■+■  « 
{■11)  .f{x)=   2  J«(a^  — «)", 
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le  coefficient  J^  ajant   pour   expression,   quel  que  soit  le  signe 
de  /z, 


(23) 


f{z)dz 


Exemple.  —  Une  même  fonclion  f{x)  peut  admettre  des  développe- 
ments tout  à  fait  différents,  suivant  la  région  considérée.  Prenons  par 
exemple  une  fraction  rationnelle  /(x),  dont  le  dénominateur  n'a  que  des 
racine  simples  de  modules  différents;  soient  a,  b,  c,  . .  .,  l  ces  racines 
rangées  par  ordre  de  modules  croissants.  En  faisant  abstraction  de  la 
partie  entière  qui  n'intervient  pas  ici,  on  a 

,,    ,  A  B  G 


V C  '  '  '  X  —  / 

Dans  le  cercle  de  rayon  |  a  |,  ayant  pour  centre  l'origine,  chacune  des 
fractions  simples  peut  être  développée  suivant  les  puissances  positives 
de  a:,  et  le  développement  de  f{x)  est  identique  a  celui  que  donne  la  for- 
mule de  Maclaurin 

A  L    \ 

■    -f-  .  .  .  -I-   -; a7« .... 

Dans  la  couronne  comprise  entre  les  deux  cercles  de  rayons  |  a  |  et  |  6  |, 

,       »        .  I  I  I  >         I  -     1         -  • 

les  fractions  r»  '    •••'   ;  peuvent  être  développées  suivant 

X  —  b     X  —  c  X  —  l 

les  puissances  positives  de  x,  mais doit  être  développée  suivant  les 

^  "^  X  —  a  '^ 

j     I  ,, 

puissances  positives  de  —  >  et  1  on  a 
'^  ^  X 


B                  lA        /B 

..+  ^)- 

B       ,          ,      ï-   \     „ 

A 

.  .H 1- 

X 

Aa  Aa"-' 


Dans  la  couronne  suivante,  on  aura  un  développement  analogue,  et  ainsi 
de  suite.  Enfin,  à  l'extérieur  du   cercle  de   rayon  |  /  |,   on  n'aura  que  des 

puissances  de  — 

X 

.,    ,        A-1-...-1-L        Aa-h...4-L/                  Aa«~i-l-. .  .-i-L/«-' 
/(•^)= 1 Zi +...+ 


a?" 


29fi.  Séries  diverses.  —  Les  démonstrations  de  la  série  de  Taylor  et  de 
la  série  de  Laurent  reposent  en  définitive  sur  un  développement  particu- 
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lier  de  la  fraction  simple  ,  lorsque  le  point  x  reste  à  l'intérieur  ou 

à  l'extérieur  d'un  cercle  fixe.  M.  Appell  a  montré  qu'on  pouvait  encore 
généraliser  ces  formules,  en  considérant  une  fonction  y( a?)  holomorphe  à 
l'intérieur  d'une  aire  A  limitée  par  un  nombre  quelconque  d'arcs  de  cercle 
ou  de  circonférences  entières  (').  Considérons  par  exemple  une  fonc- 
tion/(.r)  holomorphe  dans  le  triangle  curviligne  PQR  {fig-  Oi)   formé 

Fi".  (îi. 


par  les  trois  arcs  de  cercle  PQ,  QR,  RP  appartenant  respectivement  aux 
trois  circonférences  C,  C,  C  Nous  avons,  x  désignant  un  point  quelconque 
à  l'intérieur  de  ce  triangle  curviligne, 

,,4,  /(.,  =  -!-./■  -ûii^^-^r  /<fi^^_u  f  Midi. 

Le  long  de  l'arc  PQ,  on  peut  écrire,  a  étant  le  centre  de  G, 

1  I  X  —  a  .      ^^  —  ^)"  '        /^  —  a\"-*-' 


—  a        {z  —  a)- 


(-  —  «)" 


z  —  X  \z  —  a 


X  —  a 

mais  quand  z  décrit  l'arc  PQ,  le  module  de  est  inférieur  à  un  ei, 

z  —  a  ' 

par  suite,  le  module  de  l'intégrale 


ipy, 

tend  vers  zéro  lorsque  n  croit  indéfiniment.  On  a  donc 
I       Ç    /{z)dz 


=  Jo -I-  Ji  (^7  —  a  )  -f- . . . -+- J„  (a:  —  a )« -f- . . . , 


(')  Acta  mathematica,  l.  I,  p.  i!\b. 
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les  coefficients  J,,,  Ji,  ...  étant  des  constantes  dont  il  serait  facile  d'avoir 
l'expression.  Le  long  de  l'arc  QR,  on  peut  écrire  de  même,  b  étant  le 
centre  de  C, 

I  I  z  —  b  (3  — è)"-i  i        /z  —  b\" 


X  —  z        X  —  b        (a-  —  by-  {x  —  b  }'!■  x  —  z\x^b 

(  z  —  6  \  " 
comme  le  module  de  ( j  1    tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indé- 
finiment, on  en  déduit,  pour  la  seconde  intégrale,  un  développement  de 
la  forme 

I       r    fiz)dz  K.       ^         K,  _  ,         K.  ^ 

^^'     •jTtt^yp,   ^  — 37  x  —  b        {x  —  bf       '"       (x  —  b)" 

On  trouve  de  même,  c  étant  le  centre  du  cercle  G", 

f(z)dz  L|  L,  L„ 


C         (x  —  C)'^  {x  —  c)" 


En  ajoutant  les  trois  formules  (a),  (P),  (y),  nous  obtenons  pour  y(^)  la 
somme  de  trois  séries  ordonnées   respectivement   suivant  les    puissances 

positives  de  x  —  a,  de  r  et  de  •  Il  est  clair  qu'on  peut  trans- 

*^,  X  —  6  X  —  c  i  r 

former  cette  somme  en  une  série  dont  tous   les  termes  sont  des  fonctions 

rationnelles  de  x,  par  exemple  en   réunissant  les  termes  de  même  degré 

en  27  —  a,  r> Le  raisonnement  qui  précède  s'applique  quel  que 

X  —  b      X c  irii  1 

soit  le  nombre  des  arcs  de  cercle. 

On  peut  remarquer  sur  l'exemple  précédent  que  les  trois  séries  (a), 
(P),  (y)  sont  encore  convergentes  lorsque  le  point  x  est  à  l'intérieur  du 
triangle  P'Q'R',  et  la  somme  de  ces  trois  séries  est  encore  égale  à  l'inté- 
grale   /  = — — — ^»  prise  le  long  du  contour  du  triangle  PQR  dans  le  sens 

f(z) 

direct.  Or,  lorsque  le  point  x  est  dans  le  triangle  P'Q'R',  la  fonction  — 

z  —  X 

est  holomorphe  à  l'intérieur  du  triangle  PQR  et,  par  suite,  l'intégrale  pré- 
cédente est  nulle.  Nous  obtenons  donc  de  cette  façon  une  série  de  frac- 
tions rationnelles  qui  est  convergente  lorsque  x  est  à  l'intérieur  de  l'un 
des  deux  triangles  PQR,  P'Q'R',  et  dont  la  somme  est  égale  à  f{x)  ou 
à  zéro,  suivant  que  le  point  x  est  dans  le  triangle  PQR  ou  dans  le 
triangle  P'Q'R'. 

En  restant  dans  le  même  ordre  d'idées,  M.  Painlevé  a  obtenu  des  résultats 
plus  généraux  (').  Considérons,  pour  rester  dans   un  cas  très  simple,  une 

(')  Sur  les  lignes  singulières  des  fonctions  analytiques  {Annales  de  la 
Faculté  de  Toulouse,  1888). 
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courbe  fermée  convexe  F,  admettant  une  tangente  qui  se  déplace  d'une 
manière  continue,  et  dont  le  rayon  de  courbure  reste  inférieur  à  une  cer- 
taine limite.  On  peut  alors,  comme  il  est  bien  aisé  de  le  voir,  faire  corres- 
pondre à  cbaque  point  M  de  T  un  cercle  C  tangent  en  ce  point  à  T  et  ren- 
fermant cette  courbe  tout  entière  à  lintérieur,  et  cela  de  telle  façon  que 
le  centre  de  ce  cercle  se  déplace  d'une  manière  continue  avec  M.  Soit  f(z) 
une  fonction  bolomorphe  à  l'intérieur  du  contour  T  et  continue  sur  ce 
contour  lui-même;  dans  la  formule  fondamentale 


/(.r)  =  7    / ! 


où  X  est  un  point  intérieur  à  V,  nous  pouvons  encore  écrire 
I  I  cr  —  a  (x  —  rt  )«  I 


;;  —  X        z  —  a        {z  —  af  {z  —  a)"^^        z  —  x  \z  — 

a  désignant  le  centre  du  cercle  C  qui  correspond  au  point  ;:  du  contour; 
a  n'est  plus  constant,  comme  dans  les  cas  déjà  examinés,  mais  c'est  une 
fonction  continue  de  z,  lorsque  le  point  M  décrit  la  courbe  F.  Malgré  cela, 

le  module  de  >  qui  est  une  fonction  continue  de  z,  reste  inférieur  à 

z  —  a 

un  nombre  fixe  p  plus  petit  que  un,  puisqu'il  ne  peut  atteindre  la  valeur  un, 

et,  par  suite,  l'intégrale  du  terme  complémentaire  tend  vers  zéro  lorsque  n 

augmente  indéfiniment.  Nous  avons  donc  encore 


„=.  ''■' 


et  il  est  clair  que  le  terme  général  de  cette  série  est  un  polynôme 
entier  P„(ar),  de  degré  n  au  plus.  La  fonction  f{x)  est  donc  dévelop- 
pable  en  une  série  de  polynômes  à  l'intérieur  du  contour  T. 

La  théorie  des  transformations  conformes  permet  d'obtenir,  pour  le 
développement  des  fonctions  holomorphes,  des  séries  d'une  autre  espèce. 
Soit  f(z)  une  fonction  holomorphe  à  l'inlérieur  d'une  aire  A  pouvant 
s'étendre  jusqu'à  l'infini.  Supposons  qu'on  sache  effectuer  la  représen- 
tation conforme  de  l'aire  A  sur  l'aire  d'un  cercle  G,  de  telle  façon  qu'à 
un  point  de  l'aire  A  corresponde  un  point  du  cercle  et  un  seul,  et  inver- 
sement; soit  a:=cp(3)  la  fonction  analytique  qui  fait  correspondre  à 
l'aire  A  un  cercle  G  ayant  pour  centre  le  point  w  =  o  dans  le  plan  des  u. 
Lorsque  la  variable  u  décrit  ce  cercle,  la  valeur  correspondante  de  z  est 
une  fonction  holomorphe  de  u.  Il  en  est  de  même  At  f{z)  qui  peut  par 
conséquent  être  développée  en  série  convergente  ordonnée  suivant  les 
puissances  de  m,  ou  de  <p(3),  lorsque  la  variable  z  reste  à  l'intérieur  de  A. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'aire  A  soit  la  bande  indéfinie  comprise 
entre  les  deux  parallèles  y=±at  l'axe  réel.  On  a  vu  (n"  280)  qu'en 

G.,  II  7 
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t:  z 

e^  —  I 
posant   w  =  — : >    on   fait  correspondre   à    cette   bande    un   cercle    de 

rayon  un  ayant  pour  centre  le  point  ii  =  o.  Toute  fonction  /(z)  holo- 
morphe  dans  la  bande  indéfinie  considérée  peut  donc  être  développée 
dans  celte  bande  en  série  convergente  de  la  somme 


fiz)=^Xn 


297.  Séries  de  fonctions  holomorphes.  —  La  soiTime  d'une  série 
uniformément  convergente,  dont  les  termes  sont  des  fonctions 
holomorphes  de  z,  est  une  fonction  continue  de  z,  mais  on  ne 
pourrait  pas  affirmer  sans  autre  preuve  que  celte  somme  est  aussi 
une  fonction  holomorphe.  Il  faut  encore  démontrer  qu'elle  admet 
en  chaque  point  une  dérivée  unique;  c'est  ce  qu'il  est  aisé  de 
faire,  au  moyen  de  l'intégrale  de  Cauchj. 

Observons  d'abord  qu'une  série  uniformément  convergente, 
dont  les  termes  sont  des  fonctions  continues  d'une  variable  com- 
plexe 5,  peut  être  intégrée  terme  à  terme  comme  dans  le  cas  d'une 
variable  réelle.  La  démonstration  donnée  pour  les  variables  réelles 
(1,  n°  114)  s'applique  sans  modification,  pourvu  que  le  chemin 
d'intégration  ait  une  longueur  finie. 

Le  théorème  que  nous  voulons  démontrer  est  évidemment  com- 
pris dans  la  proposition  plus  générale  suivante  : 

Soit 

(26)  A{z)-i-Mz)+...  +  fn{z)^... 

une  série  dont  tous  les  termes  sont  des  fonctions  analytiques 
holomorphes  dans  une  région  A,  limitée  par  un  contour 
fermé  F,  et  continues  sur  ce  contour.  Si  la  série  (26)  est  uni- 
formément convergente  sur  F,  cette  série  est  convergente  en 
tout  point  de  A,  et  sa  somme  est  une  fonction  holomorphe  ¥{z) 
dont  la  dérivée  p^f-me  ggf  représentée  par  la  série  formée  par 
les  dérivées  p^^'"^'^^  des  termes  de  la  série  (26). 

Soit  '•^'{z)  la  somme  de  la  série  (26)  en  un  point  de  F;  'f  (^)  est 
une  fonction  continue  de  z  le  long  de  ce  contour,  et  nous  avons 
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VU  (n"  291  :  Remarque)  que  lïntégrale  définie 


dz  _     I        I     v  =  i 

r         ■2T.it/ (Y)     z  —  x 


_       » 
<27)  ¥{x)  = .1     ^ =  -.    /      clz, 

OÙ  X  est  un  point  quelconque  de  A,  représente  une  fonction  holo- 
morphe  dans  la  région  A,  dont  la  dérivée/?'^"'"  a  pour  expression 


Mais  la  série  (26)  étant  uniformément  convergente  sur  F,  il  en 
€st  de  même  de  la  série  obtenue  en  divisant  tous  les  termes  par 
;;  —  ^,  et  l'on  peut  écrire 

F(.)=y-i-.  r -Ai^i^, 

V=l 

ou  encore,  puisque  /v(-)  est  une  fonction  holomorphe  à  l'intérieur 
de  r  [formule  (12)] 

F(;r)=/,(:r)+/,(:r)+...--/v(x) --.... 

La  formule  (28)  peut  de  même  s'écrire 

Cela  posé,  si  la  série  (26)  est  uniformément  convergente  dans 
une  région  A  du  plan,  x  étant  un  point  quelconque  de  cette 
région,  il  suffit  d'appliquer  le  théorème  précédent  à  un  contour 
fermé  F  situé  dans  A  et  entourant  le  point  x;  ce  qui  conduit  à 
l'cnoncé  suivant  : 

Toute  série  uniformément  convergente  dans  une  région  A 
du  plan^  et  dont  tous  les  termes  sont  des  fonctions  holomorphes 
dans  A,  représente  une  fonction  F(;;)  holomorphe  dans  la 
même  région.  La  dériiée  ^"^'««  de  ¥{z)  est  égale  à  la  somme 
de  la  série  obtenue  en  diJJ'érenliant  p  fois  chaque  terme  de  la 
série  qui  représente  ^{z)  (  '  )• 

(')  Cette  proposition  est  généralement  attribuée  à  Weiérslrass. 
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298.  Pôles.  —  Toule  fonction  holomorphe  dans  un  cercle  de 
centre  a  est  égale,  à  l'intérieur  de  ce  cercle,  à  la  somme  d'une 
série  entière 

(•^9)  /(-3)=  Ao+A,(2-a)...-+-A,„(2-a)"'  +  .... 

Nous  dirons,  pour  abréger,  que  la  fonction  est  régulière  au 
point  «,  qui  est  pour  la  fonction  wn  point  ordinaire;  nous  appel- 
lerons domaine  du  point  a  l'intérieur  d'un  cercle  C  de  rajon  p, 
décrit  du  point  a  comme  centre,  oi'i  la  formule  (29)  est  appli- 
cable. Il  n'est  pas  nécessaire,  d'ailleurs,  que  ce  soit  le  plus  grand 
cercle  à  l'intérieur  duquel  la  formule  ("^9)  a  Heu  ;  le  rayon  p  du 
domaine  sera  souvent  précisé  par  quelque  autre  propriété  parti- 
culière. 

Si  le  premier  coefficient  Aq  est  nul,  on  ay(«)  ^  o,  et  le  pointa 
est  un  zéro  de  la  fonction  f{z).  L'ordre  du  zéro  se  définit  comme 
pour  les  polynômes;  si  le  développement  de  f{z)  commence  par 
un  terme  de  degré  ni  en  z  —  a, 

/(5)  =  A,„(x:  — a)"'+A„,+,(^  — a)'«-^»  +  ...  (m>o), 

où  A,M  n'est  pas  nul,  on  a 

/(a)  =  o,        /(«)  =  o,  ...,         /•('«-i'(«)  =  o,        /('«)(«)  ^  G, 

et  le  point  a  est  dit  un  zéro  d'ordre  m.  On  peut  encore  écrire  la 
formule  précédente 

0(5)  étant  une  série  entière  qui  ne  s'annule  pas  pour  z  =  a.  Celte 
série  étant  une  fonction  continue  de  s,  on  peut  choisir  le  rayon  p 
du  domaine  assez  petit  pour  que  ^{z)  ne  s'annule  pas  dans  ce 
domaine,  et  l'on  voit  que  la  fonction y(^)  n'aura  pas  d'autre  zéro 
que  le  point  a  à  l'intérieur  de  ce  domaine.  Les  zéros  d' une  fonc- 
tion holomorphe  sont  donc  des  points  isolés. 

Tout  point  non  ordinaire  d'une  fonction  uniforme /(^)  est  dit 
un  point  singulier.  Un  point  singulier  a  d'une  fonction  f{z)  est 

un  pôle.,  si  ce  point  est  un  point  ordinaire  pour  l'inverse  y-/ — ^* 

Le  développement  de  -: —  suivant  les  puissances  de  2  —  a  ne  peut 

renfermer  de  terme  constant,  car  le  point  a  serait  alors  un  point 
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ordinaire  pour /(:;).  Supposons  que  le  développement  commence 
par  un  terme  de  degré  m  en  z-  —  «, 

(3o)  ^_==r^-«)"'cp(2), 

o{z-)  désignant  une  fonction  régulière  dans  le  domaine  du  point  a, 
qui  n'est  pas  nulle  pour  z  =^a.  On  en  déduit  inversement 

I  I  •'.  I      T    1 

(30  /(5)= r-  = 


(2  — a/«o(5)        (5  — a)'" 

•^(5)  désignant  encore  une  fonction  régulière  dans  le  domaine  du 
point  a,  qui  n'est  pas  nulle  pour  ;;=:«.  Cette  formule  peut  s'écrire 
sous  la  forme  équivalente 

C3i6«)     f{z)=        ^"'        +,      ^"'-'     ^  -f-...  +  -gi--^P(^-a), 

en  désignant  par  P(c  —  a),  comme  nous  le  ferons  souvent  par  la 
suite,  une  fonction  régulière  pour  c  ==  a,  et  B„,,  B„,_,,  ...,  B| 
étant  des  constantes.  Quelques-uns  des  coefficients  B, ,  B^,  . . . ,  B;;,_, 
peuvent  être  nuls,  mais  le  coefficient  B„,  est  certainement  diffé- 
rent de  zéro  ;  le  nombre  entier  m  est  dit  V ordre  du  pôle.  On  voit 

qu'un  pôle  d'ordre  m  de  J'{z)  est  un  zéro  d'ordre  m  pour -r —  et 
inversement. 

Dans  le  domaine  d'un   pôle  «,  le  développement  de  /{z)  se 
compose  d'une  partie  régulière  P(z  —  a),  et  d'un  polynôme  entier 

en-^;^ ;  ce  polynôme  est  appelé  \a  partie  principale  âe/(z)  dans 

le  domaine  du  pôle.  Lorsque  le  module  de  z  —  a  tend  vers  zéro, 
le  module  de  /{z)  augmente  indéfiniment,  de  quelque  façon 
que  le  point  z  se  rapproche  du  pôle.  En  effet,  la  fonction  '^{z) 
n'étant  pas  nulle  pour  ;;  =  a,  supposons  le  rayon  du  domaine  assez 
petit  pour  que,  dans  ce  domaine,  le  module  de  ^{z)  reste  supérieur 
à  un  nombre  positif  M.  En  désignant  par  r  le  module  de  z  —  a,  on  a 

M 

|/(s)l  >  -^  et,  par  suite,  |/(-)|  augmente  indéfiniment  lorsque/* 

tend  vers  zéro.  La  fonction  •l{z)  étant  régulière  pour  z  =  a,  soit  C 
un  cercle  de  centre  a  à  l'intérieur  duquel  'l{z)  est  holomorphe. 

Le  quotient  — est  une  fonction  holomorphe  pour  tous  les 

T  {Z  —  a)'"  *^        r 
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points  de  ce  cercle,  sauf  pour  le  point  a  lui-même.  Dans  le  do- 
maine a  d'un  pôle,  la  fonction  /(^)  n'admet  donc  pas  d'autre 
point  singulier  que  le  pôle  lui-même  ;  en  d'autres  termes,  les  pôles 
sont  des  points  singuliers  isolés. 

299.  Fonctions  méromorphes.  —  Toute  fonction  uniforme  qui, 
dans  une  région  A,  n'admet  pas  d'autres  points  singuliers  que  des 
pôles,  est  dite  une  fonction  méromorphe  dans  cette  région.  Une 
fonction  méromorphe  dans  tout  le  plan  peut  avoir  une  infinité  de 
pôles,  mais  elle  ne  peut  en  avoir  qu'un  nombre  fini  dans  une 
région  située  tout  entière  à  distance  finie.  La  démonstration  repose 
sur  un  théorème  général,  que  nous  aurons  encore  à  invoquer  :  Si 
dans  une  région  A,  située  tout  entière  à  distance  finie^  il  existe 
une  infinité  de  points  jouissant  d' une  propriété  particulière  y 
il  existe  au  moins  un  point  limite  dans  la  région  A,  ou  sur  son 
contour.  (Nous  entendons  par  point  limite  tout  point  dans  le  voi- 
sinage duquel  il  existe  une  infinité  de  points  jouissant  de  la  pro- 
priété en  question.)  On  établit  cette  proposition  par  le  procédé 
bien  souvent  employé  des  subdivisions  successives.  Désignons, 
pour  abréger,  par  (E)  l'ensemble  des  points  considérés,  et  imagi- 
nons qu'on  divise  la  région  A  en  carrés,  ou  portions  de  carrés, 
par  des  parallèles  aux  axes  Ox,  Oy;  il  y  aura  au  moins  une 
région  A,  renfermant  une  infinité  de  points  de  l'ensemble  (E). 
En  subdivisant  de  même  A|,  et  ainsi  de  suite,  on  formera  une 
suite  indéfinie  de  régions  A,,  Ao,  ...,  A„,  ...  de  plus  en  plus 
petites,  dont  chacune  est  contenue  dans  la  précédente,  et  renferme 
une  infinité  de  points  de  l'ensemble.  Tous  les  points  de  A„  tendent 
vers  un  point  limite  Z,  situé  à  l'intérieur  ou  sur  le  contour  de  A. 
Ce  point  Z  est  nécessairement  un  point  limite  de  (E),  puisque,  à 
l'intérieur  d'un  cercle  ayant  Z  pour  centre,  il  y  a  toujours  une 
infinité  de  points  de  (E),  aussi  petit  que  soit  le  rayon  de  ce 
cercle. 

Cela  posé,  supposons  que  la  fonction  y"(^)  soit  méromorphe  à 
l'intérieur  d'une  aire  A  à  distance  finie,  ainsi  que  sur  le  contour  F 
de  cette  aire.  Si  elle  admettait  une  infinité  de  pôles  dans  cette 
région,  il  y  aurait,  d'après  le  théorème  précédent,  vin  point  Z  au 
moins,  situé  dans  A  ou  sur  F,  dans  le  voisinage  duquel  il  y  aurait 
une  infinité  de  pôles.  Ce  point  Z  ne  pourrait  être  ni  un  pôle,  ni 
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un  point  ordinaire.  On  voit  de  même  que  la  fonction  f{z)  ne  peut 
admettre  qu'un  nombre  fini  de  zéros  dans  la  même  région.  Nous 
pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Toute  fonction  méromorplie  dans  une  aire  A,  tout  entière 
à  distance  Ji nie,  et  sur  son  contour,  n^ admet  dans  celte  aire 
qu  un  nombre  fini  de  zéros  et  r/u^un  nombre  fini  de  pôles. 

Dans  le  voisinage  d'un  point  quelconque  «,  une  fonction  méro- 
morphe  f{z)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(32)  f{z)=.{z-a^V-^{z), 

o(z)  étant  une  fonction  régulière  qui  n'est  pas  nulle  pour  s  =  a. 
L'exposant  u.  est  appelé  l'ordre  de  /(z)  au  point  a.  Cet  ordre 
est  nul,  si  le  point  a  n'est  ni  un  pùle  ni  un  zéro  poury(;;)  ;  il  est 
égal  à  m,  si  le  point  a  est  un  zéro  d'ordre  m  de  f{z)^  et  à  —  /*, 
si  a  est  un  pôle  d'ordre  //  poury(c). 

300.  Points  singuliers  essentiels.  —  Tout  point  singulier  d'une 
fonction  uniforme,  qui  n'est  pas  un  pôle,  est  un  point  singulier 
essentiel.  Un  point  singulier  essentiel  a  est  isolé,  s'il  est  possible 
de  décrire  un  cercle  G  de  centre  «,  à  l'intérieur  duquel  la  fonc- 
tion f{z)  n'ait  pas  d'autre  point  sin*;ulier  que  le  point  a  lui- 
même;  nous  nous  bornerons  pour  le  moment  à  ceux-là. 

Le  théorème  de  Laurent  fournit  immédiatement  un  développe- 
ment de  la  fonction /(s)  valable  dans  le  voisinage  d'un  point  sin- 
gulier essentiel  isolé.  Soit  C  un  cercle  de  centre  a,  à  l'intérieur 
duquel  la  fonction  f{z)  n'a  pas  d'autre  point  singulier  que  «; 
soit,  d'autre  part,  c  un  cercle  concentrique  et  intérieur  à  C.  Dans 
la  couronne  circulaire  comprise  entre  les  deux  cercles  C  et  c,  la 
fonction  f{z)  est  bolomorpbe,  et  par  suite  elle  est  égale  à  la 
somme  d'une  série  ordonnée  suivant  les  puissances,  positives  et 
négatives,  de  ^  —  «, 

(33)  fiz)=    2    A,„(;; -«)'«. 

m  =  —  x 

Ce  développement  est  valable  pour  tous  les  points  intérieurs  au 
cercle  C,  sauf  pour  le  point  a,  car  on  peut  toujours  prendre  le 
rayon  du  cercle  c  inférieur  à  \z  —  a|,  quel  que   soit  le  point  z 
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différent  de  a,  pris  dans  C,  et  les  coefficients  A,»  ne  dépendent 
pas  non  plus  de  ce  rayon  (n"  295).  Le  développement  (33)  con- 
tient d'abord  une  partie  régulière  au  point  a,  soit  P(^  —  a), 
formée  par  les  termes  à  exposants  positifs,  d'autre  part  une  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  de > 


(34) 


z  —  a        (z  —  a)         '        {z—a)'"- 

c'est  la  partie  principale  de  f{z)  dans  le  domaine  du  point  sin- 
gulier. Cette  partie  principale  ne  se  réduit  pas  à  un  polynôme, 
car  le  point  z=^a  serait  alors  lin  pôle,  contrairement  à  l'hypo- 
thèse (M-  C'est  une  fonction  entière  de En  effet,  soit  /•  un 

nombre  positif  quelconque  inférieur  au  rayon  du  cercle  C;  le 
coefficient  K_„i  de  la  série  (34)  a  pour  expression  (n"  295) 

A_„.=  -i^   f  {z-a)"^-^f{z)dz, 

l'intégrale  étant  prise  suivant  le  cercle  C  de  centre  a  et  de  rayon  r. 
On  a  donc 

(35)  |A_,„|<01i  (/•)'•'", 

01'L(/")  désignant  le  maximum  du  module  de  f{z)  le  long  du 
cercle  C.  La  série  (34)  est  donc  convergente  pourvu  que  \z  —  a\ 
soit  supérieur  à  /•,  et,  comme  /-  est  un  nombre  positif  qu'on  peut 
supposer  aussi  petit  qu'on  le  veut,  la  série  (34)  est  convergente 
pour  toute  valeur  de  z  différente  de  rt,  et  nous  pouvons  écrire 

/(z)  =  P(z  — a)-HG  (—^\, 
•^  \z  —  a  J 

V[z  —  a)  étant  une  fonction  régulière  au  point  a,  et  di- ) 

une  fonction  entière  (-)  de  -• 


(*)  Pour  n'oublier  aucune  hypothèse,  il  faudrait  aussi  examiner  le  cas  où  le 
développement  de/(s)  à  l'intérieur  de  G  ne  renferme  que  des  puissances  positives 
de  ^  —  a,  la  valeur  f  {a)  de  la  fonction  au  point  a  étant  différente  du  terme 
indépendant  de  ^  —  a  dans  la  série.  Le  point  z —  a  serait  pour/(^)  un  point 
de  discontinuité.  Nous  écarterons  cette  singularité,  d'un  caractère  tout  à  fait 
artificiel  {voir  plus  loin,  Chap.  XVI). 

(^)  Nous  désignerons  souvent  par  G  {x)  une  fonction  entière  de  x. 
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Lorsque  le  module  de  ^  —  a  diminue  indéfiniment,  la  valeur 
dey*(^)  ne  tend  vers  aucune  limite  déterminée.  D'une  façon  plus 
précise,  si^  du  point  a  comme  centre .,  on  décrit  un  cercle  C, 
avec  un  rayon  arbitraire  o,  il  existe  toujours  à  V intérieur  de 
ce  cercle  des  points  z  pour  lesquels  f{z)  diffère  d^aussi  peu 
qu'on  le  veut  de  tout  nombre  donné  à  l'avance  (Weierstrass). 

Démontrons  d'abord  que,  quels  que  soient  les  deux  nombres 
positifs  p  et  M,  il  existe  des  valeurs  de  ;;  pour  lesquelles  on  a  à  la 
fois  1^  —  a|<p,  |/(^)|>M.  Si,  en  effet,  le  module  de  f{z) 
était  au  plus  égal  à  M  lorsqu'on  a  |  :;  —  a  |  <<  p,  Orc(r)  serait  infé- 
rieur ou  égal  à  M  pour  /•  <<  p,  et,  d'après  l'inégalité  (35),  tous  les 
coefficients  A_„j  seraient  nuls,  car  le  produit  OrL(/*)/"*5M/*"' 
tendrait  vers  zéro  avec  /•. 

Considérons  maintenant  une  valeur  quelconque  A.  Si  l'équa- 
tion f(^z)^  A  admet  des  racines  à  l'intérieur  du  cercle  C,  aussi 
petit  que  soit  le  rajon  o,  le  théorème  est  établi.  Si  l'équa- 
tion /(z)  =  A  n'admet  pas  une  infinité  de  racines  dans  le  voisi- 
nage du  point  a,  on  peut  prendre  le  rayon  p  assez  petit  pour  qu'à 
l'intérieur  du  cercle  G  de  rayon  p,  ayant  pour  centre  a,  cette  équa- 
tion n'ait  aucune  racine.  La  fonction  o(z)=  -=. — ^ r  est  alors 

holomorphe  pour  tout  point  :;  intérieur  à  C,  sauf  pour  le  point  a\ 
ce  poini  a  ne  peut  être  qu'un  point  singulier  essentiel  pour  'f  (-), 
car,  dans  le  cas  contraire,  ce  point  a  serait  un  pôle  ou  un  point 
ordinaire  pour/(5).  Donc,  d'après  ce  qu'on  vient  de  démontrer, 
il  existe  des  valeurs  de  :;  à  l'intérieur  du  cercle  C  pour  lesquelles 
on  a 

|»(z)|>^  ou  1/(5)- A  |<e, 

aussi  petit  que  soit  le  nombre  positif  t. 

Cette  propriété  distingue  nettement  les  pôles  des  points  singu- 
liers essentiels.  Tandis. que,  dans  le  voisinage  d'un  pôle,  le  module 
de  la  fonction  y(3)  augmente  indéfiniment,  la  valeur  Aq  fl^z^  est 
complètement  indéterminée  pour  un  point  singulier  essentiel. 
M.  Picard  (')  a  obtenu  une  proposition  plus  précise  en  montrant 
que  toute  équation /(:;)  =  A  admet  une  infinité  de  racines  dans 

C)  Annales  de  l'École  Normale  supérieure,  i88o. 
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le  voisinage  d'un  point  singulier  essentiel,  une  exception  ne  pou- 
vant se  produire  que  pour  une  valeur  particulière  de  A. 

Exemple.  —   Le  point  z  =^  o   est  un   point  singulier  essentiel  pour  la 

fonction 

1 

-  I  T         I  II 

e-  =  iH 1 -I- ...  H 1- . . .  ; 

z        \  .-1  z'^  \  .1. .  .n  z"- 


il  est  facile  de  vérifier  que  l'équation  e"  =  A  admet  une  infinité  de  racines 
de  module  inférieur  à  p,  aussi  petit  que  soit  p,  pourvu  que  A  ne  soit  pas 
nul.  Soit  A  =  /'(cosO  -+-  tsinô),  on  tire  de  l'équation  précédente 

-  =  log/'-i-  i(6  -H  aA-Ti); 

pour  que  |  z  \  soit  <  p,  il  suffira  qu'on  ait 

(Iogr)'+(0-H2A-7r)2i4- 
P" 

Il  y  a  évidemment  une  infinité  de  valeurs  du  nombre  entier  k  qui  satis- 
font à  cette  condition.  Dans  cet  exemple,  il  y  a  une  valeur  exceptionnelle 
de  A,  à  savoir  A  =  o.  Mais  il  peut  aussi  arriver  qu'il  n'y  ait  aucune  valeur 

exceptionnelle;  tel  est  le  cas,  par  exemple,  de  la  fonction  sin  -  • 


301.  Résidus.  —  Soit  a  un  pôle  ou  un  point  singulier  essentiel 
isolé  d'une  fonction  /(-).  Proposons-nous  de  calculer  l'inté- 
grale   /  f[z)dz  le  long  d'un  cercle  C  de  centre  «,  tracé  dans  le 

domaine  du  point  a.  Nous  avons  la  partie  régulière  P(^  —  a), 
qui  donne  zéro  dans  cette  intégrale.  Quant  à  la  partie  princi- 
pale G( j,  on  peut  l'intégrer  terme  à  terme;  en  effet,  si  le 


point  a  est  vm  point  singulier  essentiel,  on  a  une  série  entière  qui 
est  uniformément  convergente.  L'intégrale  du  terme  général 

r    A-„t  dz 

est  nulle  si  l'exposant  m  est  plus  grand  que  un,  car  la  fonction 

primitive  — ,       reprend  la  même  valeur  après  que 

la  variable  a  décrit  un  chemin  fermé.  Au  contraire,  si  m==i, 
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l'intégrale  définie  A_,   /  - — "—  a  pour  valeur  a-f  A_,,  comme  le 
prouve  le  calcul  déjà  fait  au  n"  292.  On  a  donc  la  formule 


tT:iA_,=  f  f{z)dz. 


(C) 

qui  n'est  au  fond  qu'un  cas  particulier  de  la  formule  (aS),  don- 
nant les  coefficients  de  la  série  de  Laurent.  Le  coefficient  A_,  est 
appelé  le  résidu  de  la  fonction /(;)  relatif  au  point  singulier  «. 
Considérons  maintenant  une  fonction  /{:■),  continue  sur  un 
contour  fermé  F,  et  n'ajant  à  l'intérieur  de  ce  contour  F  qu'un 
nombre  fini  de  points  singuliers  «,  b,  c,  ...,  l.  Soient  A,  B, 
C,  ....  L  les  résidus  correspondants;  si  l'on  entoure  chacun  de 
ces  points  singuliers  d'un  cercle  de  rayon  très  petit,  l'inté- 
grale f  /(:-)ci:-,  prise  le  long  de  F  dans  le  sens  direct,  est  égale 

à  la  somme  des  intégrales  prises  le  long  des  petits  cercles,  dans 
le  même  sens,  et  nous  avons  la  formule  très  importante 

(3G)  f  f(z)(/z==7.-i{\-+-n-hC-+-...-hL), 

J{r) 

qui  exprime  que  l'intégrale  1  /(z)dz,  prise  le  long  de  F  dans 

le  sens  direct^  est  égale  au  produit  de  i-rzi  par  la  somme  des 
résidus  relatifs  aux  points  singuliers  de  f{z)  intérieurs  à  ce 
contour. 

Il  est  clair  que  le  théorème  s'applique  aussi  aux  contours  F 
formés  par  plusieurs  courbes  fermées  distinctes. 

On  voit,  d'après  cela,  le  rôle  important  des  résidus  :  il  est  utile 
de  savoir  les  calculer  rapidement.  Si  un  point  a  est  un  pôle 
d'ordre  m  pour /(^),  le  produit  {z  —  a)"^f{z)  est  régulier  au 
point  <7,  et  le  résidu  de  f{z)  est  évidemment  le  coefficient  de 
(::  —  «)'""'  dans  le  développement  de  ce  produit.  La  règle  se  sim- 
plifie dans  le  cas  d'un  pôle  simple;  le  résidu  est  alors  égal  à  la 
limite  du  produit  (;;  —  a) /(z)  pour  z  :=  a.  Le  plus  souvent,  la 
fonction y*(:;)  se  présente  sous  la  forme 

les  fonctions  P(^)  et  Q(z)  étant  régulières  pour  z  =  a,  et  P(rt) 
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n'étant  pas  nul,  tandis  que  a  est  un  zéro  simple  pour  Q(^).  Soit 
Q(:;)^(^  —  a)R(j);  le  résidu  est  égal  au  quotient  — — >  ou 
encore,  comme  on  le  vernie  immédiatement,  a  ,,,,      • 
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Les  applications  du  dernier  théorème  sont  innombrables.  Nous 
allons  en  donner  quelques-unes,  se  rapportant  principalement  au 
calcul  des  intégrales  définies  et  à  la  théorie  des  équations. 

302.  Remarques  diverses.  —  Soity(:;)  une  fonction  telle  que  le 
produit  i^z  —  a)  f{z)  tende  vers  zéro,  en  même  temps  que  |  ^  —  a\. 
L'intégrale  de  cette  fonction  le  long  d'un  cercle  y,  de  centre  a  et 
de  rayon  p,  tend  vers  zéro  avec  le  rayon  de  ce  cercle.  On  peut 
écrire  en  effet 

f  f(z)dz=  f  (z-a)f{z)-^; 

si?)  est  le  maximum  du  module  de  (g  —  a)  f{z)\e  long  du  cercle  y, 
le  module  de  l'intégrale  est  inférieur  à  ainri,  et  par  conséquent 
tend  vers  zéro,  puisque  r\  est  lui-même  infiniment  petit  avec  p.  On 
verrait  de  même  que,  lorsque  le  produit  (z  — a).f{z)  tend  vers 
zéro  lorsque  le  module  de  z  —  a  augmente  indéfiniment,  l'inté- 
grale  /  f{z)  dz^  prise  le  long  d'un  cercle  C  de  centre  a,  tend  vers 

zéro  lorsque  le  rayon  du  cercle  augmente  indéfiniment.  Ces  re- 
marques subsistent,  si,  au  lieu  d'intégrer  le  long  de  la  circonfé- 
rence entière,  on  intègre  seulement  le  long  d'une  partie,  pourvu 
que  le  produit  considéré  tende  vers  zéro  le  long  de  cette  partie. 
On  a  souvent  à  chercher  la  limite  supérieure  du  module  d'une 

intégrale  définie  de  la  forme   /    f{x)  dx,  prise  le  long  de  l'axe 

réel.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  «  <  b.  On  a  vu  plus  haut 
(n"  283)  que  le  module  de  cette  intégrale  est  au  plus  égal  à  l'in- 

tégrale  /     \f{x)\dx^  et,  par  conséquent,  inférieur  à  M(6  —  a), 

si  M  est  une  limite  supérieure  du  module  dey(^). 
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303.    Calcul  d'intégrales  définies  élémentaires.  —   L'intégrale 

définie  /        F(x)dx,  où  F(a:)  est  une  fonction  rationnelle,  prise 

le  long  de  l'axe  réel,  a  un  sens,  pourvu  que  le  dénominateur  ne 
s'annule  pour  aucune  valeur  réelle  de  x  et  que  le  degré  du  numé- 
rateur soit  inférieur  au  degré  du  dénominateur  d'au  moins  deux 
unités.  De  l'origine  comme  centre,  décrivons  un  cercle  G  de 
rayon  R  assez  grand  pour  que  toutes  les  racines  du  dénominateur 
de  F{x)  soient  à  l'intérieur  de  ce  cercle,  et  considérons  un  conlour 
d'intégration  formé  du  diamètre  BA,  tracé  suivant  l'axe  réel,  et 
de  la  demi-circonférence  C  située  au-dessus  de  l'axe  réel.  Les 
seuls  points  singuliers  de  F(z)  situés  à  l'intérieur  de  ce  contour 
sont  des  pôles,  qui  proviennent  des  racines  du  dénominateur 
de  F(:;)  pour  lesquelles  le  coefficient  de  i  est  positif.  En  dési- 
gnant par  SRjv  la  somme  des  résidus  relatifs  à  ces  pôles,  on  peut 
donc  écrire 


»^-R 


F(z)dz-\-   f  F(5)rfx;  =  îriSRA; 


lorsque  le  rayon  R  augmente  indéfiniment,  l'intégrale  le  long  de  G' 
tend  vers  zéro,  puisque  le  produit  ^  F(5)  est  nul  pour  z  infini,  et 
il  vient  à  la  limite 


./■ 


V  {x)  dx  =  '2 ir t  S  R/1-. 


On  ramène  facilement  aux  précédentes  les  intégrales  définies 

F(sin3*,  cosar)  dx^ 


l 


où  F  est  une  fonction  rationnelle  de  sinx  et  de  cos^r,  ne  devenant 
infinie  pour  aucune  valeur  réelle  de  x,  et  l'intégrale  étant  prise 
le  long  de  l'axe  réel.  Observons  d'abord  qu'on  ne  cbange  pas  la 
valeur  de  cette  intégrale  en  prenant  pour  limites  j^o  et  x^-\-  it,^ 
x^  étant  un  nombre  réel  quelconque  ;  on  peut  donc  prendre  pour 
limites  —  t:  et  +-71  par  exemple.  Or  le  changement  de  variable 

classique   tang-^<   ramène  l'intégrale  considérée   à   l'intégrale 

d'une  fonction  rationnelle   de   ^,   prise  entre  les  limites  —  00  et 

-{-  00,  car  tang  -  croît  de  —  c»  à  -|-  »  lorsque  x  croît  de  —  7:  à  +  tt. 
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On  peut  encore   opérer   autrement.    En   posant   <?'''=  c,   on  a 
dx  =  ^,  et  les  formules  d'Euler  donnent 

cosar  =  ,  sma:'=  : — , 


et  l'intégrale  proposée  se  change  en  une  intégrale 


/^C 


dz 

iz 


Quant  au  nouveau  chemin  d'intégration,  lorsque  x  croît  de  o  à  271, 
la  variable  z  décrit  dans  le  sens  direct  le  cercle  de  rayon  un  ayant 
pour  centre  l'origine.  Il  suffira  donc  de  calculer  les  résidus  de  la 
nouvelle  fonction  rationnelle  de  z^  relatifs  aux  pôles  dont  le  mo- 
dule est  inférieur  à  un. 


Prenons  par  exemple  l'intégrale  /       cot  ( A  dx,  q 

une  valeur  finie,  pourvu  que  b  ne  soit  pas  nul.  Nous  avons 


'.»•-  ii—hi\ 


ou  encore 

' X  —  a  —  l>i\        . e'^ -t-  6-''+"' 
cot  I  =  i r— :  • 


Le  changement  de  variable  e-^'=  z  conduit  donc  à  l'intégrale 


i 


z  -1-  e-A+^i  dz 

z p—b+ai     7. 


La  fonction  à  intégrer  admet  les  deux  pôles  simples  5  =  0, 
^  =  <?"*+'*',  et  les  résidus  correspondants  sont  — i  et  +2.  Si  b 
est  positif,  ces  deux  pôles  sont  à  l'intérieur  du  contour  d'intégra- 
tion, et  l'intégrale  est  égale  à  2Ttf;  si  b  est  négatif,  le  pôle  ^  =  0 
est  seul  à  l'intérieur  du  contour,  et  l'intégrale  est  égale  à  —  iT.i. 
L'intégrale  proposée  est  donc  égale  à  ±271/,  suivant  que  b 
est  positif  ou  négatif.  Nous  allons  donner  maintenant  quelques 
exemples  moins  élémentaires. 

Qimz 

304.  Intégrales  définies  diverses.  —    1"   La  fonction  ^  admet  les 
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ç—m  gin 

deux   pôles  -i- j  et  — i,   avec  les  résidus   -—^  et  —  -^-   Supposons  pour 

fixer  les  idées,  m  positif,  et  considérons  le  contour  formé  d'une  demi- 
circonférence  de  ra^'on  très  grand  R,  ayant  l'origine  pour  centre  et  située 
au-dessus  de  l'axe  réel,  et  du  diamètre  qui  coïncide  avec  l'axe  réel.  A  l'in- 

g/niz 

térieur  de  ce  contour,  la  fonction admet  le  seul  pôle  z  =  i,  et  l'in- 

tégrale  prise  le  long  du  contour  total  est  égale  à  t.  e-"K  Or  l'intégrale  le 
long  de  la  demi-circonférence  tend  vers  zéro  lorsque  le  rayon  R  augmente 

indéfiniment,    car   le    module   du    produit    — - — -e'"'~    le    long    de    cette 

'  I  -H  ^- 

courbe  tend  vers  zéro.  Fin  elTet,  si  l'on  remplace  z  par  R(cos6 -f- i  sinO), 
on  a 

giniz  ;^  g— mRsiiiO-i-//MRcos6 

et  le  module  e-'"'**'"^  reste  inférieur  à  l'unité  quand  6  varie  de  o  à  t. 
Quant  au    module  du  facteur  — ^^ —  j  il  est  nul  pour  z  infini.  On  a  donc  à 

l  -i-  z- 

la  limite 


ginix 
-dx  =  T.K-'" 


L 

si  l'on  remplace  e""-*^  par  cosma: -h  t  sin  mr,  le  coefficient  de  i  dans  le 
premier  membre  est  évidemment  nul,  car  les  éléments  de.  l'intégrale  se 
détruisent  deux  à  deux.  Comme  on  a,  de  plus,  cos( — mx)=  cosmx,  on 
peut  écrire  la  formule  précédente 

• 

Jr'*"'  cofi niT   ,         r 
dx  =  -  e-'". 

e'~ 
2"  La  fonction  — est  holomorphe  à  l'intérieur  du  contour  ARMB'A'NA 

{fig.  62)  formé  des  deux  demi-circonférences  BMB',  A'NA,  décrites  de 
l'origine  pour  centre  avec  les  rayons  R  et  /•,  et  des  lignes  droites  AB,  B'A'. 
On  a  donc  la  relation 

/      —dx-hf        ^  dz  -^  —dx  -h  j         -^dz  =  o, 

que  nous  pouvons  aussi  écrire 

r^gU_g-u  r       giz  r       giz 

1      dx-+-  —-dz^l         -^dz  =  0. 

Lorsque  /-tend  vers  zéro,  la  dernière  intégrale  tend  vers  — -i\  nous  avons 
en  effet. 


z         z 
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P(^)  étant  une  fonction  régulière  à  l'origine, 

r    îiidz=  f    p(z)dz-hf    ^^ 

•^(A'NA)    ^  »^(A'>-A)  ^lA'NA)    ^ 

L'intégrale  de  la  partie  régulière  P(^)  devient  infiniment  petite  avec  la 
longueur  du  chemin  d'intégration;  quant  à  la  dernière  intégrale,  elle  est 
égale  à  la  variation  de  Log(z)  le  long  de  A'NA,  c'est-à-dire  à  —  ttî. 


L'intégrale  le  long  de  BMB'  tend  vers  zéro  lorsque  R  augmente  indéfi- 
niment. Si  l'on  pose,  en  efi'et,  z  —  R(cosO  -+-  i  sinO),  il  vient 

Ç         îll  fiz  —  i  Ç     e-R8in9+/Rt058  ^0^ 

et  le  module  de  cette  intégrale  est  inférieur  à 

r      g-  RsinO  i^e  =  2   f^'  e-RsinO  ^0. 

,  A         Al         .''^1  sin6,,       .,         ,2  ,, 

Lorsque  0  croit  de  o  a  —  >  le  rapport  — r—  décroît  de  i  a  ->  et  1  on  a 

^  2  0  TT 


et,  par  suite, 


Rsin6>  -RG, 

2R0 
g-RsinÔ  <;  e       "  , 


.^         2RÔ 


Jo  Jo  "^'^  0         2R 


d'où  résulte  la  proposition  énoncée. 

En  passant  à  la  limite,  on  a  donc  {voir  I,  n°  100) 


X" 


:>iao p—lX 


dx 
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Il3 


/" 


sinar   ,    it 


3*  L'intégrale  de  la  fonction  entière  e~-'  le  long  du  contour  OABO 
formé  des  deux  rayons  OA  et  OB,  faisant  un  angle  de  45°,  et  de  l'arc  de 
cercle  AB  (^ff.  63),  est  égale  à  zéro,  ce  qu'on  peut  écrire 


»^  «^(AB)  «^lOB) 


e--'  dz. 


Fig.  63. 

y 

^< 

/^\ 

/V^'   — >        \ 

0 

A       •« 

Lorsque  le  rayon  R  de  la  circonférence  à  laquelle  appartient  l'arc  AB 
augmente  indéfiniment,  l'intégrale  le  long  de  l'arc  AB  tend  vers  zéro.  En 

effet,  si  nous  posons  z  =  R  (  cos  ï  -i-  i  sin  -  j ,  cette  intégrale  devient 


cos?-(-/slnp)  g  2  ^ç^ 


R     /*  ' 
et  son  module  est  inférieur  à  l'intégrale  —    /     e-'^'*"'?  rfcp.    Nous  poui 

encore  écrire,  comme  dans  l'exemple  précédent, 

,-      jR»? 

0 

La  dernière  intégrale  a  pour  valeur 


r>/>j  R/'*  R/"2     *"*? 

_     /        e-R'cos(p  d^=:   Il  e-R«sIn9  d^  <^  2  g         ^     dtf. 


\\e'    '^  j,  =  JL(i-e-H'), 


41 

et  tend  vers  zéro  lorsque  R  croît  indéfiniment. 

Le  long  du  rayon  OB,  on  peut  poser  ^  =  p(cos- 

G.,  H 


""?) 


>    ce  qui 

8 
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donne   g— ^'=  g— 'P',  et   en    faisant   croître    R  indéfiniment,  il   vient   à   la 
limite  [voir  1,  n"  135) 

/         e-'P     cos  - -4- I  sin  —    ap  =  /         e-^   dx  =  - — , 


ou  encore 


X 


'p'  dp  =  -î^ —  I  cos  —  —  t  sin  — 


^^   V       4      4 

En  égalant  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  t,  on  obtient  la  valeur 
des  intégrales  de  Fresnel 


(38) 


Jcosp' «ip  = -4 /  — >  /  sin  p*  o?p  =  -4  /  — < 


.r/'-'  û?a7 


30S.  Calcul  de  Y{p)Y{\—  p).  —  L'intégrale  définie    /         — 

la  variable  x  et  l'exposant  p  sont  réels,  a  une  valeur  finie  pourvu  que/> 
soit  positif  et  inférieure   un  ;  elle  est  égale  au  produit  r(jo)  r(i — jo)  (*). 

Pour  évaluer  cette  intégrale,  considérons  la  fonction >  qui  admet  un 

pôle,  le  point  z  = —  i,  et  un  point  de  ramification,  le  point  2  =  o.  Consi- 


dérons le  contour  abmb' a' na  {fig.  64)  formé  par  deux  circonfé- 
rences G  et  G',  décrites  de  l'origine  avec  les  rayons  /•  et  p  respectivement, 
et  les  deux  droites  ab  et  a' 6',  infiniment  voisines,  situées  de  part  et  d'autre 


(')  Il  suffit  de  remplacer   t  par dans  la  formule  du  bas  de  la  page  34o 

(t.  I.).  La  formule  (Bg),  démontrée  en  supposant/?  réel,  est  exacte,  pourvu  que 
la  partie  réelle  de  p  soit  comprise  entre  o  et  i. 
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d'une  coupure  tracée  suivant  ox.  La  fonction est  uniforme  à  i'inié- 

i-\-  z 

rieur  de  ce  contour  qui  ne  renferme  qu'un  point  singulier,  le  pôle  ^  =  —  i; 
pour  achever  de  la  déterminer,  nous  conviendrons  de  prendre  pour  argu- 
ment de  z,  celui  qui  est  compris  entre  o  et  21:.  En  appelant  R  le  résidu 
relatif  au  pôle  2  =:  —  i ,  nous  avons  donc 

r  zi'-i   ,        r  zn-^  dz       r    zp-^    ,        r  zp-^  dz        .   „ 

Les  intégrales,  le   long  des  circonférences  C  et  G',  tendent  vers  zéro 

lorsque  /'  croit  indéfiniment  ou  lorsque  p  diminue  indéfiniment,  car  il  en  est 

•          1              ,    .        ZP  .        , 

ainsi  du  produit -j  puisqu  on  a  o  <  />  <  i. 

Le  long  de  ab,  z  est  réel;  pour  plus  de  clarté,  représentons-le  para:. 
L'argument  de  z  étant  nul,  zp-^  est  égal  à  la  valeur  arithmétique  .r/*-'. 
Le  long  de  a' b\  z  est  encore  réel,  mais  son  argument  étant  ar,  on  a 

La  somme  des  deux  intégrales  le  long  de  ab  et  le  long  de  b'a'  a  donc  pour 
limite 


r  ,  _  gfKup-t)!    /  jx. 


Le  résidu  R  est  égal  à  ( — i)''"',  en    supposant  l'argument  de  — i  égal 
à  TT,  c'est-à-dire  à  e</'-"t'.  On  a  donc 


./' 


ax  = 


i_  e»it/(/>- 1)       g-p-i^Tù  _  g^p-h-ni     .  sin(/>  —  i)~ 


ou  enfin 


JC^"  xP-i  ît 

(  ±—dx=-r^. 

i-^x  siupr. 


306.  Application  aux  fonctions  méromorphes.  —  Étant  don- 
nées deux  fonctions  y  (:;),  'f(^),  dont  lune  /(-)  est  méromorphe 
à  l'intérieur  d'un  contour  fermé  C,  et  l'autre  o(z)  holomorphe  à 
l'intérieur  du  même  contour  [les  trois  fonctionsy(s),y'(3),  o(z) 
étant  continues  sur  le  contour  G],  cherchons  les  points  singuliers 

de  la  fonction  oÇz)'^ — ^  intérieurs  à  G.  Un  point  a  qui  n'est  ni 

un  pôle  ni  un  zéro  poury'(2)  est  évidemment  un  point  ordinaire 
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t       r  •  f ( Z)  .  f     \    f (Z)      c- 

pour  la  fonction  et,  par  suite,  pour  ^{z)  ■■  .  bi  un  point  a 

est  un  pôle  ou  un  zéro  de/(5),  on  peut  écrire,  dans  le  domaine 

(le  ce  point, 

f{z)  =  {z-a)\^^{z), 

Y-  désignant  un  nombre  entier,  positif  ou  négatif,  qui  est  égal  à 
l'ordre  de  la  fonction  en  ce  point  (n"  299),  et  '^{z)  étant  une 
fonction  régulière  qui  n'est  pas  nulle  pour  ^  =  «.  On  en  déduit, 
en  prenant  les  dérivées  logarithmiques, 

f{z)         z  —  a        i^{z) 
Comme,  d'autre  part,  on  a,  dans  le  domaine  du  point  «, 

?(-3)  =  tp(a)  +  (-5  — a)a'(6z)+..., 

•  f  (  z) 

le  point  a  est  un  pôle  du  premier  ordre  pour  le  produit  o{z)'     _  ■ . 

et  le  résidu  est  égal  à  tx'xi(o?),  c'est-à-dire  à  m'f(a),  si  le  point  a 
est  un  zéro  d'ordre  m  def(z),  et  à  —  no(a),  si  le  point  a  est  un 
pôle  d'ordre  n  de  f{z).  Nous  avons  donc,  d'après  le  théorème 
général  des  résidus,  en  supposant  qu'il  n'y  ait  pas  de  racine  àe  f{z) 
sur  le  contour  C, 

(40).  -L.   f  ^{z)^^dz  =  Z^{a)-y.o{b), 

a  étant  l'un  quelconque  des  zéros  de  f{z)  intérieurs  à  G,  ^  Tun 
quelconque  des  pôles  de  f{z)  intérieurs  à  C,  et  chacun  des  pôles 
et  des  zéros  étant  compté  autant  de  fois  que  l'exige  son  degré  de 
multiplicité.  La  formule  (4o)  fournit  une  infinité  de  relations, 
puisqu'il  suffît  de  prendre  pour  o(^z)  une  fonction  holomorphe. 
Faisons  en  particulier  C2(;)  =  i;  la  formule  précédente  devient 


(40  N  — P  =  -^   Ç  l-iz^dz, 


f'iz) 


N  et  P  désignant  respectivement  le  nombre  des  zéros  et  le  nombre 

des  pôles  àef[z)  àl'intérieur  du  contour  C.  Cette  formule  conduit 

f'iz) 
à  un  théorème  important.  En  eflfet,  •'.       est  la  dérivée  de  Log[/(5)]  ; 

pour  calculer   l'intégrale   définie  du    second  membre  de   la  for- 
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mule  (40'  ^^  suffit  donc  de  connaître  la  variation  de 

l«g|/('5)|  +  iarg./(5) 

lorsque  la  variable  z  décrit  le  contour  C  dans  le  sens  direct. 
Mais  1/(5)1  revient  à  sa  valeur  initiale,  tandis  que  l'argument 
de  f{z)  augmente  de  aK-r,  K  étant  un  nombre  entier  positif  ou 
négatif.  On  a  donc 

» 

c'est-à-dire  que  la  différence  N  —  P  est  égale  au  quotient  par  27c 
de  la  variation  de  l'argument  de  f{z)^  lorsque  la  variable  z 
décrit  le  contour  G  dans  le  sens  direct. 

Séparons  dans/(2)  la  partie  réelle  elle  coefficient  de  i 

lorsque  le  point  z  =  x -\- y  i  décrit  le  contour  Cdans  le  sens  direct, 
le  point  dont  les  coordonnées  sont  X,  Y,  par  rapport  à  un  système 
d'axes  rectangulaires  de  même  disposition  que  les  premiers,  décrit 
aussi  une  courbe  fermée  C|,  et  il  suffirait  d'avoir  tracé  approxi- 
mativement cette  courbe  Ci,  pour  en  déduire  aussitôt,  à  la  seule 
inspection,  le  nombre  entier  K.  Il  n'y  aurait  en  efiet  qu'à  compter 
le  nombre  de  circonférences  dont  a  tourné,  dans  un  sens  ou  dans 
l'autre,  le  rayon  vecteur  joignant  au  point  (X,  Y)  l'origine  des 
axes.  On  peut  encore  écrire  la  formule  (42)  • 


(43)         N-P:=-i-    r^a.ctans(Y)  =-^   r 


X  rfY  —  Y  d\ 


X2-i-  Y» 


Y 

comme  la  fonction  y  reprend  la  même  valeur  après  que  ,3  a  décrit 

le  contour  fermé  C,  l'intégrale  définie 


£ 


Xd\  —  Y  d\ 


,0      X^-4-Yt 

/  Y\  .      •  .Y 

est  égale  à  ttI  (  ^  )  '  ^^  nombre  I  étant  égal  à  l'indice  du  quotient  ^ 

le  long  du  contour  C,  c'est-à-dire  à  l'excès  du  nombre  de  fois  où 
ce  quotient  devient  infini  en  passant  de  H-  00  à  — 00  sur  le  nombre 
de  fois  où  il  devient  infini  en  passant  de  — oc  à  4-00  (I,  n°*79,  154). 
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Nous  pouvons  donc  encore  écrire  la  formule  (43)  sous  la  forme 
équivalente 

(44)  ^-^  =  i^(x 

307.  Application  à  la  théorie  des  équations.  —  Lorsque  la  fonc- 
tion f{z)  est  elle-même  liolomorphe  à  l'intérieur  du  contour  C, 
et  n'admet  ni  pôle  ni  zéro  sur  ce  contour,  les  formules  précédentes 
ne  renferment  que  les  racines  de  l'équation  y(^)  =  o,  qui  sont 
situées  à  l'intérieur  de  C.  Les  formules  (42),  (4^)  et  (44)  font 
connaître  le  nombre  N  de  ces  racines  au  moyen  de  la  variation  de 
l'argument  <le  f{z)  le  long  du  contour  G,  ou  au  moyen  de  Fin- 

Y 
dice  de  -rr-  Lorsque  la  fonction /(s)  est  un  polynôme  entier  en  s, 

à  coefficients  quelconques,  et  que  le  contour  C  se  compose  d'un 
nombre  fini  de  segments  de  courbes  unicursales,  on  peut  calculer 
cet  indice  par  des  opérations  élémentaires,  c'est-à-dire  des  multi- 
plications et  divisions  de  polynômes.  Soit  en  effet  AB  un  arc  du 
contour  qu'on  peut  représenter  par  les  formules 

x  =  o{t),      ^  =  4/(0, 

(s{t)ei'h[t)  désignant  des  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  <, 
qu'il  faudra  faire  varier  de  a  à  [3  pour  que  le  point  (^x^y)  décrive 
l'arc  AB  dans  le  sens  direct.  En  remplaçant  z  par  (p(<)  -\-i^(^t) 
dans  le  polynôme /(s),  il  vient 

f{z)=  R(n^  tRi(0 

R(<')  et  R((/)  étant  des  fonctions  rationnelles  de  /  à  coefficients 
réels.  L'indice  de  -^  le  long  de  l'arc  AB  est  donc  égal  à  l'indice  de 

A. 

P 

la  fonction  rationnelle  -^  lorsque  t  varie  de  a  à  J^,  indice  que  nous 

avons  appris  à  calculer  (I,  n"  79).  Si  le  contour  C  est  formé  de 
segments  de  courbes  unicursales,  il  suffira  donc  de  calculer 
l'indice  pour  cliacun  de  ces  segments,  et  de  prendre  leur  demi- 
somme,  pour  avoir  le  nombre  des  racines  de  f{z)  =  o  intérieures 
au  contour  C. 

Remarque.  —  Le  théorème  de  d'Alembert  se  déduit  aisément 
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des  résultats  précédents.  Démontrons  d'abord  un  lemme,  dont 
on  se  servira  plusieurs  fois.  Soient  F(2),  ^(3)  deux  fonctions 
holomorphes  à  l'intérieur  d'une  courbe  fermée  C,  continues 
sur  la  courbe  elle-même,  et  telles  que,  tout  le  long  de  C,  on 
ait  I  ^{z)  I  <;  I  F{z)  I  :  dans  ces  conditions,  les  deux  équations 

F(z)  =  o,         ¥{z)-h^(z)  =  o 

ont  le  même  nombre  de  racines  à  l'intérieur  de  G.  On  peut 
écrire  en  effet 


F(«)-H<ï>(3)=  ¥{z) 


lorsque  le  point  z  décrit  le  contour  G,  le  point  Z=  i  +  ^ — -  décrit 

une  courbe  fermée  située  tout  entière  à  l'intérieur  du  cercle  de 
rayon  un  décrit  du  point  Z  =  i  comme  centre,  puisqu'on  a 
I  Z  —  1 1  •<  i  lout  le  long  de  C.  L'argument  de  ce  facteur  revient 
donc  à  sa  valeur  initiale  après  que  la  variable  z  a  décrit  le  con- 
tour G,  et  la  variation  de  l'argument  de  ¥[z)-'r^{z)  est  égale  à 
la  variation  de  l'argument  de  ¥[z)'.,  les  deux  équations  ont  par 
conséquent  le  même  nombre  de  racines  à  l'intérieur  de  G. 

Gela  posé,  soit  f{z)  un  polynôme  de  degré  m  à  coefficients 
quelconques;  nous  poserons 

F(i)  =  Ao^"«,        <ï>(^)  =  A,5"'-'-H...-t-A,„,        /(z)  =  F(z)-4-*(z). 
Ghoisissons  un  nombre  positif  R  assez   grand  pour  qu'on  ait 


Ao 


R"'  '^'' 


tout  le  long  d'un  cercle  G  de  rayon  supérieur  à  R,  décrit  de  l'origine 

comme  centre,  on  aura  évidemment    -^    <  i  •  L'équation /(s)  =  o 

a  donc  le  même  nombre  de  racines  à  l'intérieur  du  cercle  G  que 
l'équation  F(z)  =  o,  c'est-à-dire  m. 

308.  Formule  de  M.  Jensen.  —  Soit  f{z)  une  fonction  méromorphe 
dans  un  cercle  G  de  rayon  r  ayant  pour  centre  l'origine,  holomorphe  et 
n'ayant  pas  de  zéros  sur  G.  Soient  aj,  aj,  ...,  a^  les  zéros  et  61,  62,  ...,  b^ 
les  pôles  de  f{z)  à  l'intérieur  de  ce  cercle,  chacun  d'eux  étant  compté 
avec  son  degré  de  multiplicité;  nous  supposerons  de  plus  que  l'origine  n'est 
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ni  un  pôle  ni  un  zéro  poury(^).  Nous  nous  proposons  de  calculer  l'inté- 
grale définie 

(45)  1=  rLog[/(^)]^, 

prise  le  long  de  G  dans  le  sens  direct;  nous  supposerons,  par  exemple, 
que  la  variable  z  part  du  point  z  =  r  sur  l'axe  réel,  l'argument  de/(3) 
ayant  une  valeur  choisie  à  l'avance.  En  intégrant  par  parties,  nous  avons 


(46)  1=1  Log(z)  Log[/(5)]i(C)-  f  Log( 


^>5r^"- 


la  première  partie  du  second  membre  désignant  l'accroissement  du  pro- 
duit Log(3)  Log[/(z)J  lorsque  la  variable  z  décrit  le  cercle  G.  Si  nous 
prenons  zéro  pour  valeur  initiale  de  l'argument  de  z,  cet  accroissement 
est  égal  à 

(log/'-i-2Trt)  j  Log[/(r)]-+-2TCi(n  — m)j  —  log/- Log [/(/•)] 
=  iTzi  Log[/(r)]  -f-  ■y.v:i{n  —  m)  log/-  —  /[(n  —  m)Tt^. 

Pour  calculer  la  nouvelle  intégrale  définie,  considérons  le  contour 
fermé  F,  formé  de  la  circonférence  G,  de  la  circonférence  c  décrite  de 
l'origine  avec  un  rayon  infiniment  petit  p,  et  des  deux  bords  infiniment 
voisins  ab,  a' b'  d'une  coupure  tracée  suivant  l'axe  réel  du  point  z  =^  p 
au  point  z  =  r  {fig.  64).  [Nous  admettrons,  pour  fixer  les  idées,  que_/(-) 
n'a  ni  pôle  ni  zéro  sur  cette  portion  de  l'axe  réel;  dans  le  cas  contraire, 
il  suffirait  de  tracer  une  coupure  faisant  un  angle  infiniment  petit  avec 
l'axe  réel.]  La  fonction  Logz  est  holomorphe  à  l'intérieur  de  T  et,  d'après 
la  formule  générale  (4o),  nous  avons  la  relation 

J^^^^o,u)j^az^£Lo,izyÇ^^^ 

J^c)  /(^)  ''\b,b,...b,J 

L'intégrale  le  long  du  cercle  c  tend  vers  zéro  avec  p,  car  le  pro- 
duit z  Logz  est  infiniment  petit  avec  p.  D'autre  part,  si  l'argument  de  z 
est  nul  le  long  de  a6,  il  est  égal  à  2Tct  le  long  de  a'6',  et  la  somme  des 
deux  intégrales  correspondantes  a  pour  limite 


I 


f'(z) 
2Tzi<jj--dz  =— 27rt  Log[/(r)]  -h  2111  Log[/(o)]. 


Il  reste  donc 


_£^Lo,(.).^..  =  .„-L„,(|i|^)..„L„,[££2] 
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et  la  formule  (46)  devient 

I  =  iTzHn  —  m)  logr 

+  271?  Log[/(o  )]  —  1TÙ  Log  K'^*'  '  '^"  j  —  4(n  — m)7:î. 

Pour  intégrer  le  long  du  cercle  C,  on  peut  poser  z  =  re'9  et  faire  varier  o 

de  o  à  -iTt.  On  lire  de  là  —  =  t  </ç;  soit  f(z)  =  Re'*,  R  et  *  étant  des 

fonctions  continues  de  <p  le  long  de  C.  En  égalant  les  coefficients  de  i  dans 
la  formule  piécédente,  nous  obtenons  la  formule  de  M.  Jensen  (') 

(47)  —    r'''logRrfç  =  log|/(o)|  +  logl;-«-'"^i^il^^ 
2it^^  I  aia*. .  .Un 

où  ne  figurent  plus  que  des  logarithmes  népériens  ordinaires. 

Lorsque  la  fonction  /(z)  est  holomorplie  à  l'intérieur  de  C,  il  est  clair 
qu'on  doit  remplacer  le  proiluit  bybi . . .  b,„  par  l'unité,  et  la  formule 
devient 

(48)  —  /       logR^cp  =  logl/(o)|  +  log    -— —   . 

Cette  relation  offre  cela  d'intéressant  qu'elle  ne  renferme  que  les  modules 
des  racines  de  /{z)  intérieures  au  cercle  C,  et  le  module  de  f(z)  le  long 
de  ce  cercle  et  pour  le  centre  de  ce  cercle. 

309.  Formule  de  Lagrange.  —  La  formule  de  Lagrange,  que 
nous  avons  établie  déjà  par  la  méthode  de  Laplace  (I,  n"  195), 
peut  aussi  se  démontrer  très  aisément  au  moyen  des  théorèmes 
généraux  de  Cauchy.  La  marche  que  nous  allons  suivre  est  due 
à  M,  Hermite. 

Soity*(s)  une  fonction  holomorphe  dans  un  certain  domaine  D 
renfermant  le  point  a.  L'équation 

(49)  F(z)  =  z-a-o,/(z)  =  o, 

où  a  est  un  paramètre  variable,  admet  la  racine  ;;  =  a,  pour  a=  o. 
Supposons  a^o;  soit  C  un  cercle  de  centre  a  et  de  rayon  /• 
situé  dans  le  domaine  D,  et  tel  qu'on  ait,  tout  le  long  de  ce 
cercle,  |  a/(5)  |  <;  |  :;  —  a|;  l'équation  F(s)  =  o  aura,  d'après  un 
lemme  établi  plus  haut  (n°  307),  le  même  nombre  de  racines  à 


(')  Acta  mathematica,  t.  XXII. 
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l'intérieur  du  contour  G  que  l'équation  z  —  a  =  o,  c'est-à-dire 
une  seule  racine.  Appelons  J^  cette  racine,  et  soit  0(3)  une  fonc- 
tion holomorphe  dans  le  cercle  G. 

La  fonction    „  ,^,    admet   un  seul  pôle  à  l'intérieur  de   G,  le 

point  z  =  ^^  et  le  résidu  correspondant  est  ,  •  On  a  donc, 
d'après  le  tliéorème  général, 

n(0  _  _i_  r  \\{z)dz  _  _i_   /•       n{z)dz 

V'{1)~  iTziJ^ç_^     F(s)      ~  •x^liJ^^.^z  —  a  —  %/{z)' 

Pour  développer  l'intégrale  qui  est  au  second  membre  suivant 
les  puissances  de  a,  nous  procéderons  exactement  comme  pour 
démontrer  la  formule  de  Tajior,  et  nous  écrirons 

ra/(z)-|«+i. 


z  —  a  —  a/(-3)        z — a        (z  —  a)^ 


(z— a)''-^'        z  —  a  —  afiz) 
en  portant  cette  valeur  dans  l'intégrale,  il  vient 

où 

J   =_L    rjHz)_dz  j    =  _L    f  [fi^)]"^('^)dz 

Soit  m  la  valeur  maximum  du  module  de  y-f{z)  tout  le  long  du 
cercle  G  :  m  est,  par  hypothèse,  inférieur  à  /-.  M  étant  la  valeur 
maximum  du  module  de  11(5)  le  long  de  G,  nous  avons 


■2.TZ  \  r  /         r  — 


m 


ce  qui  montre  que  R«+i  tend  vers  zéro  lorsque  n  croît  indéfini- 
ment. On  a  d'ailleurs,  d'après  les  expressions  mêmes  des  coeffi- 
cients Jo,  Ji ,  • . .,  J«,  ...  et  les  formules  (14)5 

Jo=lI(a),  ...,         J„^-L^|[/(a)J"n(a)|, 
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et  nous  obtenons  le  développement  en  série  suivant  : 

-4-  oo 

(5o)  ■?^  =  "(«)+2^.^!"^"^^-^^"^l"- 

On  peut  encore  écrire  cette  formule  sous  une  lorme  un  peu  dif- 
férente. Posons  U(z)  =  <l?{z)[i  —  a/'(s)],  ^(z)  étant  une  fonc- 
tion holomorphe  dans  la  même  région;  le  premier  membre  de  la 
formule  (5o)  ne  renfermera  plus  a  et  se  réduira  à  ^(C)-  Quant 
au  second  membre,  remarquons  qu'il  renfermera  deux  termes  de 
degré  n  en  a,  dont  la  somme  sera 

fL  ^]^(a)[f(a)]'>\  -  ,  ,,  ^ ;  l*(«)[/(«)l'-'/'(«)l 

nlda'^^     ^    '^•'^    '^    '        («  —  !)!  rfa"-»  f     v    /lyv     /j       j   \    '\ 

et  nous  retrouvons  la  formule  de  Lagrange  sous  sa  forme  habi- 
tuelle [voir  T,  n"  195,  formule  (âa)] 

(5i)  *(Q  =  ci,(a)  +  ^<I.'(a)/(a)-l-...+  ^^^i*'(a)[/(a)]«j-+-.... 

Nous  avons  supposé  que,  le  long  du  cercle  G,  on  a  |  oif(z)  \  <i  ^, 
ce  qui  aura  lieu  si  |  a  |  est  assez  petit.  Pour  trouver  la  valeur  maxi- 
mum de  I  a  |,  bornons-nous  au  cas  où  /(z)  est  un  polynôme  ou  une 
fonction  entière.  Soit  ÙÏL(r)  la  valeur  maximum  de  |y^(s)|  le  long 
du  cercle  G  de  rayon  /'  décrit  du  point  a  pour  centre;  la  démon- 
stration s'appliquera  à  ce  cercle,  pourvu  qu'on  ait  |a|Oll/( /•)<;/•. 
Nous  sommes  ainsi  conduits  à  chercher  la  valeur  maximum   du 

rapport  ■:—— — -,  lorsque  /■  varie  de  o  à  +  oo.  Ge  rapport  est  nul 

pour  /•  =  o,  car  si  01L(/)  tendait  vers  zéro  avec  /•,  le  point  z  =  a 
serait  un  zéro  de  /*(^),  et  F(z)  serait  divisible  par  le  facteur  z  —  a; 
ce  même  rapport  est  nul  aussi  pour  r=:oo,  car  autrement /"(z) 

serait  un  polynôme  du  premier  degré  (n"  294).  Il  s'ensuit  que  ^rp- — - 

passe  par  une  valeur  maximum  [x,  pour  une  valeur  /"i  de  /■.  Le 
raisonnement  prouve  que  l'équation  (49)  admet  une  racine  et  une 
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seule  de  module  inférieur  à  /•,,  pourvu  qu'on  ait  |a|«<jji.;  les 
développements  (5o)  et  (5i)  sont  donc  applicables  tant  que  |  a  |  ne 
dépasse  pas  p.,  pourvu  que  les  fonctions  ll{^)  et  ^(-z)  soient  elles- 
mêmes  holomorphes  dans  le  cercle  G)  de  rayon  ;*,. 

-2 —  I 

Exemple.  —  Soit  /(z)  = ;   l'équation  (49)  admet  la  racine 


r  _  I  —  \n 


qui  tend  vers  a  lorsque  a  tend  vers  zéro.  Prenons  \\{z)  =  i;  la  formule  (5o) 
devient 

+  00  4-  « 

*  1  1 

X„  étant  le  n''"'*  polynôme  de  Legendre  (voir  I,  n°'  90,  189).  Pour  savoir 
entre  quelles  limites  la  formule  est  applicable,  supposons  a  réel  et  supérieur 

CI             I      ]                                   '    -j                   .^1-  /    ^        (<*  +•  '')* — ' 
a  un.  sur  le  cercle  de  rayon  /',  on  a  évidemment  Olc^r)  =  , 

et  l'on  est  conduit  à  chercher  la  valeur  maximum  de >  lorsque  r 

(a-i-r)2— I  ^ 

croît  de  o  à  -+- oc.  Ce  maximum  a  lieu  pour  /' =  y/a* —  1  ,  et  il  est  égal 
■A  a —  sj a^ —  I  .  De  même,  si  a  est  compris  entre  —  1  et  -i-  1,  on  trouve,  par 

un  calcul  élémentaire  bien  simple,  que  .')II(/")  =  •  Le  maximum 

•2  y/i  —  a'- 

•?.r  \J  \  —  a 


de a  lieu  pour  r  =  y/i  —  a^*,  et  il  est  égal  à  un. 


Il  est  facile  de  vérifier  ces  résultats.  En  effet,  le  radical  v/T-^Tao-f-o^, 
considéré  comme  fonction  de  a,  admet  les  deux  points  critiques  a±.  y/a^  —  1. 
Si  l'on  a  a>i,  le  point  critique  le  plus  rapproché  de  l'origine  est 
a  —  s/a"^—  I.  Lorsque  a  est  compris  entre  — 1  et  -i-i,  les  deux  points 
critiques  a±i  ^  \  —  a^  ont  pour  module  l'unité. 

Ou  trouvera  dans  le  Cours  lithographie  de  M.  Hermite  (4*  édition,  p.  i85) 
une  discussion  très  complète  de  l'équation  de  Kepler  z  —  a  =  asinz  par 
cette  méthode.  On  est  conduit  à  calculer  la  racine  de  l'équation  transcen- 
dante e''(r  —  i)  =  e-''{r  -H  1)  qui  est  comprise  entre  i  et  2.  M.  Stieltjes  a 
obtenu  les  valeurs 

/■i  =  1 ,  199678640257734,         [JL  =  0,6627434193492. 

310.  Étude  d'une  fonction  pour  les  valeurs  infiniment  grandes 
de  la  variable.  —  Pour  étudier  une  fonction y*(s)  pour  les  valeurs 
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de  la  variable  dont  le  module  augmente  indéfiniment,  on  peut 

poser  z  =  —   el  étudier  la   fonction  /(  —  )   dans  le  voisinage  de 

l'origine.  Mais  il  est  facile  de  supprimer  cette  transformation 
intermédiaire.  Nous  supposerons  d'abord  qu'on  peut  trouver  un 
nombre  positif  R  tel  que  toute  valeur  finie  de  5,  de  module 
supérieur  à  R,  soit  un  point  ordinaire  ipowr  f{z).  Si,  de  l'origine 
comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  R,  on  décrit  un  cercle  C,  la 
fonction y*(:;)  sera  régulière  en  tout  point  z,  à  distance  finie,  situé 
à  l'extérieur  de  G.  Nous  appellerons  domaine  du  point  à  l^ infini 
la  régitm  du  plan  extérieure  à  G. 

Considérons,  en  même  temps  que  le  cercle  G,  un  cercle  concen- 
trique G',  de  rayon  R'>R.  La  fonction  y(3),  étant  holomorphe 
dans  la  couronne  circulaire  comprise  entre  G  et  G',  est  égale, 
d'après  le  théorème  de  Laurent,  à  la  somme  d'une  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  entières,  positives  et  négatives  de  ;;, 

(53)  f{z)=    ^    A_„.c"'; 

m  — —  • 

les  coefficients  A_,„  de  cette  série  sont  indépendants  du  rayon  R', 
et,  comme  ce  rayon  peut  être  pris  aussi  grand  qu'on  le  veut,  il 
s'ensuit  que  la  formule  (53)  s'applique  à  tout  le  domaine  du  point 
à  l'infini,  c'est-à-dire  à  toute  la  région  extérieure  à  G.  Gela  posé, 
nous  avons  plusieurs  cas  à  distinguer  : 

i"  Lorsque  le  développement  de/(3)  ne  renferme  que  des  puis- 
sances négatives  de  c, 

(54)  /(z)  =  Au+ A,-^-4-Aî^^...+ A,,,-^— ..., 

la  fonction  f{z)  tend  vers  Aq  lorsque  |  :;  |  augmente  indéfiniment; 
on  dit  que  la  fonction  f{z)  est  régulière  nu  point  à  l'infini^  ou 
encore  que  le  point  à  l'infini  est  un  point  ordinaire  de  /{^)- 
Si  les  coefficients  Ao,  A,,  A„,_,  sont  nuls,  A,«  n'étant  pas  nul, 
le  point  à  Vin  fini  est  un  zéro  d^  ordre  m  de  f{z). 

2°  Lorsque  le  développement  de  f(z)  contient  un  nombre  fini 
de  puissances  positives  de  :;, 

(55)  /(s)  =  B,„5"'-f-B,„_,3'«->-^...+  B,;;-4-Ao-hA,i  +A,^-4-..., 
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le  premier  coefficient  B„i  n'étant  pas  nul,  le  point  à  l'i/i/ini  est 
un  pôle  (Pordre  m  de  f{z)^  et  le  poljnome  B,„s'"H- . . .  +  B,  s 
e%\,\di  partie  principale  relative  à  ce  pôle.  Lorsque  \z  \  augmente 
indéfiniment,  il  en  est  de  même  de  |/(^)  |,  de  quelque  façon  que 
la  variable  z  se  déplace. 

3"  Enfin,  lorsque  le  développement  de  f{z)  contient  une  infi- 
nité de  puissances  positives  de  5,  le  point  à  V infini  est  un  point 
singulier  essentiel  de  f{z).  La  série  formée  par  les  puissances 
positives  de  z  représente  une  fonction  entière  G(5),  qui  est  la 
partie  principale,  dans  le  domaine  du  point  à  l'infini.  Nous 
voyons  en  particulier  qu'une  fonction  entière  admet  le  point  à 
l'infini  comme  point  singulier  essentiel. 

Les  définitions  précédentes  étaient  en  quelque  sorte  imposées 
par  celles  qui  avaient  déjà  été  adoptées  pour  un  point  à  distance 

finie.  Si  l'on  pose  en  efl'et  z=-^,  la  fonction /(5)  se  change  en 

une  fonction  de  5',  o(^z')  =fi-^\>  et  l'on  voit  immédiatement  que 

nous  n'avons  fait  que  transporter  au  point  à  l'infini  les  dénomi- 
nations adoptées  pour  le  point  z'^=o,  relativement  à  la  fonc- 
tion V){z').  En  raisonnant  par  analogie,  on  serait  tenté  d'appeler 
résidu  le  coefficient  A_,  de  z  dans  le  développement  (53),  mais 
ce  serait  à  tort.  Pour  conserver  la  propriété  caractéristique,  nous 

appellerons  résidu  relatif  au  point  à  l'infini  le  coefficient  de  — 

changé  de  signe,  c'est-à-dire  — A,.  Ce  nombre  est  encore  égal  à 


d^-//<=>'''- 


l'intégrale  étant  prise  dans  le  sens  direct  le  long  du  contour  du 
domaine  du  point  à  l'infini.  Mais  ici,  le  domaine  du  point  à  l'in- 
fini étant  la  portion  du  plan  extérieure  à  C,  le  sens  direct  corres- 
pondant est  le  sens  opposé  au  sens  habituel.  Celte  intégrale  se 
réduit  en  efl'et  à 

et,  lorsque  :;  décrit  le  cercle  C  dans  le  sens  voulu,  l'argument  de  z 
diminue  de  27:  :  ce  qui  donne  — A,  pour  l'intégrale. 

Il  est  essentiel  de  remarquer  qu'une  fonction  peut  fort  bien  être 
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régulière  à  l'infini,  sans  que  le  résidu  soit  nul;  par  exemple,  la 

fonction   i  +  -• 

Si  le  point  à  l'infini  est  un  pôle  ou  un  zéro  poury"(:;),  on  peut 
écrire,  dans  le  domaine  de  ce  point, 

f(z)  =  z[>-fiz), 

fjL  étant  un  nombre  entier,  positif  ou  négatif,  qui  est  égal  à  l'ordre 
de  la  fonction  changé  de  signe,  et  'f  (2)  étant  une  fonction  régu- 
lière à  l'infini,  qui  n'est  pas  nulle  pour  z  =  x.  On  en  déduit 

/'(.;)_  Il    ,    f(z), 
/(z)  z     ■     '^(Z)' 

la  fonction ^  est  encore  régulière  au  point  à  l'infini,  mais  son 

développement  commence  par  un  terme  en  —  >  ou  de  degré  supé- 
rieur. Le  résidu  de  — — r-  est  donc  égal  à  —  u,  c'est-à-dire  à  l'ordre 

de  la  fonction  /(z)  au  point  à  l'infini.  L'énoncé  est  le  même  que 
pour  un  pôle  ou  un  zéro  à  distance  finie. 

Soity(5)  une  fonction  uniforme  n'admettant  qu'un  nombre  fini 
de  points  singuliers.  La  convention  qui  vient  d'être  faite  pour  le 
point  à  l'infini  permet  d'énoncer,  sous  une  forme  très  simple,  le 
théorème  général  suivant  : 

La  somme  des  résidus  de  la  fonction  f{z)  dans  tout  le  plan^ 
y  compris  le  point  à  V infini^  est  nulle. 

La  démonstration  est  immédiate.  Décrivons  de  l'origine  comme 
centre  un  cercle  C  renfermant  tous  les  points  singuliers  de  f{z) 

(autres  que  le  point  à  l'infini).  L'intégrale    /  /(-)  dz^  prise  le  long 

de  ce  cercle  dans  le  sens  ordinaire,  est  égale  au  produit  de  "xrù 
par  la  somme  des  résidus  relatifs  à  tous  les  points  singuliers 
de /(s)  à  distance  finie.  D'autre  part,  la  même  intégrale,  prise  le 
long  du  même  cercle  en  sens  inverse,  est  égale  au  produit  de  iTzi 
par  le  résidu  relatif  au  point  à  l'infini.  La  somme  des  deux  inté- 
grales étant  nulle,  il  en  est  de  même  de  la  somme  des  résidus. 

Cauchy  appelait  résidu  intégral  d'une  fonction  f{z)  la  somme 
des  résidus  de  cette  fonction  pour  tous  les  points  singuliers  à  dis- 
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tance  finie.  Lorsqu'il  n'j  a  qu'un  nombre  fini  de  points  singuliers, 
nous  voyons  que  le  résidu  intégral  est  égal  au  résidu  relatif  au 
point  à  l'infini  changé  de  signe. 

Exemple.  —  Soit 


v/Q(^) 


P(z)  et  Q(3)  étant  deux  polynômes,  le  premier  de  degré  /?,  le 
second  de  degré  pair  2q.  A  l'extérieur  d'un  cercle  G,  de  rayon  R 
supérieur  aux  modules  des  racines  de  Q(s),  la  fonction /(s)  est 
uniforme,  et  l'on  peut  l'écrire 

/(z)  =  zi>-if(z), 

^{z)  étant  une  fonction  régulière  à  l'infini,  qui  n'est  pas  nulle 
pour  5  =  00.  Le  point  à  l'infini  est  un  pôle  pour y(5),  si/?  >  ^,  et 
un  point  ordinaire  si  p^g-  Le  résidu  sera  certainement  nul  si  p 
est  inférieur  à  q  —  i . 

IV.  —  PÉRIODES  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 

311.  Périodes  polaires.  —  L'étude  des  intégrales  curvilignes 
nous  a  révélé  l'existence  de  périodes  pour  ces  intégrales,  lorsque 
certaines  circonstances  se  présentent.  Toute  intégrale  d'une  fonc- 
tion f{z)  de  la  variable  complexe  s  étant  une  somme  d'intégrales 
curvilignes,  il  est  clair  que  cette  intégrale  pourra  aussi  posséder 
certaines  périodes.  Considérons  d'abord  une  fonction  analy- 
tique ./(-)  ne  possédant  à  l'intérieur  d'une  courbe  fermée  C 
qu'un  nombre  fini  de  points  singuliers  isolés,  pôles  ou  points 
singuliers  essentiels.  Ce  cas  est  absolument  analogue  à  celui  que 
nous  avons  étudié  pour  les  intégrales  curvilignes  (I,  n"  153),  et 
les  raisonnements  s'y  appliquent  sans  modification.  Tous  les 
chemins  intérieurs  au  contour  C  qu'on  peut  tracer  entre  deux 
points  5o,  Z  de  cette  région,  et  ne  passant  par  aucun  des  points 
singuliers  de  /(s),  se  ramènent  à  un  chemin  déterminé  joignant 
ces  deux  points,  précédé  d'un  nombre  quelconque  de  lacets  décrits, 
en  partant  de  Zoi  autour  des  points  singuliers  a,,  «2?  •••5  (^^n 
de/(z).  Soient  A, ,  Ao,  . . . ,  A„  les  résidus  correspondants  def(z); 
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l'intégrale  /  f{z)  ciz,  prise  le  long  du  lacet  entourant  le  point  a^, 
est  égale  à  ±  27:^' A,,  et  de  même  pour  les  autres.  Les  diverses 
valeurs  de  l'intégrale  /  f{z)dz  sont  donc  comprises  dans  la 
formule 

(56)  /     /(^)  rf^  =  F(Z) -h  27rt(/n,  A|-h  WîAî-f-. .  .+ «j„A„), 

F(Z)  étant  l'une  des  valeurs  de  cette  intégrale,  qui  correspond  à 
un  chemin  déterminé,  et  /w,,  ma,  ...  élant  des  nombres  entiers 
arbitraires,  positifs  ou  négatifs;  les  périodes  sont 

2t:iAi,     9,111  Ai,      ...,     2  TrtA„, 

Dans  la  plupart  des  cas,  les  points  r?, ,  rto,  . . . ,  a,i  sont  des  pôles, 
et  les  périodes  proviennent  de  circuits  infiniment  petits  décrits 
autour  de  ces  pôles,  d'où  le  nom  de  périodes  polaires  qu'on  leur 
donne  ordinairement,  pour  les  distinguer  de  périodes  d'une  autre 
espèce  dont  nous  parlerons  plus  loin. 

Au  lieu  d'une  région  du  plan  intérieure  à  une  courbe  fermée, 
on  peut  considérer  une  portion  du  plan  s'étendant  à  l'infini;  la 
fonction  y(;;)  peut  alors  avoir  une  infinité  de  pôles,  et  l'intégrale 
une  infinité  de  périodes.  Si  le  résidu  relatif  à  un  point  singulier  a 
de  f(z)  est  nul,  la  période  correspondante  est  nulle  et  le  point  a 
est  aussi  un  pôle  ou  un  point  singulier  essentiel  de  l'intégrale. 
Mais,  si  ce  résidu  n'est  pas  nul,  le  point  a  est  un  point  critique 
logarithmique  pour  l'intégrale.  Si,  par  exemple,  le  point  a  est  un 
pôle  d'ordre  m  de  /{z),  on  a,  dans  le  domaine  de  ce  point, 

et,  par  suite, 

f   /{z)dz  =  G  —  - pi- -f-...-f-B,Log(-  — a) 

H- Ao(4;  — a)-+-  Al L-_^..., 

C  étant  une  constante  qui  dépend  de  l'origine  ^o  et  Ju  chemin 
suivi  par  la  variable. 

G.,  II.  9 
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En  appliquant  ces  considérations  générales  aux  fonctions  ration- 
nelles, on  rend  intuitifs  un  certain  nombre  de  résultats  bien 
connus.  Ainsi,  pour  que  l'intégrale  d'une  fonction  rationnelle 
soit  elle-même  une  fonction  rationnelle,  il  est  nécessaire  que  cette 
intégrale  n'ait  pas  de  périodes,  c'est-à-dire  que  tous  les  résidus 
soient  nuls.  Cette  condition  est  d'ailleurs  suffisante.  L'intégrale 
définie 

dz 


i: 


admet  un  seul  point  critique  z  =  o,  et  la  période  correspondante 
est  iTzi]  c'est  donc  dans  le  Calcul  intégral  que  se  trouve  la  \ét'\- 
table  origine  des  valeurs  multiples  de  Log(3  —  a),  comme  on  l'a 

Jr^  dz 
—  (n"  2S9).  Prenons  de  même 

l'intégrale  définie 


r     dz 


elle  admet  les  deux  points  critiques  logarithmiques  +  f  et  —  i, 
mais  il  n'y  a  qu'une  seule  période  qui  est  tt.  Quand  on  se  borne 
aux  valeurs  réelles  de  la  variable,  les  diverses  déterminations 
de  arctangx  se  présentent  comme  autant  de  fonctions  distinctes 
de  la  variable  x.  Nous  voyons  au  contraire  comment  la  concep- 
tion de  Cauchy  nous  conduit  à  les  considérer  comme  autant  de 
branches  distinctes  d'une  même  fonction  analytique. 

Remarque.  —  Lorsqu'il  y  a  plus  de  trois  périodes,  la  valeur  de  l'inté- 
grale définie  en  un  point  quelconque  z  peut  être  tout  à  fait  indéterminée. 
Rappelons  d'abord  ce  résultat  emprunté  à  la  théorie  des  fractions  con- 
tinues (')  :  Etant  donné  un  nombre  réel  incommensurable  a,  on  peut 
toujours  trouver  deux  nombres  entiers  p  et  g',  positifs  ou  négatifs,  tels 
qu'on  ait  |/>  -i-  ^a  ;  <  £,  e  étant  un  nombre  positif  arbitraire. 

Les  nombres  p  el  q  étant  choisis  de  celte  façon,  imaginons  qu'on 
forme  la  suite  des  multiples  de  p  -h  q  oi..  Tout  nombre  réel  A  est  égal  à  l'un 
de  ces  multiples,  ou  compris  entre  deux  multiples  consécutifs.  On  pourra 
donc  aussi  trouver  deux  nombres  entiers  m  et  n  tels  que  |  m -+-  /la  —  A  | 
soit  plus  petit  que  t.  Gela  posé,  considérons  la  fonction 

-,    ,  I     /       I  a  i  i& 

f{z)  =  :     ■  H H 1 i— j 

■^.■Ki  \z  —  a        z  —  o        z  —  c        z  —  a 

(')  On  en  trouvera  un  peu  plus  loin  une  démonstration  directe  (n°  324). 
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a,  b,  c,  d  étant  quatre  pôles  différenls,  et  a,  ^  désignant  des  nombres  réels 

incommensurables.   L'intégrale     /     f(z)dz  admet  les  quatre  périodes  i, 

a,  t,  ip.  Soient  1(3)  la  valeur  de  l'intégrale  prise  suivant  un  chemin  par- 
ticulier de  Zo  en  z,  et  M.  +  Ni  un  nombre  complexe  quelconque.  On  peut 
toujours  trouver  quatre  nombres  entiers  m,  n,  m',  n'  tels  que  le  module 
de  la  différence 

l(z)  -Jt-  m-+-  noL-^  i{m'^  n'^)  —  {M  -h^i) 
soit  inférieur  à  un  nombre  positif  e.  Il  suffira  pour  cela  qu'on  ait 

\  m -h  na.  —  A  1  < ->         l/n'-t-n'S  —  B|<-> 

en  posant  M  h-  Ni  —  l{z)  =  A-i-  l'B.  Il  est  donc  possible  de  faire  décrire 
à  la  variable  un  chemin  réunissant  deux  points  donnés  à  l'avance,  zq,  z, 

tel  que  la  valeur  de  l'intégrale  1  /{z)dz  prise  le  long  de  ce  chemin  dif- 
fère d'aussi  peu  qu'on  le  veut  de  tout  nombre  donné  à  l'avance.  Nous 
voyons,  une  fois  de  plus,  le  rôle  prépondérant  du  chemin  suivi  par  la 
variable  pour  la  valeur  finale  d'une  fonction  analytique. 

'  '   —    Le   Calcul  intégral 

explique  de  même  de  la  façon  la  plus  simple  les  valeurs  multiples 
de  la  fonction  arcsin;;;  elles  proviennent  en  efl'et  des  diverses 
déterminations  de  l'intégrale  définie 

(57)  F(z)=.r-ÉL^, 

suivant  le  chemin  décrit  par  la  variable.  Pour  fixer  les  idées,  nous 
supposerons  qu'on  part  de  l'origine  avec  la  valeur  initiale  -h  i 
pour  le  radical,  et  nous  désignerons  par  I  la  valeur  de  celte  inté- 
grale, prise  suivant  un  chemin  déterminé  (ou  chemin  direct),  par 
exemple,  suivant  la  ligne  droite  lorsque  le  point  z  n'est  pas  situé 
sur  l'axe  réel  et  en  dehors  du  segment  compris  entre  —  i  et  +  i; 
lorsque  z  est  réel  et  |  :;  |  >  i,  nous  prendrons  pour  chemin  direct 
un  chemin  situé  au-dessus  de  l'axe  réel. 

Cela  posé,  les  points  ;  =  -h  i ,  z  =  —  i  étant  les  seuls  points 
critiques  de  y/i  —  c--,  tout  chemin  conduisant  de  l'origine  au 
point  z  peut  être  remplacé  par  une  suite  de  lacets  décrits  autour 
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des  deux  points  critiques  +i  et  — i,  suivis  du  chemin  direct. 
Nous  sommes  donc  conduits  à  étudier  la  valeur  de  l'intégrale 
le  long  d'un  lacet.  Considérons,  par  exemple,  le  lacet  OamaO, 
décrit  autour  du  point  ^  ^ -j- i  ;  ce  lacet  se  compose  du  seg- 
meut  Oa  allant  de  l'origine  au  point   i  —  Sj   du  cercle  ama  de 

Fig.  65. 


-Q    17  ^^oG^ 


rayon  e  décrit  de  ;  =  i  comme  centre  et  du  segment  aO.  L'inté- 
grale le  long  du  lacet  est  donc  égale  à  la  somme  des  intégrales 


dx  r  dz  r         dx 


Ç        _dx__        r  dz  I 

Jq  y/l— ar»       «>'(rtm«)  y/' —  ^^       --^l 


'-'i-tVi  —  x^ 

l'intégrale  le  long  du  petit  cercle  tend  vers  zéro  avec  ç,  car  le 
produit  {z  —  i) /(z)  tend  aussi  vers  zéro.  D'autre  part,  lorsque  ^ 
a  décrit  ce  petit  cercle,  le  radical  a  changé  de  signe  et,  dans  l'in- 
tégrale le  long  du  segment  «O,  on  doit  prendre  pour  ^/ 1  — x'^  la 
valeur  négative.  L'intégrale  le  long  du  lacet  est  donc  égale  à  la 

limite  de  2  /  .  lorsque  t  tend  vers  zéro,  c'est-à-dire  à  t.. 

Nous  remarquerons  que  la  valeur  de  cette  intégrale  ne  dépend  pas 
du  sens  dans  lequel  le  lacet  est  décrit,  mais  on  revient  au  point  de 
départ  avec  la  valeur  —  1  pour  le  radical. 

Si  l'on  décrivait  le  même  lacet  autour  du  point  s=-f-i,  le 
radical  ayant  la  valeur  initiale  —  i,  la  valeur  de  l'intégrale  le  long 
du  lacet  serait  égale  à  —  tt,  et  l'on  reviendrait  au  point  de  départ 
avee  la  valeur  -+- 1  pour  le  radical.  On  voit  de  la  même  façon 
qu'un  lacet  décrit  autour  du  point  critique  ^= — i  donne  — i: 
ou  -t- TT  dans  l'intégrale,  suivant  qu'on  part  de  l'origine  avec  la 
valeur  initiale  -h  i  ou  —  i  pour  le  radical. 

Si  nous  faisons  décrire  à  la  variable  deux  lacets  successifs,  on 
reviendra  à  l'origine  avec  la  valeur  initiale  -+-  i  pour  lé  radical, 
et  la  valeur  de  l'intégrale  le  long  de  ces  deux  lacets  sera  +271,  o, 
ou  —  271,  suivant  l'ordre  dans  lequel  ces  deux  lacets  sont  par- 
courus. Un  nombre  pair  de  lacets  donnera  donc  amTî  pour  valeur 
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de  l'intégrale,  et  ramènera  le  radical  à  sa  valeur  initiale  +  i .  Un 
nombre  impair  de  lacets  donnera  au  contraire  (ini  -\-  i)tz  pour 
valeur  de  l'intégrale,  et  la  valeur  finale  du  radical  à  l'origine 
sera  — i.  Il  s'ensuit  que  la  valeur  de  l'intégrale  F(v)  sera  de 
l'une  des  deux  formes 

l-hîni-,     (2m-i-i)r  —  I, 

suivant  que  le  chemin  décrit  par  la  variable  peut  être  remplacé 
par  le  chemin  direct,  précédé  d'un  nombre  pair  ou  d'un  nombre 
impair  de  lacets. 

313.   Périodes  des  intégrales  ultra-elliptiques.  —  On  peut  étu- 
dier de  la  même  façon  les  valeurs  diverses  de  l'intégrale  définie 


(58)  F(z) 


où  ^{z)  et  R(;)  sont  deux  polynômes  entiers,  dont  le  second  R(-), 
de  degré  «,  s'annule  pour  n  valeurs  distinctes  de  z, 

R(z)  =  A(5  —  e,)(z  — «,)...(--««). 

Nous  supposerons  que  le  point  ^o  est  distinct  des  points  61,^2,  ...,<?«; 
l'équation  «*=R(;o)  admet  alors  deux  racines  distinctes,  +  «o 
et  —  «0  ;  nous  appellerons  Mq  la  valeur  initiale  du  radical  y''K(5). 
Si  l'on  fait  décrire  à  la  variable  z  un  chemin  de  forme  quelconque 
ne  passant  par  aucun  des  points  critiques  ^,,  <?2,  ...,  e^,  la  valeur 

du  radical  \/R(  j)  en  chaque  point  de  ce  chemin  est  déterminée  par 
la  continuité.  Imaginons  que  de  chacun  des  points  ei,  Cj,  ...,  e„, 
on  trace  dans  le  plan  une  coupure  indéfinie,  de  façon  que  ces 
coupures  ne  se  croisent  pas  entre  elles.  L'intégrale,  prise  depuis  ::o 
jusqu'à  un  point  quelconque  ^  suivant  un  chemin  assujetti  à  ne 
traverser  aucune  de  ces  coupures  (ou  chemin  direct),  a  une  valeur 
bien  déterminée  I(^)  pour  chaque  point  z  du  plan.  Nous  avons 
encore  à  étudier  l'influence  d'un  lacet  décrit,  à  partir  de  Sq?  autour 
de  l'un  quelconque  des  points  critiques  e,-,  sur  la  valeur  de  l'inté- 
grale. Soit  2E,  la  valeur  de  l'intégrale  prise  le  long  d'un  contour 
fermé,  partant  de  :;o  et  entourant  le  seul  point  critique  e/,  la  valeur 
initiale  du  radical  étant  Mo;  celte  valeur  ne  dépend  pas  du  sens 
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dans  lequel  ce  contour  est  décrit,  mais  seulement  de  la  "valeur  ini- 
tiale du  radical  au  point  ^^o-  Appelons  en  effet  aE^-  la  valeur  de 
l'intégrale  prise  le  long  du  même  contour  dans  le  sens  opposé,  la 
valeur  initiale  du  radical  étant  la  même  Mq-  Si  nous  faisons  décrire 
à  la  variable  z  le  contour  considéré  deux  fois  de  suite  et  dans 
deux  sens  opposés,  il  est  clair  que  la  somme  des  intégrales  obte- 
nues est  nulle  ;  mais  l'intégrale  le  long  du  premier  contour  est  2E/, 
et  l'on  revient  au  point  Zq  avec  la  valeur  —  Uq  pour  le  radical. 
L'intégrale  le  long  du  contour  décrit  en  sens  inverse  est  donc 
égale  à  — aE^,  et  par  suite  E^=E/.  Le  contour  fermé  considéré 
peut  se  réduire  à  un  lacet  formé  par  une  ligne  droite  ZQa.,  le 
cercle   c/   de   rayon   infiniment    petit    décrit   autour   de   ei   et  la 

Fig.  66. 


droite   aZf^   ^fig-   ^6);    l'intégrale   le   long   de   c/   est  infiniment 


petite,  puisque  le  produit  (5  —  ei) 


tend  vers  zéro  avec  le 


module  de  z  —  <?/.  Quant  aux  intégrales  le  long  de  So«  et  le  long 
de  «^0?  leurs  éléments  s'ajoutent,  et  il  reste 


''■=/ 


7^W 


l'intégrale  étant  prise  suivant  la  ligne  droite,  et  la  valeur  Initiale 
du  radical  étant  u^. 

Cela  étant,  l'intégrale  prise  le  long  d'un  chemin  qui  se  ramène 
à  la  suite  de    deux  lacets    décrits  autour    des  points  e»,   ep,  est 
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égale  à  aE» — aE^,  car,  après  le  premier  lacet,  on  revient  au 
point  Zo  avec  la  valeur  —  Uq  pour  le  radical,  et  l'intégrale  le  long 
du  second  lacet  est  égale  à  —  2Ep.  Après  avoir  décrit  ce  nouveau 
lacet,  on  revient  au  point  ^o  avec  la  valeur  initiale  primitive  «o- 
Si  le  chemin  décrit  par  la  variable  se  ramène  à  un  nombre  pair 
de  lacets  décrits  autour  des  points  ^a,  ep,  Cy,  ej,  .  .  .  ,  e-^,  e\  suc- 
cessivement (les  indices  a,  (B,  .  .  .  ,  x,  A,  étant  pris  parmi  les 
nombres  i,  2,  ...,  n)  suivi  du  chemin  direct  allant  de  ^0  en  5, 
la  valeur  de  l'intégrale  le  long  de  ce  chemin  est,  d'après  cela, 

F(z)  =  I -f- 2(Ea- Ep)  ^- ^(Ey- Es) +...-+- 2(E.^- Ex). 

Au  contraire,  si  le  chemin  suivi  par  la  variable  peut  se  ramener  à 
un  nombre  impair  de  lacets  décrits  successivement  autour  des 
points  critiques  ^a,  e^,  .  .  .,  e^?  ^li  ^(u  'a  valeur  de  l'intégrale  est 

F(z)  =  2(Ea- Ep) -f-. .  .-1- ^(Ex- Ex) -+- îEp^— I. 

L'intégrale  considérée  admet  donc  pour  périodes  toutes  les  expres- 
sions 2  (E/ — Ea),  mais  toutes  ces  périodes  se  ramènent  à  (/i  —  i) 
d'entrés  elles  : 

tu,=  2(E,— E„),         œ2=2(E2— E„),  ...,  to„_i  =  2(E,,_,— E„); 

il  est  clair  en  effet  qu'on  peut  écrire 

•2(E,— Ea)  =  2(E/— E„)  — 2(E/,—  E„)  =  0),— 10/,. 

Comme  d'autre  part  on  a  2E,ji=  ^\i.-\-  2E/,,  on  voit  que  toutes  les 
valeurs  de  l'intégrale  définie  F  (:;)  au  point  z  sont  comprises  dans 
les  deux  formules 

F(^)  =  I  -t-m,a)i-f-...-i-  m„-^,w„_,, 
F(^)  =  2E,,—  1-4-  OT,w,-+-.  ..-t-m„_,ai„_i, 

m,,  mo,  •  •  .  ,  nin-{  étant  des  nombres  entiers  arbitraires. 

Ce  résultat  donne  lieu  à  un  certain  nombre  de  remarques  im- 
portantes. Il  est  à  peu  près  évident  que  les  périodes  doivent  être 
indépendantes  du  point  z^  choisi  pour  origine  ;  il  est  facile  de  le 
vérifier.  Considérons  par  exemple  la  période  2E/ — 2Ea;  cette  pé- 
riode est  égale  à  la  valeur  de  l'intégrale  le  long  d'un  contour  fermé 
r  passant   par  le  point  ^o   et  ne  renfermant  que  les  deux  points 
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critiques  e/,  e^.  Si,  pour  fixer  les  idées,  nous  supposons  qu'il  n'y 
ait  aucun  autre  point  critique  à  l'intérieur  du  triangle  de  sommets 
-o.  Ci,  Shi  ce  contour  fermé  peut  se  ramener  au  contour  bb' ne' 
cnib  {fig-  Q&)  et,  en  faisant  diminuer  indéfiniment  les  rayons  des 
deux  petites  circonférences,  on  voit  que  la  période  est  égale  au 
double  de  l'intégrale  3@f 


/ 


prise  le  long  de  la  ligne  droite  qui  joint  les  deux  points  critiques 
e/,  eh. 

Il  peut  arriver  que  les  {n  —  i)  périodes  to,,  Wo,  .  .  .  ,  w,/_,  ne 
soient  pas  distinctes.  C'est  ce  qui  a  lieu  toutes  les  fois  que  le 
polynôme  R(^)  est  de  degré  pair.,  pourvu  que  le  degré  de  P(s) 

soit  inférieur  à i .  Du  point  Zq  comme  centre  décrivons  un 

cercle  C  de  rayon  assez  grand  pour  que  ce  cercle  renferme  tous  les 
points  critiques,  et  imaginons,  pour  simplifier,  qu'on  ait  numé- 
roté ces  points  critiques  de  i  k  n  dans  l'ordre  où  ils  sont  rencon- 
trés par  une  demi-droite  indéfinie  tournant  autour  de  Zq  dans  le 
sens  direct. 


L'intégrale 


/ 


?{z)dz 


prise  le  long  du  contour  fermé  ;oAMA:;o)  formé  du  rayon  ^oA, 
du  cercle  C  et  du  rayon  Aso  parcouru  en  sens  inverse,  est  nulle  : 
Les  intégrales  le  long  de  5oA  et  le  long  de  As«  se  détruisent,  car 
le  cercle  C  renferme  un  nombre /?««'/•  de  points  critiques  et,  après 
avoir  décrit  ce  cercle,  on  revient  au  point  A  avec  la  même  valeur 
pour  le  radical.  D'autre  part,  l'intégrale  le  long  de  C  tend  vers  zéro 
lorsque  le  rayon  augmente  indéfiniment,  puisqu'il  en  est  ainsi  du 

produit  >  d'après  l'hypothèse  faite  sur  le  degré  du  polynôme 

P(v);  comme  cette  intégrale  ne  dépend  pas  du  rayon  de  C,  il 
s'ensuit  qu'elle  est  nulle. 

Or,  le  contour  considéré  SyAMA^o  peut  se  ramènera  la  suite 
des  lacets  décrits  autour  des  points  critiques  e,,  62   •  •  - -,  ^/n  dans 
l'ordre  même  des  indices.  Nous  avons  donc  la  relation 
2E1— -îEa-i-aEs— 2E4  +  ...-1-2  E„_i  —  -2  E„  =  o, 


IV.    —   PÉRIODES   DES    IMÉGRALES   DÉFÎMES.  liy 

qui  peut  encore  s'écrire 

10 1  —  0)2 -f-  W3 —  (O4 -f-. .  .-f-  ty,i_i  =  o, 

et  nous  voyons  que  les  n  —  i  périodes  de  l'intégrale  se  réduisent 
aux  n  —  2  périodes  (0(,  wo?  •  •  •  ■>  ''i/i-i- 

Considérons  encore  l'inlëgrale  de  forme  plus  générale 

P(z)dz 


F(z) 


=/ 


Q(z)v/R(iy 


où  P,  Q,  R  sonl  trois  polynômes  dont  le  dernier  R  (s)  n'a  que  des-  racines 
simples.  Parmi  les  racines  de  Q  (z),  quelques-unes  peuvent  appartenir  à 
R(z);  soient  %i,  aj  ...,  a.,  les  racines  qui  n'annulent  pas  R(5).  L'inté- 
grale F(z)  admet  comme  plus  haut  les  périodes  2(E/ — E/,),  2  E,désignant 
toujours  l'intégrale  prise  le  long  d'un  contour  fermé  partant  de  Zq  et  lais- 
sant à  l'extérieur  toutes  les  racines  des  deux  polynômes  Q{z)  et  R( z) 
sauf  g/.  Mais  elle  admet  en  outre  un  certain  nombre  de  périodes  polaiies 
provenant  de  lacets  décrits  autour  des  pôles  ai,  a»,  ...,  a».  Le  nombre  to- 
tal de  ces  périodes  est  encore  diminué  d'une  unité  lorsque  R{z)  est  de 
degré  pair  n,  et  qu'on  a  la  relation 

P<9-^-  —  ^^ 

p  el  g  étant  les  degrés  des  polynômes  P  et  Q. 

Exemple.  —   Soit  R(s)   un   polynôme  du   quatrième  degré  ayant  une 
racine  multiple.  Cherchons  le  nombre  de  périodes  de  l'intégrale 


r 


dz 


-'0 

Si  R  (5)  a  une  racine  double  e\  et  deux  racines  simples  e*,  ^3,   Tinlégrale 


e^)\J  k(z  —  ei){^z  —  e-a) 

admet  la  période  -^Ej  —  2E3,  et  en  outre  une  période   polaire   provenant 
d'un  lacet  autour  du  pôle  g]  ;  d'après  la  remarque  faite  tout  à  l'heure,  ces 
deux  périodes  sont  égales.  Si  R(3)  a  deux   racines  doubles,  on  voit  aus- 
sitôt que  l'intégrale  a  une  seule  période  polaire. 
Si  R  (3)  a  une  racine  triple,  l'intégrale 

F(.)=f ,    ^-' 
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admet  la  période  2E1  —  2E2,  mais  cette  période  est  nulle,  d'après  la  re- 
marque générale.  Il  en  est  de  même  si  R(2)  a  une  racine  quadruple.  En 
résumé,  si  R(-s)  a  une  ou  deux  racines  doubles,  l'intégrale  a  une  pé- 
riode; si  R(z)  a  une  racine  triple  ou  une  racine  quadruple,  l'intégrale 
n'a  pas  de  périodes.  ^ 

Tous  ces  résultats  sont  faciles  à  vérifier  par  l'inléj^ration  directe.        ^ 

314.  Périodes  de  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce.  — 
L'intégrale  elliptique  de  première  espèce 


où  R(s)  est  un  poljnome  du  troisième  ou  du  quatrième  degré, 
premier  avec  sa  dérivée,  admet  deux  périodes,  d'après  la  théorie 
générale  qui  précède.  Nous  allons  démontrer  que  le  rapport  de 
ces  deux  périodes  est  imaginaire. 

Nous  pouvons  supposer,  sans  nuire  à  la  généralité,  queR(z) 
est  du  troisième  degré.  Soit  en  effet,  R,  [z)  un  polynôme  du 
quatrième  degré;  si  a  est  une  racine  de  ce  polynôme,  en  posant 

z  =  a-\ — »  il  vient  (I,  n"  lOo,  p.  9.62) 


y 


r      àz        ^    r      dy 

J    v/R,(z)       J    v/R(7)' 


R(jk)  étant  un  polynôme  du  troisième  degré,  et  il  est  évident  que 
les  deux  intégrales  ont  les  mêmes  périodes.  Si  R(^)  est  du  troi- 
sième degré,  on  peut  supposer  qu'il  admet  les  racines  o  et  i,  car 
il  suffit  d'une  substitution  linéaire  z=0L-{-^y  pour  être  ramené 
à  ce  cas.  En  définitive,  tout  revient  à  établir  que  l'intégrale 

(59)  F(z)=  f    ,  '^f^    ^> 

OÙ  a  est  différent  de  zéro  et  de  un,  admet  deux  périodes  dont  le 
rapport  est  imaginaire. 

Si  a  est  réel,  la  propriété  est  évidente  ;   si,  par  exemple,  a  est 
supérieur  à  un,  l'intégrale  admet  les  deux  périodes 

/•* dz r" dz 

Jo     /2(i  — 2j(a— -sj  Jj     \/zii  —  z)(a  —  z) 
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dont  la  première  est  réelle,  tandis  que  la  seconde  est  égale  au  pi*o- 
duit  de  i  par  un  nombre  réel.  Ancune  de  ces  périodes  ne  peut 
d'ailleurs  être  nulle. 

Supposons  maintenant  que  a  est  imaginaire,  par  exemple  que 
le  coefficient  de  i  dans  a  est  positif.  On  peut  encore  prendre 
pour  l'une   des    périodes 


iii 


nous   appliquerons  à  cette   intégrale  la   formule  de  W  eierslrass 


(n'^âSS).   Lorsque  z  varie  de  o  à  i,  le  facteur 


reste  po- 


v/^cT—T) 

sitif,  et  le  point  d'affixe —==  décrit  une  courbe  L  dont  il  est 

y/a  — ^ 

facile  de  se  faire  une  idée.  Soif  A  le  |)oint  d'affixe  a;  lorsque  z 
varie  de  o  à  i ,  le  point  a  —  z  décrit  le  segment  AB  parallèle  à  Ox 
et  de  longueur  égale  à  un  (Jig.  (ij). 


F 
B 

'ig.  67. 

y 

A    . 

\ 

0 

Soient  Op  el  Oq  les  bissectrices  des  angles  que  font  avec  Ox 
les  droites  OA  et  OB,  Op'  el  Og'  leurs  symétriques  par  rapport 
à  Ox.  Si  nous  prenons  pour  détermination  de  y/a  —  ;  celle  dont 
l'argument  est  compris  entre  o  et  ->  le  point  d'affixe  y  a —  jS  décrit 
un  arc  a^,  allant  d'un  point  a  sur  0/J  à  un  point  ^  surO^;  le  point 

rzz^=  décrira   donc  un  arc  a'^S'  allant  d'un  point  a'  de  Op'  à  an 

\/a  —  z 
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point  P'  de  O^^'.  La  formule  de  Weierslrass  nous  donne  ici 


Z,  étant  l'affixe  d'un  point  situé  à  l'intérieur  de  tout  contour  con- 
vexe enveloppant  l'arc  a'^'.  Il  est  clair  que  ce  point  Z,  est  situé 
dans  l'angle /?'0^',  et  qu'il  ne  peut  être  à  l'origine;  son  argument 

est  donc  compris  entre et  o. 

On  peut  prendre  pour  seconde  période 


Q 


^oi  vZ-sC'  — ^)(«  — ^)  J.     \/z{i  —  z){a  —  z) 


ou,  en  posant  z  =  al^ 

J^     s/t(i—t){i  —  at) 

Pour  ap|>liquer  la  formule  de  Weierstrass  à  cette  intégrale, 
remarquons  que,  t  croissant  de  o  à  i ,  le  point  at  décrit  le  segment 
OA.  et  le  point  d'affixe  i  —  at  décrit  le  segment  égal  et  parallèle 
allant  de  5  =  i  au  point  C.  En  choisissant  convenablement  la  va- 
leur du  radical,  on  voit  comme  tout  à  l'heure  qu'on  peut  écrire 


«^0 


dt  „ 


v/«(  1  —  0 


Za  étfint  une  quantité  imaginaire  dillerente  de  zéro,  dont  l'argu- 
er 7 
ment  est  compris  entre  o  et  —  Le  rapport  des  périodes  — ^  ou  ~ 


est  donc  imaginaire. 


EXERCICES. 

1.  Développer  la  fonction 

suivant  les  puissances  de  a?,  m  étant  un  nombre  quelconque. 
Trouver  le  rayon  du  cercle  de  convergence. 


EXERCICES. 

I 


2.  Trouver  les  différents  développements  de  la  fonction  - — ; , 

suivant  les  puissances  positives  ou  négatives  de  z,  d'après  la  position  du 
point  z  dans  le  plan. 

3.  Calculer  l'intégrale  définie  /  z*Log  l- j  dz   le   long  d'un   cercle 

de  rayon  égal  à  2,  décrit  de  l'origine  pour  centre,  la  valeur   initiale  du 
logarithme  au  point  z  =  2  étant  réelle.  Calculer  l'intégrale  définie 


/; 


dz 


y/s* -H  Z  -+-  I 
le  long  du  même  contour. 

4.  Soit/(5)  une    fonction  holomorplie  à  l'intérieur  d'une   courbe  fer- 
mée C  renfermant  l'origine.  Calculer  l'intégrale  définie    /  f  {z)ho^z  dz, 

prise  le  long  de  la  courbe  C  à  partir  d'une  valeur  initiale  s©. 

5.  Démontrer  la  formule 

r^'         dt  _  1.3.5. ..(2rt  —  i) 

J-»    (i  +  <*)'*^'~        2..i.6...-2n       '"' 

en  déduire  les  intégrales  définies 

r^'  dt  z-^- dt^ 

X„     [(<-a)'+p*]"-^>'      J_^    (A/*H-2B^  +  C;"-'' 

6.  Calculer,  au  moyen  de  la   théorie  des  résidus,  les  intégrales  définies 

suivantes: 

> 

r"^"    %\nmTdx  ,  ,  , 

/         — ; — : — ->  tn  et  a  étant  réels, 

,1^        ar(a7î-f- rtV)î 

f^* co^ax   ,  ... 

/         rdx,  a  étant  réel, 

r^'                         dx  a   ■  '   , 

I         7—1 Q-- ai TTZTT'  a  et  p  étant  réels, 

/cos  X  dx 
sfJ^xHx^^x)   ,  r"^"  xXo^x  dx 


S. 


cosaa: — co?<bx   ,  ,    .  .  ,  •  -, 
aa^,                       a  et  6  étant  réels  et  positifs. 
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gaiz gbiz 


Pour  évaluer  celte  dernière  intés;rale,  on  intèarre  la  fonction 


( 

le  long  du  contour  de  la  figure  62.  )  ci  , 

f 75 z- — 7\ est  égale,  quand  elle  a 

(,     A -h  G  —  (  A  — G)  cos?s  "         ^ 

une  valeur  finie,  à  s  ,  e  étant  égal  à  ±  i,  et  choisi  de  telle  façon  que 

V  AG 

1          rc  ■        j     •  1        eiy/AG      .  .  .. 

le  coeiiicient  de  i  dans —  soit  positit. 


8.  Soient  F  (z)    et    G  (z)   deux  fonctions    holomorphes,  et  ^  =  a  une 
racine  double  de  G(z)  =  o,  n'annulant  pas  ¥  {z);  le  résidu  correspondant 

,     F(s)         ,      ,  .  6F'(a)G''(a)  — 2F(a)G"'(o) 
''^  G(T)  '''  *^Sal  a  3[G'(a)J^ 

F(3) 

Le  résidu  de  t-t^t — rrr  pour  une  racine  simple  a  de  G(3)  =  o    est  de 

.      ,  .  F'(a)G'(a)  — F(a)G"(a) 
même  égal  a  ÎWTi;)Y 

9.  Démontrer  la  formule 

.+  1  j 


/ 


'_j     {x  —  a)  y/ 1—37^         y/l  —  a^ 

l'intégrale  étant  prise  suivant  l'axe  réel,  avec  la  valeur  positive  du  radical, 
et  a  étant  un  nombre  complexe  ou  un  nombre  réel  dont  le  module  est 
supérieur  à  un.  Préciser  la  valeur  qu'on  doit  prendre  pour  y/i — a^. 


10.  On  considère  les  intégrales 


■  I  ,    I  ,  dans  lesquelles 


s  et  Si  désignent  deux  contours  formés  de  la  manière  suivante  :  le  con- 
tour S  se  compose  d'une  droite  OA  (qu'on  fait  grandir  indéfiniment) 
placée  suivant  Ox,  du  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  OA,  enfin  de  la 
droite  AO.  Le  contour  S]  est  la  suite  des  trois  lacets  qui  enveloppent  les 
points  a,  6,  c,  dont  les  affixes  sont  les  racines  de  l'équation  3* -+-  i  =0. 
Etablir  la  relation  entre  les  deux  intégrales 


r^"    dx  r^    dt 


à  laquelle  on  est  conduit  par  cette  comparaison. 

H.  En  intégrant  la  fonction  e— ^^  le  long  du  contour  du  rectangle  formé 


EXERCICES. 


parles  droites  j*  =o,  y  =  b,  a:  =  -4-R,  x  =  —  R,  et  faisant  croître  R,  indéfi- 
niment, établir  la  relation 


12.  On  intègre  la  fonction  e-"  s"-',  où  n  est  réel  et  positif,  le  long 
d'un  contour  formé  par  un  rayon  OA  placé  suivant  Ox,  d'un  arc  de 
cercle   AB    décrit   du  point  O    pour  centre  avec  OA   pour   rayon,  et   un 

rayon  BO  tel  que  l'angle  a  =  AOB  soit  compris  entre  o  et  — •  En  faisant 

croître  OA  indéfiniment,  déduire  du  résultat  obtenu  les  intégrales  définies 

u"-^e-""  cosbu  du,       j         u"-^e-'"*  s'mbudu,    > 

»  0 
a   et  b   étant   réels   et   positifs.    Les   formules    obtenues    subsistent   pour 
a=  — ,  pourvu  qu  on  ait  n  <  i. 

13.  Soient  ni,  ni',  n  des  nombres  entiers  positifs  ( m  <C  n,  m'</i). 
Établir  la  formule 

/+*/ï/n_/î/«'              X  r        /2m-!-i\                  /-im'-hiX    "1 
—  dt  =  —    cot  (  it  —  cot  (  ir    . 

14.  Déduire  de  la  formule  précédente  la  formule  d'KuIer 

r^'  t^>ndt   _ 


.       /  2  W   -H  I        \ 

!rt  sm  (  T  ] 

\      in         / 


15.  Si  la  partie  réelle  de  a  est  positive  et  inférieure  à  l'unité,  on  a 
'  "^  *  e«*  dx  t: 


/      T 


■+•  e^        SI  n  a  11 


[ 


On  peut  le  déduire   de  la  formule  (Sg)  (n°305),  ou  intégrer  la  fonc- 
le  long  du  contour  du  rectangle  formé  par  les  droites  t  =  o, 


y  =  -iTz,  X  =  -\-  ^,  X  =  —  R,  et  faire  croître  ensuite  R  indéfiniment,  j 


16.  Démontrer  de  même  la  formule 

gax ghx 


L 


I  —  e-* 


=  TC(cotar  —  cotÔTr), 


les  parties  réelles  de  a  et  de  6  étant  positives  et  plus  petites  que  un. 
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[On  prendra  pour  contour  d'intégration  le  rectangle  formé  par  les 
droites  y  =z  o,  y  =  it,  x  =  R,  x  =  —  R,  et  l'on  se  servira  de  l'exercice  pré- 
dédent.l 


17.  De  la  formule 


.n(n  —  i). .  .(n  —  /c  -h  \) 
i 


où   n  et  A:  sont  des  nombres  entiers  positifs,  et  C  un  cercle  ayant  pour 
centre  l'origine,  déduire  les  formules 


/             ^»-ui•        /          /\     j            (n -+- 1)(«  + 2).  .  .(n -t- A-) 
( 2  cos u )"+*  co%{n  —  k)u  du  =  T. — — -^ 1 


r 


3"2"  dx  1 . 3 . 5 . .  .  (^  •>.  «  —  I  ) 


_,    \/T-x^ 


•i.fx.(S...-iri 


[On  pose  3  =  e^'",    puis  cosu  =  x,    et   l'on    remplace  ?i   par   n -h  k   et 
/f  par  n.] 

*18.  L'intégrale  définie 


J^      I  —  a(^a7 -h  V'^"'' — I  coscpj 


quand  elle  a  une  valeur  finie,  est  égale  à  ±  »  suivant  les 

v/i  —  aaa:  -H  a^ 

positions  relatives  des  deux  points  a  et  x.  Déduire  de  là   l'expression    du 
^leme  polynomc  de  Legendre,  due  à  Jacobi, 


X„=  —    /     {x  -+-  \/x^ —  I  costp)"rfçp. 


<i«p 


19.    Étudier  de    même    l'intégrale   définie  /      "'^       ,   et 

J^     X  —  a  +  '^x'^  —  I  cos  (j> 

déduire  du  résultat  la  formule  de  Laplace 

^Jo     (^-+- v/^2_,  cos<p)""*"'* 
où  î  =  ±  I,  suivant  que  la  partie  réelle  de  x  est  positive  ou  négative. 

*20.  Etablir  cette  dernière  formule  en  intégrant  la  fonction 

I 


/— 


IXZ  -+-  -3  •' 


le  long  d'un  cercle  ayant  pour  centre  l'origine,  et  dont  on  fait  grandir  le 
ravon  indéfiniment. 


EXERCICES.  l4^. 

2  7t  i.t* 

*2I.  Sommes  de  Gauss.  —  Soit  T:s=  e   "    (n  et  s  étant  entiers)  et  soit  S„_ 
la  somme  Tq  -+-  Ti  -+-...  -f-  T„_,.  Démontrer  la  formule 

S„=     ^ /«•  ;., 


[On  applique  le  théorème  des  résidus  à  la  fonction  ^(z)-        j^^., 

en  prenant  pour  contour  d'intégration  les  côtés  du  rectangle  formé  par  les 
droites  x=  o,  a:=/i,  ^  =  -+-R,^  =  —  R,  en  y  joignant  deux  demi-cir- 
conférences de  rayon  e  décrites  des  points  a?  =  o,  se  =  n  pour  centres, 
afin  d'éviter  les  pôles  z=  o,  ^  =  n  de  cp  (z)  ;  puis  on  fait  croître  R  indéfi- 
niment.] 

^' 

22.  Soit  /{z )  une  fonction  holomorphe  à  l'intérieur  d'un  contour  fermé  T 
renfermant  les  points  a,  6,  c,  . . . ,  /  :  a,  p,  . . . ,  X  étant  des  nombres  entiers 
positifs,  la  somme  des  résidus  de  la  fonction  ^ 

,    ,        /(a)    /a:— a\a /a:— 6\P         /ar  — /\^ 

^^">  =  F^  (7:=:^)    (7^)  •  •  •  ( T=n) 

relatifs  aux  pôles  a,  b,  c,  ...,  /  est  un  polynôme  P  (x)  de  degré 
a-f-p-i-...-l-X  —  I,  satisfaisant  aux  relations 

F(a)=/(a),         F'(a)=/'(a),         ...,  F(«-»(a)  =/(«-i)(a), 

F(6;=/(6),         F'(b)=/'{b),  ...,         F(?-"(6)=/(P-"(6), 


t  On  s'appuie  sur  la  relation  F(j-)  =y"(a?) -1 :   /      0(5)^3. 

*23.  Soit  yX-s)  une  fonction  holomorphe  à  l'intérieur  d'un  cercle  C  de 
centre  a.  Soient  d'autre  part  ai,  aj,  ...,  a„,  ...  une  suite  indéfinie  de 
points  intérieurs  à  ce  cercle  C,  le  point  a,j  ayant  pour  limite  le  point  a 
lorsque  n  croît  indéfiniment.  Pour  tout  point  z  intérieur  à  C,  on  a  le  déve- 
loppement 

71  ■    ■ 

/(Z)  =/(a.)  +.  ..+  (z-a,)(z-a,)...(z-  ««-OY  ^^,  -•  '•  -V 

OÙ 

F«(3)  =(^  — rti)(-=  —  «2)...(-s  — a,i). 

[Laurext,  Journal  de  Mathématiques,  5*  série,  t.  VIII.  p.  325.] 
[On  s'appuie  sur  la  formule  suivante,  facile  à  vérifier, 

I  I  X  —  «1 

= 1 h.  .  . 

Z  —  X       z  —  a,        {z  —  a,)(z  —  a^) 

(x  —  ai)...(x  —  a„-i)  I       (x  —  at).  ..(x  —  a,j) 


{3  —  ai).  .  .{z  —  an-i)  {z  —  an)        z  —  x  (z  —  ai). .  .{z  —  an)' 
et  l'on  procède  comme  pour  établir  la  formule  de  Taylor.] 

G.,  II.  10 
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24.  Soit^o  ^=ci-\-bi  une  racine  d'ordre  n  de  l'équation  f{z)  =  X-i- Yi  =  o, 
la  foncliony(z)  étant  holomorphe  dans  le  voisinage.  Le  point  x  =  a,y=:b 
est  un  point  multiple  d'ordre  n  des  deux  courbes  X=o,  ¥=0;  les  tan- 
gentes en  ce  point  à  chacune  de  ces  courbes  forment  une  rose  des  vents 
et  les  rayons  de  l'une  sont  les  bissectrices  des  rayons  de  l'autre. 

25.  Soit  f{z)  =  X  -f-  i Y  =  Ao-3'"  -t-  Aj  z'"-'  h-  ...  -h  A„j   un    polynom 
d'ordre   m   à   coefficients  quelconques.   Toutes    les   asymptotes  des    deux 

courbes  X  =  o,  Y  =0  passent  par  le  point  d'affixe ^>  et  sont  dispo- 

sées  comme  les  droites  de  l'exercice  précédent. 

*26.  Série  de  Burmann.  —  Etant  données  deux  fonctions /(a?),  ¥ {x) 
d'une  variable  x,  la  formule  de  Burmann  donne  le  développement  de  l'une 
d'elles  suivant  les  puissances  de  l'autre.  Pour  préciser  le  problème,  pre- 
nons une  racine  simple  a  de  l'équation  F(ar)  =  o  et  supposons  que  les 
deux  fonctions  y(r)  et  F(ar)  soient  liomolorphes  dans  le  domaine  du 
point  a.  Dans  ce  domaine,  on  a 

F(.r)  =  f^, 

la  fonction  cp(iF)  étant  régulière  pour  x=  a,  si  a  est  racine  sinjple 
de  ¥  {x)  =  o.  En  représentant  F  (a?)  par  j',  la  relation  précédente  est 
équivalente  à 

X  —  a  — y  <^{x)  =  0 

et  l'on  est  ramené  à  calculer  le  développement  de  f{x)  suivant  les  puis- 
sances de  ^(formule  de  Lagrange). 

*27.  Équation  de  Kepler.  —  L'équation  z  —  a  —  e  sin  s  =  o,  ou  a  et  e 
sont  deux  nombres  positifs,  a<;  ti,  e  <  i,  admet  une  racine  réelle  comprise 
entre  o  et  ir,  deux  racines  dont  la  partie  réelle  est  comprise  entre  miz 
et  (/n  -+-  1)11,  lorsque  m  est  un  nombre  positif  pair,  ou  négatif  impair  ;  si  /n 
est  un  nombre  positif  impair,  ou  négatif  pair,  il  n'y  a  aucune  racine  dont 
la  partie  réelle  soit  comprise  entre  mx  et  (»i-+-  1)11.  [Briot  et  Bouquet, 
Théorie  des  fonctions  elliptiques^  2*  édit.,  p.  199.] 

[On  étudie  la  courbe  décrite  par  le  point  a  =  2  —  a  —  e  sin  s,  lorsque  la 
variable  z  décrit  les  quatre  côtés  du  rectangle  formé  par  les  droites 
a;=  ni-K,  x^{m-\-  i)Tr,  j/-  =  -t-R,jK  =  —  R,  R  étant  un  nombre  très  grand.] 

*28.  Pour  des  valeurs  très  grandes  de  m,  les  deux  racines  de  l'exercice 
précédent  dont  la  partie  réelle  est  comprise  entre  a/nit  et  (2m+  i)7t  sont 

à  peu  près  égales  à  a/mt-l —  —  M  log  (  —  1  -1-log  l  im-K-\ —  }     • 

[G0URIER,  Annales  de  l'École  Normale,  1^  série,  t.  VII,  p.  78.] 


CHAPITRE  XV. 

FONCTIONS  UNIFORMES. 


La  première  partie  de  ce  Chapitre  est  consacrée  à  la  démonstra- 
tion des  théorèmes  généraux  de  Weierstrass  (')  et  de  M.  Mittag- 
Leffler  sur  les  fonctions  entières,  et  les  fonctions  uniformes  ayant 
une  infinité  de  points  singuliers.  J'en  fais  ensuite  l'application 
aux  fonctions  elliptiques.  Je  ne  pouvais  songer  à  développer  cette 
théorie  d'une  façon  quelque  peu  complète  dans  un  petit  nombre 
de  pages;  aussi  me  suis-je  borné  à  indiquer  à  grands  traits  les 
points  essentiels,  de  façon  que  le  lecteur  puisse  se  rendre  compte 
de  l'importance  de  ces  fonctions.  Quant  à  ceux  qui  voudront 
pousser  plus  loin  l'étude  des  fonctions  elliptiques,  ou  en  faire  des 
applications,  un  simple  Cours  (T Analyse  ne  saurait  leur  suffire; 
ils  seront  toujours  obligés  d'avoir  recours  aux  Traités  spéciaux. 


I.  —  FACTEURS  PRIMAIRES  DE  WEIERSTRASS.  —  THEOREME 
DE  MITTAG-LEFFLER. 

315.  Expression  d'une  fonction  entière  par  un  produit  de  fac- 
teurs primaires.  —  Tout  poljnome  de  degré  m  est  égal  au  produit 
d'une  constante  par  m  facteurs  de  la  forme  x  —  a,  égaux  ou  iné- 
gaux, et  cette  décomposition  met  en  évidence  les  racines  de  ce 
polynôme.  Euler  avait  obtenu  le  premier  pour  sin  z  un  développe- 
ment en  produit  infini  analogue,  mais  les  facteurs  de  ce  produit, 
que  nous  verrons  plus  loin,  sont  du  second  degré  en  z.  Cauchy 


(•)  Les  théortmes  de  Weierstrass  qui  vont  être  exposés  ont  été  publiés  dans 
son  Mémoire  sur  les  fonctions  uni/ormes  d'une  variable  {Mémoires  de  V Aca- 
démie de  Berlin,  1876).  M.  Picard  a  donné  une  traduction  de  ce  Mémoire  dans 
les  Annales  de  V École  Normale  supérieure  (1879)  L'ensemble  des  recherches  de 
M.  Mittag-Leffler  se  trouve  dans  un  Mémoire  des  Acta  mathematica  (t.  II). 
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avait  reconnu  que,  dans  certains  cas,  on  est  conduit  à  adjoindre  à 
chacun  des  facteurs  binômes,  tels  que  x  —  a,  un  l'acteur  exponen- 
tiel convenable.  Mais  c'est  Weierstrass  qui  a  traité  le  premier  la 
question  dans  toute  sa  généralité,  en  montrant  que  toute  fonction 
entière,  admettant  une  infinité  de  racines,  peut  être  exprimée  par 
le  produit  d'un  nombre  infini  de  facteurs,  dont  chacun  ne  s'an- 
nule que  pour  une  seule  valeur  de  la  variable. 

Nous  connaissons  déjà  une  fonction  entière  ne  s'annulant  pour 
aucune  valeur  de  -s,  c'est  e^  ;  il  en  est  de  même  de  e^'^\  ^(^)  étant 
un  polynôme  ou  une  fonction  entière.  Réciproquement,  toute 
fonction  entière  qui  ne  s'annule  pour  aucune  valeur  de  z  est  de 
cette  forme.  En  efi'et,  si  la  fonction  entière  G  (5)  ne  s'annule  pour 
aucune  valeur  de  *,  tout  point  5  =:«  est  un  point  ordinaire  pour 

G' (2).  ,  ».  .,  ,. 

-TT-T — -y  qui  est  par  conséquent  une  fonction  entière  g^  (s), 

G(I)=^'^^>' 
en  intégrant  les  deux  membres  entre  les  limites  ^o?  ^5  il  vient 

Logl^j^  I  =j|^    gi{z)dz  =  g{z)  —  g{zo), 
g  [z)  étant  une  nouvelle  fonction  entière  de  5,  et  l'on  a 

G(z)  =  G  (^o)e*''~' -«■'-«'=  eS'(z)-^(z„)  +  LoglG(z<,)J^ 

Le  second  membre  est  bien  de  la  forme  voulue. 

Si  une  fonction  entière  G  (s)  n'admet  que  n  racines  a^^ 
«25  •  •  •  1  o,ni  distinctes  ou  non,  la  fonction  G(^)  est  évidemment 
de  la  forme 

G{z)  =  { z  —  tti)  {z  —  a^) . ,  .{z  —  an}e^'^^K 

Considérons  maintenant  le  cas  où  l'équation  G(5)  =  o  admet 
une  infinité  de  racines.  Comme  il  ne  peut  y  avoir  qu'un  nombre 
fini  de  racines  de  module  inférieur  ou  égal  à  un  nombre 
quelconque  R  (n°  299),  si  nous  rangeons  ces  racines  de  façon  que 
le  module  n'aille  jamais  en  diminuant,  chacune  des  racines  figure 
à  un  rang  déterminé  dans  la  suite  obtenue 

(i)  a,,     «2,     ••.,     ««,     ««+1,      •••, 

où    l'on   a  )«fll  =  |«n+tl5   et   où   \cin\  augmente  indéfiniment  avec 
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l'indice  n.  Nous  supposerons  que  chacune  des  racines  figure  dans 
cette  suite  autant  de  fois  que  l'exige  son  degré  de  multiplicité,  et 
qu'on  n'y  fait  pas  figurer  la  racine  5  =:  o,  si  G(o)  =  o.  Nous 
allons  d'abord  montrer  comment  on  peut  former  une  fonction 
entière  G,  (5)  admettant  pour  racines  les  termes  de  la  suite  (i), 
et  celles-là  seulement. 

Le  produit  (  i ]  e*^»'*',  où  Qv  (-)  désigne  un  polynôme,  est 

une  fonction  entière  qui  ne  s'annule  que  pour  z  =  a„.  Nous  pren- 
drons pour  Qv(5)  un  polynôme  de  degré  v  qu'on  détermine  de 
la  manière  suivante  \  nous  pouvons  écrire  le  produit  précédent 

et  en  remplaçant  Log  (  i )  par  son  développement  en  série 

entière,  le  développement  de  l'exposant  commencera  par  un  terme 
de  degré  v  +  i ,  pourvu  qu'on  prenne 

z  z^  z^ 

a„        lal  vaX 

Le  nombre  entier  v  est  encore  indéterminé.  Nous  allons  montrer 
qu'on  peut  choisir  ce  nombre  v  en  fonction  de  n  de  façon  que  le 
produit  infini 


(^) 


n('-^) 


.QvU) 


soit  absolument  et  uniformément  convergent  dans  tout  cercle  C 
de  rayon  R,  décrit  de  l'origine  comme  centre,  aussi  grand  que 
soit  R.  Le  nombre  R  étant  fixé,  soit  a  un  nombre  positif  inférieur 
à  an.  Mettons  à  part  dans  le  produit  (2)  les  facteurs  correspondant 

aux  racines  a,i  dont  le  module  ne  dépasse  pas  —  *  S'il  y  a  ^racines 

satisfaisant  à  cette  condition,  le  produit  des  q  facteurs 

représente  évidemment  une  fonction  entière  de  z\  considérons  le 
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produit  des  fadeurs  à  partir  du  {g  -\-  i)"^""' 


n-=q  +  \ 


,0v(=) 


Lorsque  z  reste  à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  R,  on  a  |s|£R, 

r> 

et  comme  l'on  a  |a„|  >►—»  lorsque  n^q,  il   s'ensuit  que  l'on  a 

aussi  |5|<;a|«rt|.  Un  facteur  de  ce  produit  peut  donc  s'écrire^ 
d'après  la  façon  dont  on  a  pris  Qv  (z), 

/j f-)eQv!-)=e    v-HiV<'„/         vH-2\«„/ 

V         ««/  ' 

si  l'on  désigne  ce  facteur  par  i  +  ««,  on  a 

_    1    /  z  \v+i i_  /_f_Y+'_ 

Tout  revient  à  démontrer  qu'en  choisissant  convenablement  le 
nombre  v  la  série  dont  le  terme  général  est  U«  =  \iin\  est  unifor- 
mément convergente  dans  le  cercle  de  rajon  R(I,  n"  176).  D'une 
façon  générale,  m  étant  un  nombre  quelconque  réel  ou  imaginaire^ 

on  a 

1  e"»— i|<ei'"i-i; 

on  a  donc,  a  fortiori^ 

1        I    z    |v+l  /           V-t-1   I    s    I          V-4-1  I    Z    Y             \ 
^J     <--  gV -I- 1  I  rt„  I         \         V-l-2|n„|        v-l-3|rt„|        ■■■/ j 

ou,  en  observant  que  |^|<<a|rt'„(,  lorsque  l^j  est  <<  R, 


U„<e^ 


-1     1 
1  — a 


Mais,  X  étant  un  nombre  réel  el  positif,  e^ —  i  est  inférieur  à  xe^\ 
par  suite,  on  a  encore 


U„< 


1      I  :  |v+i      1 
„v-^  1    ((„  1  -  a 


< 


v+1  /,!  -  a 


Pour  que  la  série  dont  le  terme  général  est  U«  soit  uniformé- 
ment convergente  dans  le  cercle  de  rayon  R,  il  suffira  qu'il  en  soit 

de  même  de  la  série  dont  le  terme  général  est  —       .  S'il  existe 

"  an\ 

un  nombre  entier  p  tel  que  la  série  ^  —     soit  convergente,  il 
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suffira  de  prendre  v  =/>  —  i .  S'il  n'existe  pas  de  nombre  entier/? 

jouissant  de  cette  propriété  ('),  il  suffira  de  prendre  y  =  n  —  i. 

-   /t 
En  effet,  la  série  dont  le  terme  général  est  —     est  uniformément 

convergente  dans  le  cercle  de  rayon  R,  car  ses  termes  sont  plus 

et  la  racine  /i'^"""  du  term^ 


petits  que  ceux  de  la   série   ^/J  — 


—  U  tend  vers  zéro  lorsque  n 

a„\  ^ 


général  de  cette  dernière  série,  ou 

augmente  indéfiniment  (^). 

On  peut  donc  toujours  choisir  le  nombre  entier  v  de  façon  que 
le  produit  infini  F2(:j)  soit  absolument  et  uniformément  conver- 
gent dans  le  cercle  de  rayon  R  ;  ce  produit  peut  être  remplacé  par 
la  somme  d'une  série  uniformément  convergente  (n°  176)  dont 
tous  les  termes  sont  bolomorplies.  Ce  produit  Fa  (-)  est  donc 
lui-même  une  fonction  holomorphe  dans  ce  cercle  (n°  297).  En 
multipliant  Fa  (:;)  par  le  produit  F,  (:;)  qui  ne  contient  qu'un 
nombre  fini  de  facteurs  holomorphes,  on  voit  que  le  produit 
infini 


+  ce 


(3)  «■<^)  =  n('-;^)^°"=' 

/l  =  l 

est  lui-même  absolument  et  uniformément  convergent  à  l'intérieur 
du  cercle  C  de  rayon  R,  et  représente  une  fonction  holomorphe 
dans  ce  cercle.  Comme  le  rayon  R  peut  être  pris  arbitrairement  et 
que  V  ne  dépend  pas  de  ce  rayon,  ce  produit  est  une  fonction 
entière  Gi  {z)  qui  admet  pour  racines  les  différents  termes  de  la 
suite  (i),  et  celles-là  seulement. 

Si  la  fonction  entière  G(:;)  admet   en   outre    le  point  z  =  o 

(')  Soit,    par   exemple,  a„=  log/i  (  n  ^  2).   La    série    dont    le    terme   générai 

est   (logn)-''  est   divergente,  quel   que  soit  le   nombre  positif/»,  car  la  somme 

.      n  —  I 

des  (n  —  i)  premiers  termes  est  supérieure  à  -; — >  expression  qui  augmente 

•^  (  log«)P 

indéfiniment  avec  n. 
C)  M.  Borel   a  fait  remarquer  qu'il  suffit  de  prendre    pour  v  un   nombre  tel 

que  V  -+■  I  soit  plus  grand  que  logn.  En  effet,  la  série    >     —  est  convergente, 

car  le  terme  général  peut  s'écrire  e  ""  =  n      i"/>i    ^  partir  d'une  valeur 

de  n  assez  grande,      ."    sera  supérieur  à  e-,  et  le  terme  général  inférieur  à  — r- 


l52  CHAPITRE   XV.    —    FONCTIONS    UNIFORMES. 

comme  zéro  d'ordre/?,  le  quotient — „  "/     est  une  fonction  ana- 

Ijtique  qui  n'admet  dans  tout  le  plan  ni  pôle,  ni  zéro.  C'est  donc 
une  fonction  entière  de  la  forme  e»^^^  ^i^)  étant  un  poljnome 
ou  une  fonction  entière,  et  nous  avons  pour  la  fonction  G  (z) 
l'.^x,pression  suivante 

(4.),;  ,      ^.,.  Giz)  =  e^^^^zpYl 


(t, 


La  fonction  entière  ^^  (z)  peut  à  son  tour  être  remplacée  d'une 
infinité  de  manières  par  la  somme  d'une  série  uniformément  con- 
vergente de  polynômes 

et  la  formule  précédente  peut  encore  s'écrire 


G(z)  =  zpYI 


cQv(=)+?n(-). 


les  facteurs  de  ce  produit,  dont  chacun  ne  s'annule  que  pour  une 
valeur  de  z,  sont  aippe\és  facteurs  primaires. 

Le  produit  (4)  étant  absolument  convergent,  on  peut  ranger  les 
facteurs  primaires  dans  un  ordre  arbitraire,  ou  les  associer  entre 
enx  à  volonté.  Dans  ce  produit,  les  polynômes  Qv(-)  ne  dépen- 
dent que  des  racines  elles-mêmes  une  fois  qu'on  a  choisi  la  loi  qui 
fait  connaître  le  nombre  v  en  fonction  de  n.  Mais  le  facteur  expo- 
nentiel eff^^'^  ne  peut  être  déterminé  si  l'on  connaît  seulement  les 
racines  de  la  fonction  G  (z).  Prenons  par  exemple  la  fonction 
sin-ns,  qui  admet  pour  racines  simples  tous  les  nombres  entiers, 
positifs  ou  négatifs.  Dans  ce  cas,  la  série  2.  —  6Sl  convergente  ; 
on  peut  donc  prendre  v  =  i ,  et  la  fonction 


—     e" 


OÙ  l'accent  placé  à  droite  de  II  indique  qu'on  ne  doit  pas  donnerai 
l'indice  n  la  valeur  zéro  (  '  ),  admet  les  mêmes  racines  que  sin  -xz.  On 

(')  Quand  ceUe  exception  doit  être  observée  dans  une  formule,   nous  le  rap- 
pelons en  faisant  suivre  d'un  accent  '  la  caractéristique  du  produit  ou  de  la  somme. 
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a  donc  sirnt;  =  eS^'^  G{z),  mais  le  raisonnement  ne  nous  apprend 
rien  sur  le  facteur  eS^^K  Nous  démontrerons  plus  loin  que'  ce  fac- 
teur se  réduit  à  tz. 

316.  Genre  d'une  fonction  entière.  —  Etant  donnée  une  suite 
indéfinie  quelconque  «,,  n-i,  ...,  cr,,,  ...,  où  la^l  augmente  indé- 
finiment avec  n,  nous  venons  de  voir  comment  on  peut  former  une 
infinité  de  fonctions  entières  admettant  pour  zéros  tous  les  termes 
de  cette  suite,  et  n'en  admettant  pas  d'autres.  Lorsqu'il  existe  un 
nombre  entier  yo  tel  que  la  séiie  S|  ««|~''  soit  convergente,  on  peut 
prendre  tous  les  polynômes  Qv(5)  de  degré/?  —  i . 

Étant  donnée  une  fonction  entière  de  la  forme 

n  =  l 

où  P  (^)  est  un  polynôme  de  degré/)  —  i  au  plus,  le  nombre/?  —  i 

-l-ao 

est  dft  le  genre  de  cette  fonction.  Ainsi  la  fonction  1  1  (  i 5) 

est  de  genre  zéro  ;  la  fonction  — -^  écrite  plus  haut  est  de  genre 

un.  L'élude  du  genre  d'une  fonction  entière  a  donné  lieu  depuis 
quelques  années  à  un  grand  nombre  de  travaux  ('). 

317.  Fonctions  uniformes  avec  un  nombre  fini  de  points  singu- 
liers. —  Lorsqu'une  fonction  uniforme  F(.^)  n'a  dans  tout  le  plan 
qu'un  nombre  fini  de  points  singuliers,  ces  points  singuliers  sont 
nécessairement  des  points  singuliers  isolés  ;  ce  sont  des  pôles  ou 
des  points  essentiels  isolés.  Le  point  ^  =  x  est  lui-même  un  point 
ordinaire  ou  un  point  singulier  isolé  (n"  310).  Inversement,  si  une 
fonction  uniforme  n'a  dans  tout  le  plan  [y  compris  le  point  à 
C infini)  que  des  points  singuliers  isolés,  ces  points  singuliers 
sont  en  nombre  fini.  En  efiet,  le  point  à  l'infini  est  un  point 
ordinaire  pour  la  fonction  ou  un  point  singulier  isolé.  Dans  les 
deux  cas,  on  peut  décrire  un  cercle  C  de  rayon  assez  grand  pour 


(')  Voir  l'Ouvrage  de  M.  E  Borel,  Leçons  sur  les  fonctions  entières  (1900) 
et  l'Ouvrage  récent  de  M.  Blumenthal,  Sur  les  fonctions  entières  de  genre 
infini  (1910). 
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qu'à  l'extérieur  de  ce  cercle  la  fonction  n'ait  pas  d'autre  point  sin- 
gulier que  le  point  à  l'infini  lui-même.  A  l'intérieur  du  cercle  G, 
la  fonction  ne  peut  avoir  qu'un  nombre  fini  de  points  singuliers  ; 
car,  si  elle  en  avait  une  infinité,  il  y  aurait  au  moins  un  point 
limite  (n"  !299),  et  ce  point  limite  ne  serait  pas  un  point  singulier 
isolé.  Ainsi  une  fonction  uni/orme  çf^i  n'a  que  des  pôles  en  a 
nécessairement  un  nombre  fini ^  car  un  pôle  est  un  point  singu- 
lier isolé. 

Toute  fonction  uniforme  qui  est  régulière  pour  toute  valeur 
finie  de  -s,  et  pour  z^=cc^  se  réduit  à  une  constante.  —  En 
effet,  si  cette  fonction  ne  se  réduisait  pas  à  vine  constante,  comme 
elle  est  régulière  pour  toute  valeur  finie  de  z^  ce  serait  un  poly- 
nôme ou  une  fonction  entière,  et  le  pointa  l'infini  serait  pour  cette 
fonction  un  pôle  ou  un  point  singulier  essentiel. 

Cela  posé,  soit  F(^)  une  fonction  uniforme  admettant  //  points 
singuliers    distincts    «,,    «o,     ...,    a„   à    distance    finie,    et   soit 

G/  ( I  la  partie  principale  du  développement  de  F  (5)  dans 

le  domaine  du  point  ai  ;  G/  est  un  polynôme  ou  une  fonction 
entière.  Dans  les  deux  cas  cette  partie  principale  est  régulière 
pour  toute  valeur  de  z  (y  compris  c  =  co),  sauf  pour  z  =  «/.  Soit 
de  même  ^  {z)  la  partie  principale  du  développement  de  F  (5) 
dans  le  domaine  du  point  à  l'infini  ;  ^  {z)  est  nul  si  le  point  à 
l'infini  est  un  point  ordinaire  de  F(^).  La  différence 

n 

•D  =  F(.)-P(.)-2g,(j^) 

est  évidemment  régulière  pour  toute  valeur  de  z,  y  compris  *;  =  00; 
c'est  donc  une  constante  G,  et  nous  avons  l'égalité  (') 

n 

(5)  F(^)  =  P(^)+2<^'(jir^)  +  G' 

qui  montre  que  la  fonction  F(;:)  est   complètement  déterminée, 

(')  On  arrive  encore  à  celte  formule  en   égalant  à  zéro  la  somme  des  résidus 

de  la  fonction  F  (x)  ( \,  z,  z.  étant  considérés  comme  des  cons- 

\x  —  z        X  —  z^j 

tantes  et  x  comme  la  variable  {voir  n°  310). 
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à  une  constante  additive  près,  par  la  connaissance  des  parties 
principales  dans  le  domaine  de  chacun  des  points  singuliers. 
Ces  parties  principales,  ainsi  que  les  points  singuliers,  peuvent 
d'ailleurs  être  choisies  arbitrairement. 

Lorsque  tous  les  points  singuliers  sont  des  pôles,  les  parties 
principales  G,-  sont  des  polynômes;  P(s)  est  aussi  un  polynôme, 
s'il  n'est  pas  nul,  et  le  second  membre  de  la  tormuie  (5)  se  réduit 
à  une  fraction  rationnelle.  Comme,  d'autre  part,  une  fonction 
uniforme  qui  n'admet  que  des  pôles  comme  points  singuliers  en 
a  un  nombre  fini,  on  en  conclut  qiC une  fonction  uniforme^  dont 
tous  les  points  singuliers  sont  des  pôles,  est  une  fraction 
rationnelle. 

318.  Fonctions  uniformes  avec  une  infinité  de  points  singu- 
liers. —  Si  une  fonction  uniforme  admet  une  infinité  de  points  sin- 
guliers dans  un  domaine  fini,  il  y  aura  au  moins  un  point  limite  à 
l'intérieur  ou  sur  la   frontière  de  ce    domaine.    Par   exemple  la 

fonclion  admet   comme    pôles   toutes   les   racines  de   l'équa- 


sin- 

z 


tion  sin  f  —  j  =  o,  c'est-à-dire  tous  les  points  z  ==■  -j—y  k  étant  une 
nombre  entier  quelconque  ;  l'origine  est  un  point  limite.  La 
fonclion —admet  de  même  pour  points  singuliers  toutes 


sin  — 

z 


les  racines  de  l'équation  sin  (  -  )  =  ^ ,  parmi  lesquels  sont  tous  les 

points^  = >  k  et  k'  étant  deux  nombres  entiers 

•2  A'  TT -i-  a rc  si n  (  - —  ) 

\kTz) 

arbitraires.  Tous  les  points  sont   des  points   limites,    car   si, 

k'  restant  fixe,  k  augmente  indéfiniment,  l'expression  précédente  a 

pour  limite  ^-p—  •  Il  serait  aisé  de  former  des  exemples  de  plus  en 

plus  compliqués  du  même  genre  en  multipliant  les  signes  sin.  Il 
existe  aussi,  comme  nous  le  verrons  un  peu  plus  loin,  des  fonc- 
tions admettant  pour  points  singuliers  tous  les  points  d'une  ligne. 
11  peut  se  faire  qu'une  fonclion  uniforme  n'ait  qu'un  nombie  fini 
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de  points  singuliers  dans  tout  domaine  fini  du  plan,  quoiqu'elle 
en  ait  une  infinité  dans  tout  le  plan.  A  l'extérieur  d'un  cercle  C, 
aussi  grand  qu'en  soit  le  rayon,  il  J  a  toujours  une  infinité  de 
points  singuliers,  et  nous  dirons  que  le  point  à  l'infini  est  un 
point  limite.  Nous  allons  nous  occuper,  dans  les  paragraphes 
suivants,  des  fonctions  uniformes  admettant  une  infinité  de  points 
singuliers  isolés,  ayant  pour  seul  point  limite  le  point  à  l'infini. 

319.  Théorème  de  M.  Mittag-Leffler.  — S'il  n'y  a  qu'un  nombre 
fini  de  points  singuliers  clans  toute  portion  du  plan  à  distance 
finie,  on  peut,  comme  on  l'a  déjà  remarqué  pour  les  zéros  d'une 
fonction  entière,  ranger  ces  points  singuliers  en  une  suite 

(6)  «i,    «},     ...,     a,,,     ..., 

de  façon  qu'on  ait  |«„|^|a„^,  |,  et  il  est  clair  que  |  a«  |  croît 
indéfiniment  avec  n.  Nous  pouvons  supposer  de  plus  que  tous  les 
termes  de  cette  suite  sont  différents.  A  chaque  terme  at  de  la 
suite   (6)   faisons   correspondre    un    polynôme   ou    une    fonction 

entière  en ,  G,  ( )i  pris  d'une  façon  tout  à  fait  arbi- 

z  —  ai  \z — a//     '^ 

traire.  Le  théorème  de  Mittag-Leffler  peut  s'énoncer  ainsi  : 

H  existe  une  fonction  analytique  uniforme,   qui  est  régu- 
lière pour  toute  valeur  finie  de  z  ne  faisant  pas  partie  de  la. 
suite  (6),  et  dont  la  partie  principale,  dans  le  domaine  du 

point  z  =  «/,  est  G/  [- )  • 

\  -3  —  di  / 

Nous  allons  démontrer  pour  cela  qu'il  est  possible  d'associer  à 
chaque  fonction  G,- (  )  un  polynôme  Pi(3),   tel  que  la  série 


2[«-fe)-H 


définisse  une  fonction  analytique  jouissant  de  ces  propriétés. 

Si  le  point  2  =  0  fait  partie  de  la  suite  (6),  nous  prendrons  le 
polynôme  correspondant  égal  à  zéro.  A  chacun  des  autres  points  ai 
faisons  correspondre  un  nombre  positif  ti  tel  que  la  série  S£<  soit 
convergente  ;  désignons  en  outre  par  a  un  nombre  positif  inférieur 
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à  l'unité.  Soient  C/  le  cercle  ayant  pour  centre  l'origine  et  passant 
par  le  point  a/,  C|-  le  cercle  concentrique  au  précédent  et  de  rayon 

égala  a|<7/|.  La  fonction  G/ 1  ^ )    étant   holomorphe    dans    le 

cercle  G/,  on  a,  pour  tout  point  intérieur  à  ce  cercle 

G,-  ( )  =  a/o  -4-  a/,  xî  -+- .  . .  -+-  a,„  ^"  -t- .  .  . , 


La  série  entière  qui  est  au  second  membre  est  uniformément  con- 
vergente dans  le  cercle  G^  ;  on  peut  donc  trouver  un  nombre 
entier  V  assez  grand  pour  qu'on  ait,  à  l'intérieur  de  G^ , 


(7)  h'(F=^-)  - "'■»-«'•' 


<£/, 


et  le  nombre  V  étant  ainsi  déterminé,  nous  prendrons  pour  Pi{z) 
le  polynôme  —  a,o  —  a,,  ^  —  ...  —  a/vS^- 

Gela  poié,  soit  G  un  cercle  de  rayon  R  ayant  pour  centre  le 
point  2  :=  o.  Mettons  à  part  dans  la  suite  (6)    les  points  singu- 

liers  «/  dont  le  module  ne  dépasse  pas  -  •  S'il  y  en  a  </,  nous 
poserons 

»''(')=ih(j^)-^'''(^']- 

/-ri 

Quant  à  la  série 

/  =  7-4-l 

elle  est  absolument  et  uniformément  convergente  dans  le  cercle  G; 
car  on  a,  pour  tout  point  pris  dans  ce  cercle,  l^l-^i^RtC^^ala,],  si 
l'indice  i  est  supérieur  à  q.  D'après  l'inégalité  (7)  et  la  façon  dont 
on  a  pris  le  polynôme  P/(5),  le  module  du  terme  général  de  la 
seconde  série  est  inférieur  à  £/,  lorsque  :;  est  intérieur  à  G.  La 
fonction  Fj  (z)  est  donc  une  fonction  holomorphe  dans  ce  cercle, 
et  il  est  clair  qu'en  lui  ajoutant  F,  (z),  la  somme 

(8)  F(„=2[G.(j::b;)  +  P.(-)] 

1  =  1 

aura  dans  le  cercle  G  les  mêmes  points  singuliers  que  F|  (z)  avec 
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les  mêmes  parlics  principales.  Ces  points  singuliers  sont  précisé- 
ment les  termes  de  la  série  (6)  dont  le  module  est  inférieur  à  R, 

et  la  partie  principale  dans  le  domaine  du  point  ai  est  G/  ( )  • 

Comme  le  rayon  R  est  quelconque,  il  s'ensuit  que  la  fonction  F(^) 
satisfait  à  toutes  les  conditions  de  l'énoncé. 

Il  est  clair  qu'en  ajoutant  à  F  (5)  un  polynôme  ou  une  fonc- 
tion entière  quelconque  G (5),  la  somme  ¥[z)-\-Gi[z)  admet  les 
mêmes  points  singuliers  que  F  (2)  avec  les  mêmes  parties  princi- 
pales. Inversement,  on  a  ainsi  l'expression  générale  des  fonctions 
uniformes  possédant  les  points  singuliers  donnés  avec  les  parties 
principales  correspondantes,  car  la  différence  de  deux  pareilles 
fonctions,  étant  régulière  pour  toute  valeur  finie  de  5,  est  un 
polynôme  ou  une  fonction  entière.  La  fonction  G  (5)  pouvant  à 
son  tour  être  représentée  par  la  somme  d'une  série  de  polynômes, 
la  fonction  F(s)  +  G(5)  peut  donc  elle-même  être  représentée 
par  la  somme  d'une  série  dont  chaque  terme  s'obtient  en  ajoutant 

à  la  partie  principale  G/  [ )  un  polynôme  convenable. 

Si  toutes  les  parties  principales  Gj  sont  des  polynômes,  la  fonc- 
tion est  méromorphe  dans  toute  région  du  plan  à  distance  finie 
et  inversement.  On  voit  donc  que  toute  fonction  méromorphe  peut 
être  représentée  par  la  somme  d'une  série  dont  chaque  terme  est 
une  fraction  rationnelle  ne  devenant  infinie  que  pour  une  valeur 
finie  de  la  variable.  Cette  représentation  est  analogue  à  la  décom- 
position d'une  fraction  rationnelle  en  éléments  simples.  Toute 
fonction  méromorphe  ^  {z)  peut  aussi  se  représenter  par  le  quo- 
tient de  deux  fondions  entières.  Supposons  en  effet  que  les  pôles 
de  ^  {z)  soient  les  termes  de  la  suite  (6),  chacun  d'eux  étant 
compté  avec  son  degré  de  multiplicité.  Soit  G(^)  une  fonction 
entière  admettant  ces  zéros;  le  produit  <^[z)G{z)  n'a  plus  de 
pôles.  C'est  donc  une  fonction  entière  G,  (s),  et  l'on  a  l'égalité 

320.  Étude  de  quelques  cas  particuliers.  —  La  démonstration 
précédente  du  théorème  général  ne  donne  pas  toujours  le  moyen 
le  plus  simple  de  former  une  fonction  uniforme  satisfaisant  aux 
conditions  voulues.  Supposons  par  exemple  qu'il  s'agisse  de  con- 
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struire  une  fonction  $  (z)  admettant  pour  pôles  du  premier  ordre 
tous  les  points  de  la  suile  (6),  le  résidu  étant  égal  à  un;  nous  sup- 
poserons que  z  =  o  n'est  pas  un  pôle.  La  partie  principale  relative 
au  pôle  ai  est ,  et  l'on  peut  écrire 


1 

■<f 

z^-'- 

i 
— \- 

I 

ai 

af 

< 

-*»    •~~ 

ai 

p, 

K-) 

I 

H- 

z 

-+-.. . 

-^- 

a^    ' 

SI  nous  prenons 


tout  revient  à  déterminer  le  nombre  entier  v  en  fonction  de  l'in- 
dice i  de  façon  que  la  série 


^z  —  a,\ai)  2mk 


I 


soit  absolument  et  uniformément  convergente  dans  tout  cercle 
décrit  de  l'origine  pour  centre,  en  négligeant  un  nombre  suffisant 

de  termes  au  début.  Il  suffit  encore  que  la  série  ^  (  ~~  )        ^^^^ 

elle-même    absolument    et    uniformément    convergente    dans    le 

même  domaine.  S'il  existe  un  nombre/?  tel  que  la  série  >    — 

soit  convergente,  il  suffira  de  prendre  v  r=p  —  i .  S'il  n'existe  pas 
de  nombre  entier  jouissant  de  cette  propriété,  on  prendra  comme 
plus  haut  (n°  315)  V  =  i —  i ,  ou  v+  i  >»  log/.  Le  nombre  v  étant 
choisi  convenablement,  la  fonction  méromorphe 


(9) 


^{z)  =  S      — î h  — -f-  -^  -I-...+  '^ 

^  yz  —ai       ai       aj  a]  J 


admet  pour  pôles  du  premier  ordre  tous  les  points  de  la  suite  (6) 
avec  un  résidu  égal  à  l'unité. 

Il  est  facile  d'en  déduire  une  nouvelle  démonstration  du  théo- 
rème de  M.  Weierstrass  sur  la  décomposition  d'une  fonction 
entière  en  facteurs  primaires.  En  effet,  on  peut  intégrer  terme  à 
terme  la  série  (9)  tout  le  long  d'un  chemin  quelconque  ne  passant 
par  aucun  des  pôles  ;  car,  si  ce  chemin  est  situé  dans  un  cercle  G 
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ayant  pour  centre  l'origine,  la  série  (9)  peut  être  remplacée  par 
une  série  uniformément  convergente  dans  ce  cercle,  augmentée 
de  la  somme  d'un  nombre  fini  de  fonctions  méromorphes  [cela 
résulte  de  la  démonstration  même  de  la  formule  (9)].  Si  nous 
intégrons  en  prenant  le  point  z  =  o  pour  limite  inférieure,  il  vient 

et  par  suite 


/ 


11  est  facile  de  vérifier  que  le  premier  membre  de  cette  formule  (10) 
est  une  fonction  entière  de  z.  Dans  le  voisinage  d'une  valeur  a 

de  2,  n'appartenant  pas  à  la  suite  (6),  l'intégrale    /    ^[z)dz   est 

holomorphe  ;  la  fonction  e  °  est  aussi  holomorphe  et  diffé- 

rente de  zéro  pour  ^  =«.  Dans  le  voisinage  du  point  a/,  on  a 

4>(z)  dz  =  Log(z  —  Ui)  -h  Q(z  —  Ui), 

f   <^(z)dz 

?^  0  =  (^  —  ai)  eQ(^-".>, 


r 


les  fonctions  P  et  Q  étant  holomorphes.  On  voit  que  cette  fonc- 
tion entière  admet  pour  racines  les  termes  de  la  suite  (6),  et  la 
formule  (10)  est  identique  à  la  formule  (3)  établie  plus  haut. 

La  même  démonstration  s'appliquerait  encore  aux  fonctions 
entières  ayant  des  racines  multiples.  Si  ai  est  une  racine  multiple 
d'ordre  r,  il  suffirait  de  supposer  que  ^  (z)  admet  le  pôle  z  =  ai 
avec  un  résidu  égal  à  /\ 

Cherchons  encore  à  former  une  fonction  méromorphe  admet- 
tant pour  pôles  du  second  ordre  tous  les  points  de  la  suite  (6),  la 

partie  principale   dans    le    domaine   du  point  ai  étant  ( )  • 

Nous  supposerons  que   z^o  est  un  point  ordinaire,    et  que'^îa^ 
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série  ^1  —     est  convergente;  il  est  clair  qu'il  en  sera  de  même 

de  la  série  ^^  —    -En  limitant  le  développement  de  -, rr  sui- 

vant  les  puissances  de  ;;  à  son  premier  terme,  on  peut  écrire 

1  I    _    laiz  —  5*    _     latz  —  z'^ 

{z  —  ai)^  ~^  ""  a](z  —  aif  ~  ^.J^_^y' 

et  la  série 


(•I) 


-t-  00  -t-  «0 

V^  r         I  '    I       V^     -laiz  —  3* 


répondra  à  la  question,  pourvu  qu'elle  soit  uniformément  conver- 
gente dans  tout  cercle  G  décrit  de  l'origine  pour  centre,  en  négli- 
geant un  nombre  suffisant  de  termes  au  début.  Or  si  l'on  ne  prend 
que  les  termes  de  la  série  provenant  des  pôles  a,-,  pour  lesquels 

R 
on  a  |rt,|>  — >  R  étant  le  rayon  de  G  et  a  un  nombre  positif  infé- 
rieur à  un,  le  module  de  (  i  — —  )      reste  inférieur  à  une  certaine 


limite,  et  la   série  dont  le  terme  général  est  — ^  —  — j  est  absolu- 

a-        a- 

ment  et  uniformément  convergente  dans  le  cercle  G,  d'après  les 

hypothèses  faites  sur  les  pôles  ai. 

321.  Méthode  de  Cauchy.  —  Etant  donnée  une  fonction  méro- 
morphe  F  (c),  le  théorème  de  M.  Miltag-Leffler  permet  de  former 
une  série  à  termes  rationnels  dont  la  somme  ¥ t  [z)  admet  les 
mêmes  pôles  que  F(:;)  avec  les  mêmes  parties  principales.  Mais  il 
reste  encore  à  trouver  la  fonction  entière  qui  est  égale  à  la  diffé- 
rence F(s)  —  F,(:;).  Longtemps  avant  les  travaux  de  Weier- 
strass,  Gauchy  avait  déduit  de  la  théorie  des  résidus  une  méthode 
pour  décomposer  une  fonction  méromorphe  en  une  somme  d'une 
infinité  de  termes  rationnels,  moyennant  quelques  hypothèses 
d'un  caractère  très  général  sur  cette  fonction.  Il  est  du  reste  facile 
de  présenter  la  méthode  sous  une  forme  plus  générale. 

Soit  F(^)  une  fonction  méromorphe,  régulière  dans  le  domaine 
de  l'origine;  et  soient  G,,  Ga,  ...,  G,,,  ...,  une  suite  indéfinie 
de  contours  fermés,  entourant  le  point  s  =  o,  ne  passant  par  aucun 
G.,  II.  II 
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des  pôles,  et  tels  qu'à  partir  d'une  valeur  de  n  assez  grande,  la 
distance  de  l'origine  à  un  point  quelconque  de  C,j  reste  supérieure 
à  tout  nombre  donné.  Il  est  clair  qu'un  pôle  quelconque  de  F  (g) 
finira  par  rester  compris  à  l'intérieur  de  tous  les  contours  suc- 
cessifs Crt,  G/,^i,  . .  . ,  pourvu  que  l'indice  n  soit  assez  grand.  L'in- 
tégrale définie 

OÙ  X  est  un  point  quelconque  intérieur  à  C,,,  et  différent  des 
pôles,  est  égale  à  F(^),  augmenté  de  la  somme  des  résidus  relatifs 
aux  différents  pôles  de  F  (g)  intérieurs  à  C«.   Soit  a^  un  de  ces 

pôles  ;  la  partie  principale   correspondante  (jk\ )   est  une 

fonction  rationnelle,  et  l'on  a,  dans  le  domaine  du  point  an-, 

Dans  le  domaine  de  ce  point,  on  peut  écrire  aussi 

I  I  \  z  —  ak         (z  —  a^y- 


z  —  X  X  —  aii  —  {z  —  aii)  x  —  a^       {x  —  a>t)*       (x  —  a/t)* 

F  ( z) 
et  en  faisant  le  produit,  il  est  visible  que  le  résidu  de  relatif 

Z  —  ce 

au  pôle  «A  est  égal  à 

—  ctk/ 


X  —  a/c       *"'       (X  — ay;.)'"-i        {X  —  a^)'"  ~  ~     '' 


On  a  donc  la  relation 

Ad        \x  —  akl        1TU  J        z  —  x 

c„  '^"' 

le  signe  ^  indiquant  une  sommation  étendue  à  tous  les  pôles  a^ 

c„ 
intérieurs  au  contour  G,,.  D'autre  part,  nous  pouvons  remplacer 

\  X  XP  \        (  x\  /*+' 

\ T  -f-.  .  .H H 

Z        z-  zP-^^        z  — 
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et  écrire  la  formule  précédente 

F(z)dz 

c„ 


<"^)   ^(-)=2^Kj^)-^-X. 


L'intégrale—^.   /  est  égale   à   F  (o),  augmenté  de  la 

somme  des  résidus  de  -  F  (:;)  relatifs  aux  pôles  de  F  (s)  intérieurs 
à  Cfl.  D'une  manière  générale,  l'intégrale  définie — ■.  /     — ^ — 

est  égale  à ,  >  plus  la  somme  des  résidus  de  z'""  F (z) 

^  1.2. ..(r—i)      ^  ^    ' 

relatifs  aux  pôles  de  F  (s)  intérieurs  à  C/,.  Si  nous  représentons 
par  5*t^'**  le  résidu  de  Y  i^z')z~'^  relatif  au  pôle  a*,  nous  pouvons 
écrire  la  formule  (i3) 

OC  xf* 

(i4)       ¥lx)  =  F(o)  +  -F'(o) -+-... H Ftp'Co) 

I  i  .1. . .p 

Ci. 

Pour  avoir  une  limite    supérieure   du    terme    complémentaire, 
écrivons  ce  terme 

F(2)         dz 


2  7^*    »/,• 


Zl»       Z{Z  —  X)' 


'(€„» 

supposons  que,  le  long  de  C,,,  le  module  de  — —  reste  inférieur  à  M, 

et  le  module  de  z  supérieur  à  8.  Comme  le  nombre  n  doit  croître 
indéfiniment,  nous  pouvons  supposer  qu'on  l'a  pris  assez  grand 
pour  que  8  soit  supérieur  à  \x\^  et,  le  long  de  C«,  on  aura 


< 


Si  S,,  est  la  longueur  du  contour  C,,,  on  a  donc 


6(8  — |i|) 
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On  pourra  affirmer  que  ce  terme  complémentaire  tend  vers  zéro 
lorsque  n  grandit  indéfiniment  si  l'on  peut  trouver  une  suite  de 
contours  fermés  Cj,  Ga,  • . . ,  C«,  . . . ,  et  un  nombre  entier  positif /> 
satisfaisant  aux  conditions  suivantes  ; 

1°  Le  module  de  ¥  {z)  z~p  reste  inférieur  à  un  nombre  fixe  M, 
le  long  de  tous  ces  contours. 

S 
2°  Le  rapport -^  de  la  longueur   du   contour  0,^  à  la  distance 

minima  8  de  l'origine  à  un  point  de  ce  contour  reste  inférieur  à 
une  limite  L,  lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

Si  ces  conditions  sont  vérifiées,  |Rn|  est  inférieur  au  quotient 
d'un  nombre  fixe  par  un  nombre  8  —  |:r[  qui  croît  indéfiniment 
avec  n.  Ce  reste  R^  tend  donc  vers  zéro,  et  nous  avons  à  la  limite 

Xl' 

(i5)     ¥{x)  =  F(o)H-a:F'(o)  +...4 F(/''(o) 

n  —  00  ■^"  L         \      —  "'A/  J 

Cn 

La  fonction  F(.r)  est  donc  développée  en  une  somme  d''une 
infinité  de  termes  rationnels.  L'ordre  dans  lequel  ils  se  succèdent 
est  déterminé  par  la  loi  de  succession  des  contours  C,,  C2,  . .". , 
Crt,  ....  Si  la  série  obtenue  est  absolument  convergente,  on 
pourra  les  écrire  dans  un  ordre  arbitraire. 

Remarque.  —  Si  le  point  ^  =  0  était  un  pôle  pour  F(5),  avec 

la  partie  principale  G(-]>   il    suffirait   d'appliquer   la    méthode 

précédente  à  la  fonction  F(:;)  —  Gf-j- 

322.  Développement  de  cot  x  et  de  sin  x.  —  Appliquons  cette 

méthode  à  la  fonction  F(5)  =  cot^  —  -?  qui  admet  pour  pôles 

du  premier  ordre  les  points  z  =  /ît:,  k  étant  un  nombre  entier 
quelconque  différent  de  zézo,  et  le  résidu  étant  égal  à  un.  Nous 
prendrons  pour  contour  G^  un  carré  tel  que  BGB'G'  ayant  pour 
centre  l'origine  et  dont  les  côtés,  parallèles  aux  axes,  ont  pour 
longueur  2mz-\-  z  ;  aucun  des  pôles  ne  se  trouve  sur  ce  contour,, 
et  le  rapport  de  la  longueur  S„  à  la  distance  minima  ù  de  l'origine 
à  un  point  du  contour  est  constante  et  égale  à  8.  Le  carré  du 
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module  de  cot(x-\-)i)  est  égal  à 

e^y-h  e-^y-r-  2  COS2  3r 

Sur  les  côtés  BC  et  B'C,  on  a  cos2X::= — i,  et  le  module  est 


Fig 

.  68. 

y 

8' 

B 

j? 

0 

TVK 

<Tv*iJn 

C 

C 

inférieur  à  un.  Sur  les  côtés  BB'  et  CC,  le  carré  de  ce  module  est 
inférieur  à 


e^y-^e 


-*y—  1  ~  \i  —  e-*y)  ' 


on  doit  remplacer  dans  cette  formule  2y  par  ±(2/1+  1)11,  et 
l'expression  obtenue  tend  vers  l'unité  lorsque  n  augmente  indé- 
finiment. Comme  le  module  de  -  le  long  de  C,,  tend  vers  zéro 
lorsque  n  augmente  indéfiniment,  il  s'ensuit  que  le  module  de  la 
fonction  cots sur  le  contour  C/,  reste  moindre  qu'un  nombre 

fixe  M,  quel  que  soit  n.  On  peut  donc  appliquer  à  cette  fonction 
la  formule  (i5),  en  supposant/?  =  o.  On  a  ici 


F(o)  =  Iim 


r  cosar  —  sm;r 


)=o, 


et  si  qui  représente  le  résidu  de  -cot:; pour  le  pôle  Aiz  est 

égal  à  -j —  On  a  donc 

n 

(16)  cota: =  lim    7    ( ; i--ï— ), 

—  n 

la  valeur  A"=  o  étant  exceptée  de  la  sommation.  La  série  obtenue 
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en  faisant  croître  n  indéfiniment  est  absolument  convergente,  car 
le  terme  général  peut  s'écrire 


et  le  module  du  facteur —  reste  inférieur  à  une  certaine  limite, 

X  ' 

pourvu  que  x  ne  soit  pas  un  multiple  de  t^.  Nous  avons  donc  en 
définitive 


('7) 


-I-  w 

)ta7  = 1-7    (  i 1-  7—  ) 

X      ^Ê^  \x  —  kst        k-K  J 


En  intégrant  les  deux  membres  de  cette  relation  le  long  d'un 
chemin  partant  de  l'origine  et  ne  passant  par  aucun  des  pôles,  il 
vient 

X    (cot^-  ^)  dx  =  Log  (î!^)  =2  Log(.  -^)^^' 
d'oii  l'on  tire 

-I-  oe  ^. 

(i8)  i\nx  =  xY\  (i—^)  e^. 

Le  facteur  gi?'^)  est  ici  égal  à  l'unité.  Si  dans  la  série  (ly)  nous  associons 
les  deux  ternnes  qui  proviennent  des  valeurs  opposées  de  A:,  nous  obtenons 
la  formule 

(17)'  cola?  = 1-  2:»;    7     ; ;• 

1 

En  associant  de  même  les  deux  facteurs  du  produit  (18)  qui  correspon- 
dent à  des  valeurs  opposées  de  A",  nous  avons  la  nouvelle  formule  (') 

+  00 
(18/  sina:  =  a:Jj(i-^^^ 

1 

et  l'on  peut  encore  écrire,  en  remplaçant  x  par  -kx, 


-U' 


s\mzx  TT  /         X- 

I2 


(')   Cette  décomposition   de   sina;  en    produit   infini   est  due   à   Euler   qui    l'a 
obtenue  par  une  voie  élémentaire  {Jntroductio  in  Analysin  injlnitoruni). 
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Remarques  diverses.  —  1°  Les  dernières  formules  mettent  facilement  en 

évidence  la  périodicité  de  sinar,  qui  n'apparaît  pas  avec  le  développement 

,....,                                ~              simra?         ,     ,.     .  .    n    • 

en  série  entière.  Nous  vovons  en  effet  que est  la  limite  pour  n  infini 

du  polynôme 

c?„(:r)  =  (,_^)(,--^)...(,-:r)x(i  +  x)...(i-i-^); 

si  l'on  y  change  x  en  x-k-  i,  on  voit  facilement  qu'on  a 

(p„(ar-n)=  — (p„(a-)      ^_^     , 

ce  qui  donne,  en  faisant  croître  n  indéfiniment,  sin  (uaj-l- t)  =  —  simra-, 
ou  sin(z-4-Tr)  =  —  sin;;,  et  par  suite  sin(z-<-2T:)=  sins. 

2°  Il  est  aisé  de  se  rendre  compte,  sur  cet  exemple  particulier,    de    la 

X 

nécessité  d'associer  à  chacun  des  facteurs  binômes  de  la  forme  i un 

ak 

facteur  exponentiel  convenable,  si  l'on  veut  obtenir  un  produit  absolu- 
ment convergent.  Supposons,   pour  fixer  les  idées,  x  réel  et    positif.  La 

série  ^— étant  divergente,  le  produit 

augmente  indéfiniment  avec  m,  tandis  que  le  produit 
Q,=  ^,_.,(,_î)...(,_î) 

tend  vers  zéro  lorsque  n  croit  indéfiniment  (  I,  n"*  177).  Si  l'on  prend  m  =  n, 

le  produit  P,„  Q;„  a  pour  limite  ;    mais,  si  l'on  fait  croître  m  et  n 

indépendamment  l'un  de  l'autre,  la  limite  de  ce  produit  est  complètement 
indéterminée.  Il  est  facile  de  le  vérifier,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x, 
au  moyen  des  facteurs  primaires  de  Weierstrass.  Remarquons  d'abord  que 
les  deux  produits  infinis 

n  — 1  11  =  1 

sont  l'un  et  l'autre  absolument  convergents,  et  leur  produit  F\{x)  F^ix) 

,  ,  simra: 
est  égal  a 

Cela  posé,  nous  pouvons  écrire  le  produit  P,/tQ,j  comme  il  suit: 
Lorsque  les  deux  nombres  m  et  n  augmentent  indéfiniment,  le  produit 
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de  tous  les  facteurs  du  second  membre,  en  négligeant  le  dernier,   a  pour 

...       ■-,   /       •»-.    ,  sinza:      _  i        •       i- 

limite   Fi(ar)  F2(a7)  = Quant   au    dernier  tacteur,    on    a    vu    que 

l'expression 

1  I  I  r 

2  '  '  '       m  2       *  *  *       n 

a  pour  limite  logto,  en  désignant  par  w  la  limite  du  rapport  —  (I,  n"  161). 

,    .    ^     ^         ,                    ...      sinira^       , 
Le  produit  V ,„Qn  a  donc  pour  limite g»-iogw.  q^  ^q^i  comment  cette 

limite  dépend  de  la  loi  suivant  laquelle  les  deux  nombres  m  et  n  augmen- 
tent indéfiniment. 

3"  On  peut  faire  des  remarques  tout  à  fait  analogues  sur  le  développe- 
ment de  cota?.  Nous  montrerons  seulement  comment  on  peut  déduire  la 
périodicité  de  cette  fonction  de  la  série   (17).  Observons  d'abord  que  la 

série  dont  le  terme  gênerai  est  ■; 7-7 — •  =  —  -j-n t"'    ou  1  in- 

Ar-JT        (k — 1)71  k{k — i)tî 

dice  k  prend  toutes  les  valeurs  entières  depuis  —  00  jusqu'à-)-  00,  sauf  A:  =  o, 

Â:=  I,  est  absolument  convergente,  et  sa  somme  est >  comme   on  le 

voit   en  faisant   d'abord   varier  A-  de  2  à  -1-  00,  puis  de   —  i  à  —  00.    Nous 
pouvons  donc  écrire  le  développement  de  cota? 


cota? 


=  i  +  __L_  _  1  Sy'  \   '    +  —^ 1 

X        X  —  ir        t:       Aj   La?  —  k-n        (A  — ijr  j 


les  valeurs  A:  =  o,   A"  =  i    étant  exclues   de  la   sommation.   Gela  revient  à 
retrancher  de  chaque  terme  de  la  série  (17)  le  terme  correspondant  de  la 

série  convergente   formée  par  la  série    précédente   augmentée   de-»    En 

changeant  a?  en  a?  -h  r,  il  vient 

-            I             I             I       V'T             I                         '1 
cot(a?  -h  tt)  = 1 H  >        7-7 h  Ti 

'  X  a?  -t-  TT  TT  .^^      La? {k IjTT  (A- IjTtJ 


ou  encore 


cot(a?  -+-  t:) 


-t-oo 

~  X      ^  Lar  —  (k  —  1)11        {k  —  i)T:\ 


k —  I    prenant  toutes    les  valeurs  entières  sauf  o.  Le  second  membre  est 
identique  à  cota?. 

IL  —  FONCTIONS  DOUBLEMENT  PÉRIODIQUES. 
FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 

323.  Fonctions  périodiques.  Développements  en  séries.  —  Une 
fonction  analytique  uniformey'(s)  est  àiie  périodique  s'il  existe 
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un  nombre  w,  réel  ou  complexe,  tel  qu'on  ait,  quel  que  soit  z, 
y(c  +  w)  =  /(«);  ce  nombre  co  est  appelé  période.  Marquons 
dans  le  plan  le  point  d'affixe  w,  et  sur  la  droite  indéfinie  passant 
par  l'origine  et  par  le  point  to,  portons  à  partir  de  l'origine,  dans 
un  sens  ou  dans  l'autre,  une  longueur  égale  à  |(o|,  un  nombre 
quelconque  de  fois.  Nous  obtenons  ainsi  les  points  u),  aw,  3(o,.  .  .  , 
/i(o,  ,  .  .  ,  et  les  points  —  lo,  —  ao),  .  .  ,  ,  —  /«tu,  ....  Par  ces 
différents  points  et  par  l'origine  menons  des  parallèles  à  une  direc- 
tion quelconque  différente  de  Oco;  le  plan  est  ainsi  décomposé  en 
une  infinité  de  bandes  d'égale  largeur  {/îg.  69). 


Si  par  un  point  quelconque  z  on  mène  une  parallèle  à  la  direc- 
tion Oto,  on  obtiendra  tous  les  points  de  cette  droitç  en  faisant 
varier  le  paramètre  réel  X  de  —  00  à  +00  dans  l'expression  s-hXw, 
En  particulier,  si  le  point  z  décrit  la  première  bande  AA'BB',  le 
point  homologue  z  +  to  décrira  la  bande  contiguë  BB'CC,  le 
point  z-{-2(i)  décrira  la  troisième  bande,  et  ainsi  de  suite.  Toutes 
les  valeurs  de  la  fonction /(s)  dans  la  première  bande  se  repro- 
duiront périodiquement  dans  les  suivantes. 

Soient  LL'  et  MM'  deux  droites  indéfinies  parallèles  à  la  direc- 

tion  Oto.  Posons  a  =  e  '^  ,  et  cherchons  la  région  du  plan  des  u 
décrite  par  la  variable  u  lorsque  le  point  z  reste  dans  la  bande 
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indéfinie  comprise  entre  les  deux  parallèles  LL',  MM'.  Si  a  +  ^t 
est  l'affixe  d'un  point  de  LL',  on  obtiendra  tous  les  autres  points 
de  cette  droite  en  posant  5  =  a+ ^/-hXto,  et  faisant  varier  À  de 
—  00  à  -h  00.  Il  vient  alors 


u  =  e-  =  «'"'^  e 


lorsque  X  varie  de  — oo  à  H-oo,  ii  décrit  un  cercle  C|  ayant  pour 
centre  l'origine.  On  voit  de  même  que,  lorsque  z  décrit  la 
droite  MM',  ii  reste  sur  un  cercle  Ca  concentrique  au  premier; 
lorsque  le  point  z  décrit  la  bande  indéfinie  comprise  entre  les  deux 
droites  LL',  MM',  le  point  u  décrit  la  couronne  comprise  entre  les 
deux  cercles  C|,  Co.  Mais,  tandis  qu'à  une  valeur  de  z  ne  corres- 
pond qu'une  valeur  de  u^  à  une  valeur  de  a  correspondent  une 
infinité  de  valeurs  de  z  formant  une  progression  arithmétique  de 
raison  co,  illimitée  dans  les  deux  sens. 

Une  fonction  périodique/(^),  admettant  la  période  to,  et  holo- 
morphe  dans  la  bande  indéfinie  comprise  entre  les  deux  droites  LL', 
MM',  est  égale  à  une  fonction  »(«)  de  la  nouvelle  variable  «,  holo- 
morphe  dans  la  couronne  comprise  entre  les  deux  cercles  C,  et  02- 
En  effet,  à  une  valeur  de  u  correspondent  bien  une  infinité  de 
valeurs  de  ;;;  mais  ces  valeurs  de  z  donnent  toutes  la  même  valeur 
de /(:;),  en  vertu  de  la  périodicité.  D'autre  part,  si  Uq  est  une  va- 
leur particulière  de  m,  et  Zq  une  valeur  correspondante  de  ^,  la 
valeur  de  z  qui  tend  vers  Zq  est  une  fonction  holomorphe  de  //  dans 
le  domaine  de  lia]  il  en  est  donc  de  même  de  çp(f^).]Nous  pouvons 
donc  appliquer  à  cette  fonction  «p(«)  le  théorème  de  Laurent; 
dans  la  couronne  comprise  entre  les  deux  cercles  C|,  Co,  cette 
fonction  est-  égale  àJa  somme  d'une  série  de  la  forme  suivante  : 

en  revenant  à  la  variable  z,  on  en  conclut  que  la  fonction  pério- 
dique f{z)  est  égale,  à  l'intérieur  de  la  bande  considérée,  à  la 
somme  de  la  série 

(19)  f(z)=^A,ne~^^. 
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Si  la  fonction  périodique /(;;)  est  holomorphe  dans  tout  le  plan, 
on  peut  supposer  que  les  deux  droites  LL',  MM',  qui  limitent  la 
bande,  s'éloignent  indéfiniment,  l'une  vers  le  haut,  l'autre  vers  le 
bas.  Toute  fonction  périodique  entière  est  donc  développable 
en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances,  positives  et  néga- 

31:  iz 

tives,  de  e  *"  ,  et  convergente  pour  toute  valeur  finie  de  z. 

324.  Impossibilité  d'une  fonction  uniforme  à  trois  périodes.  —  D'après 
un  théorème  célèbre  de  Jacobi,  une  fonction  uniforme  ne  peut  admettre 
plus  de  deux  périodes  distinctes.  Pour  le  montrer,  il  suffit  évidemment  de 
prouver  qu'une  fonction  uniforme  ne  peut  avoir  trois  périodes  distinctes. 
Nous  démontrerons  d'abord  le  lemme  suivant  : 

Soient  a,  b,c  trois  quantités  quelconques,  réelles  ou  imaginaires,  et  m, 
n,  p  trois  nombre?  entiers  arbitraires,  positifs  ou  négatifs,  dont  l'un  au 
moins  est  dijférent  de  zéro.  Si  l'on  attribue  aux  entiers  m,  n,  p  tous  les 
systèmes  de  valeurs  possibles,  sauf  m:=n=zp=io,  la  borne  inférieure 
de  \ma  -h  nb-^pc\  est  é^ale  à  zéro. 

Imaginons  l'ensemble  (E)  des  points  du  plan  dont  l'affixe  est  de  la  forme 
ma  -h  nb  -hpc.  Si  deux  points  correspondant  à  deux  systèmes  d'entiers 
différents  coïncident,  on  a  par  exemple 

ma  -h  nb  -h pc  =  ni^a  -i-  nib  -h  p\C, 
et  par  suite 

{m  —  mi)a  -\-  {n  —  ni)b  -\-  {p  ~  pi)c  =  o, 

l'un  au  moins  des  nombres  m  —  mj,  n  —  ni,  p  — pi  n'étant  pas  nul.  Dans 
ce  cas  la  proposition  est  évidente.  Si  tous  les  points  de  l'ensemble  (E)  sont 
distincts,  soit  -iô  la  borne  inférieure  de  \ma  ^  nb  -h pc\\  ce  nombre  28 
est  aussi  la  borne  inférieure  de  la  distance  de  deux  points  quelconques  de 
l'ensemble  (E).  En  effet  la  distance  des  deux  points  d'affixes  ma  -\-  nb  -h pc 
et  /«ja -+- /i|6 -+-/>!  c  est  égale  à  \{m  —  m,)a-i-(/i  —  ni)b-h(p — Pi)c\. 
Nous  allons  montrer  qu'on  est  conduit  à  une  conclusion  absurde  en  sup- 
posant 8  >  o. 

Soit  N  un  nombre  entier  positif;  donnons  à  chacun  des  nombres  entiers 
m,  n,  p,  l'une  des  valeurs  de  la  suite  —  N,  —  (N  —  1)  . . . ,  o,  . . .  ,  N  —  i,  N, 
et  associons  de  toutes  les  manières  possibles  ces  valeurs  de  m,  n,  p.  Nous 
obtenons  ainsi  (îN  -1- i)'  points  de  l'ensemble  (E),  et,  par  hypothèse,  ces 
points  sont  tous  distincts.  Supposons  |a|^|6|^|c|;  la  distance  de  l'un 
quelconque  de  ces  points  à  l'origine  est  au  plus  égale  à  3N|a|.  Ces  points 
sont  donc  situés  à  l'intérieur  d'un  cercle  G  de  rayon  3N|a|  ayant  pour 
centre  l'origine,  ou  sur  le  cercle  lui-même.  Si  de  chacun  de  ces  points 
comme  centre  on  décrit  une  circonférence  de  rayon  S,  tous  ces  cercles 
seront  intérieurs  au  cercle  Ci  décrit  de  l'origine  pour  centre  avec  un  rayon 
égal  à  3N|a|-)-o,  et  seront  extérieurs  les  uns  aux  autres,  car  la  distance 
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des  centres  de  deux  d'enlre  eux  ne  peut  être  plus  petite  que  28.  La  somme 
des  aires   de  tous  ces  cercles  est  donc  inférieure  à  l'aire  du  cercle  Gj,  et 

l'on  a 

(3N|a|-4-o)2>(9.N  +i)3o'- 

ou 

(2N  +  l)2—  I 

Le  second  membre  tend  vers  zéro  lorsque  N  croît  indéfiniment;  cette 
inégalité  ne  peut  donc  être  vérifiée,  quel  que  soit  N,  par  un  nombre  positif  S. 
Par  conséquent  la  borne  inférieure  de  \ma  -+-  nb  -+-pc\  ne  peut  être  un 
nombre  positif;  celte  borne  est  donc  zéro,  et  le  lemme  est  établi. 

Nous  voyons  donc  que  lorsqu'il  n'existe  pas  de  systèmes  de  nombres 
entiers  m,  n,  p  (sauf  m  =:  11  =  p  ■=  o),  tels  qu'on  ait  ma  h-  «6  -4- joc  =  o, 
on  peut  toujours  trouver  pour  ces  nombres  entiers  des  valeurs  telles  que 
\ma  H-  nb  -+-/>c|  soit  plus  petit  qu'un  nombre  positif  arbitraire  z.  Dans  ce 
cas  une  fonction  uniformey(z)  ne  peut  admettre  à  la  fois  les  trois  périodes 
a,  6,  c.  En  effet,  soit  Zq  un  point  ordinaire  Aef{z));  du  point  za  comme 
centre  décrivons  un  cercle  de  rayon  e  assez  petit  pour  qu'à  l'intérieur 
l'équation  y(5)  =y(zo)  n'ait  pas  d'autres  racines  que  5  =  Zo  (n"  298).  Si 
a,  by  c  sont  des  périodes  de  f{z),  il  est  clair  que  ma  -t-  nb  -\- pc  est  aussi 
une  période,  quels  que  soient  les  nombres  entiers  m,  n,  p,  et  l'on  a 

J-(zq-^  ma  -+-  nb  -i-pc)  =f{z^). 

Si  l'on  a  choisi  m,  n,  p  de  façon  que  \ma  -f-  nb  -\- pc\  soit  <  e,  l'équation 
f{z)  =f(zo)  aurait  donc  une  racine  Zi,  différente  de  Zq,  et  telle  que 
\zi — Soi  ^°'t  <C  £)  ce  qui  est  impossible. 

Lorsqu'il  existe  entre  a,  b,  c  une  relation  de  la  forme 

(20)  ma -h  nb -h pc  =  o, 

sans  que  les  nombres  m, /i, />  soient  tous  nuls,  une  fonction  uniformey(s) 
peut  admettre  les  périodes  a,  b,  c,  mais  ces  périodes  se  réduisent  à  deux 
ou  à  une  seule.  Nous  pouvons  supposer  que  les  trois  nombres  entiers  m, 
n,  p  sont  premiers  entre  eux  dans  leur  ensemble.  Soit  D  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  deux  nombres  m,  n;  //i  =  D  /n',  n  =  D  n'.  Les  deux 
nombres  /n',  n'  étant  premiers  entre  eux,  on  peut  trouver  deux  autres 
nombres  entiers  m",  n"  tels  que  m' n"  —  m" n'  =  i.  Posons 

m'a  -I-  n' b  =  a',  m"o  -+-  n" b  =  b', 

on  aura  inversement  a  =  n" a'  —  n'  b',  b  =  m' b'  —  m" a  ;  si  a  et  6  sont  des 
périodes  de  f(z)  il  en  est  de  même  de  a'  et  de  b',  et  réciproquement. 
On  peut  donc  remplacer  le  système  des  deux  périodes  ael  b  par  le  système 
des  deux  périodes  a'  el  b' .  La  relation  (20)  devient  Da'  -f-/>c  =  o;  D  et  /> 
étant   premiers  entre  eux,  prenons  deux  autres  nombres  entiers  D'  el  p' 
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tels  que  Dp'  —  D'p  =  i,  et  posons  D'à'  -hp' c  =  c  .  On  tire  des  relations 
précédentes  a'  =  —  pc\  c  =  De',  et  l'on  voit  que  les  trois  périodes  a,  è,  c 
sont  des  combinaisons  des  deux  périodes  b'  et  c  . 

Remarque.  —  On  déduit  comme  corollaire  du  lemme  précédent  que, 
si  a  et  ^  sont  deux,  quantités  réelles  et  /n,  n  deux  nombres  entiers  arbi- 
traires (dont  l'un  au  moins  n'est  pas  nul),  la  limite  inférieure  de  |ma  +  n  ^| 
est  égale  à  zéro.  Car  si  l'on  pose  a  =  a,  6  =  p,  c  =  t,  le  module  de 
m  a -+- /i  p -+- /?i  ne  peut  être  inférieur  à  un  nombre  e<i  que  si  l'on  a 
jD  =  o,  |/«a  -I-  «PI  <  e.  Il  en  résulte  qu'une  fonction  \\x\\ioxm.t  f{z)  ne  peut 

admettre  deux  périodes  réelles  distinctes  a  et  p.  Si  le  rapport  —  est  incom- 
mensurable, on  pourra  trouver  deux  nombres  m  et  n  tels  que  |ma  -4-  /ip| 
soit  <C  î,  fit  le  raisonnement  s'achèvera  comme  tout  à  l'heure.  Si  le  rap- 
port —  est  commensurable  et  égal  à  une  fraction  irréductible  —  >  choisissons 

deux  nombres  m'  et  n!  tels  que  mn'  —  m! n  =  i,  et  posons  m'a  —  /l'P  =  y, 
Le  nombre  y  est  aussi  une  période,  et  des  deux  relations  ma  —  «[3  =  0, 
m'a  —  rt'p  =  Y,  on  tire  a  = —  «y,  P  = —  'wy,  de  sorte  que  a  et  ^  sont  des 
multiples  de  la  période  unique  •[.  D'une  façon  plus  générale,  une  fonction 
uniforme  y"(5)  ne  peut  admettre  deux  périodes  distinctes  a  et  6  dont  le 
rapport  soit  réel,  car   la   fonction  /{az)   admettrait   les   deux  périodes 

réelles  i  et  — • 


325.  Fonctions  doublement  périodiques.  —  Une  fonclion  dou- 
blement périodique  est  une  fonction  uniforme  admettant  deux 
périodes,  dont  le  rapport  est  imaginaire.  Pour  nous  conformer 
aux  notations  de  Weierslrass,  nous  désignerons  la  variable 
indépendante  par  u,  les  deux  périodes  par  2to  et  2(o',  et  nous  sup- 
poserons  que   le    cofficient   de  i  dans   —  est   positif.   Marquons 

dans  le  plan  les  points  2to,  4^,  6to,  ...  et  les  points  2(o',  4^'j 
6to',  .  .  .;  par  les  points  2/n(o  menons  des  parallèles  à  la  direc- 
tion Ow'  et  par  les  points  a/w'w'  des  parallèles  à  la  direction  Ow. 
Nous  décomposons  ainsi  le  plan  en  un  réseau  de  parallélogrammes 
égaux  (Jîg.  70).  Soit  y(M)  une  fonction  uniforme  admettant  les 
deux  périodes  210,  2co';  des  deux  relations  y(a  +  2co)  =/(«), 
f{u-\-ihi')  z=f(^u ) on  déduit  aussitùty(M  +  2  m a> -|-  2  m'to')  =f(^u), 
de  sorte  que  2 m (04-2  m' tu'  est  aussi  une  période,  quels  que  soient 
les  nombres  entiers  m  et  m' ;  nous  la  représenterons  par  2W. 

Les  points-périodes  sont  précisément  les  sommets  du  réseau  de 
parallélogrammes  précédents.  Lorsque  le  point   u  décrit   le  pa- 
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rallélogramme  OABC,  ayant  |)Oiir  sommets  les  points  o,  aw, 
■2m-{-2m',  2to',  le  point  «H- 2»^  décrit  le  parallélogramme  ayant 
pour  sommets  les  points  atv,  2(^+20),  2(v  H-  2  w  +  2(o',  2w-{-2(j}' , 
el  la  foncliony(«)  reprend  la  même  valeurs  aux  points  homologues 
des  deux  parallélogrammes.  Tout  parallélogramme  ayant  pour 
sommets  quatre  points  //^î  Wo  +  2U),  ;^o4-2<jj',  ;^o  +  2to  +  2oj' 
s'appelle  un  parallélogramme  des  périodes;  on  considère  en 
général  le  parallélogramme  OABC,   mais  on  pourrait  remplacer 


l'origine  par  un  point  quelconque  du  plan.  La  période  2co  +  2to' 
sera  désignée,  pour  abréger,  par  2to";  le  centre  du  parallélo- 
gramme OABC  est  le  point  to",  tandis  que  les  points  w  et  to'  sont 
les  milieux  des  cptés  OA  et  OC. 

Toute  fonction  entière  doublement  périodique  est  une  con- 
stante. En  effet,  soity(«)  une  fonction  doublement  périodique  ;  si 
^lle  est  entière,  elle  est  holomorphe  dans  le  parallélogramme  OABC 
et  le  module  de  f(u)  reste  toujours  inférieur  dans  ce  parallélo- 
gramme à  un  nombre  fixe  M.  Mais  la  valeur  de  f(u)  en  un  point 
quelconque  du  plan  est  égale,  d'après  la  double  périodicité,  à  la 
valeur  de  f(u)  en  un  point  du  parallélogramme  OABC.  Le  module 
de  cette  fonction  reste  donc  inférieur  à  un  nombre  fixe  M;  c'est 
une  constante,  d'après  le  théorème  de  Liouville. 

326.   Fonctions  elliptiques.  Propriétés  générales.  —  Il  résulte 
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du  théorème  précédent  qu'une  fonction  doublement  périodique 
admet  des  points  singuliers  à  distance  finie,  à  moins  de  se  réduire 
â  une  constante.  On  appelle  fonctions  elliptiques  les  fonctions 
méromorphes  doublement  périodiques.  Dans  un  parallélogramme 
des  périodes,  une  fonction  elliptique  a  un  certain  nombre  de 
pôles;  on  appelle  ordre  de  la  fonction  le  nombre  de  ces  pôles, 
chacun  d'eux  étant  compté  avec  son  degré  de  multiplicité.  Remar- 
quons que,  si  une  fonction  elliptique /(m)  a  un  pôle  Uo  sur  le 
côté  OC,  le  point  //q  -i-  2  to  situé  sur  le  côté  opposé  AB  est  aussi  un 
pôle;  mais,  en  évaluant  le  nombre  des  pôles  compris  dans  OABC, 
on  ne  doit  compter  qu'un  seul  de  ces  pôles.  De  même,  si  l'ori- 
gine est  un  pôle,  tous  les  sommets  du  réseau  sont  aussi  des  pôles 
de  f{u),  mais  on  ne  doit  en  compter  qu'un  dans  chaque  paral- 
lélogramme. Il  suffirait  par  exemple  de  déplacer  infiniment  peu  le 
sommet  du  réseau  qui  est  à  l'origine  pour  que  la  fonction  consi- 
dérée y(;^)  n'ait  plus  aucun  pôle  sur  le  contour  du  parallélo- 
gramme. Quand  nous  aurons  à  intégrer  une  fonction  ellip- 
tique/(m)  le  long  du  contour  du  parallélogramme  des  périodes, 
nous  supposerons  toujours  qu'on  a  déplacé,  s'il  est  nécessaire,  ce 
parallélogramme  de  façon  que  /(u)  n'ait  pas  de  pôles  sur  le 
contour.  L'application  des  théorèmes  généraux  de  la  théorie  des 
fonctions  analytiques  conduit  bien  aisément  à  des  propositions 
fondamentales  : 

1°  La  somme  des  résidus  d^ une  fonction  elliptique^  relatifs 
aux  pôles  situés  dans  un  parallélogramme  des  périodes,  est 
nulle. 

Supposons,  pour  fixer  1er  idées,  que /(m)  n'ait  aucun  pôle  sur 
le  contour   OABCO.   La   somme  des  résidus    relatifs   aux   pôles 

situés  à  l'intérieur  du  contour  est  égale  à  ;^ — ;  j  f(u)du,  l'inté- 
grale étant  prise  le  long  de  OABCO.  Cette  intégrale  est  nulle,  car 
la  somme  des  intégrales  prises  le  long  de  deux  côtés  opposés  est 
nulle.  On  a,  par  exemple, 

f  f(u)du=  f     f(u)du,  f   f{u)du=  f        f{u)du; 

si  nous  remplaçons,  dans  cette  dernière  intégrale,  u  par  u-+-2(ji', 
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on  a  encore 

Jf     f(u)  du  =        f{u-\-i(si')du=^l    /(u)  du  = —  /     f(u)du. 

On  verrail  de  même  que  la  somme  des  intégrales  le  long  de  AB 
et  de  CO  est  nulle.  Du  reste,  la  propriété  est  presque  évidente 
sur  la  figure  {Jig-  71);  considérons  en  effet  deux  éléments  corres- 

Fig.  7'- 


pondants  des  deux  intégrales  le  long  de  OA  et  le  long  de  BC.  Aux 
points  m  et  m'  la  valeur  àe  f{u)  est  la  même,  tandis  que  les  va- 
leurs de  du  sont  opposées.  Le  théorème  précédent  prouve  qu'une 
fonction  elliptique  f{u)  ne  peut  avoir  un  seul  pôle  du  premier 
ordre  dans  un  parallélogramme  des  périodes.  Une  fonction  ellip- 
tique est  au  moins  du  second  ordre. 

2°  Le  nombre  des  zéros  d'une  fonction  elliptique  dans  un 
parallélogramme  des  périodes  est  égal  à  l'ordre  de  cette 
fonction  (chacun  des  zéros  étant  compté  avec  son  degré  de  multi- 
plicité). 

Soity(M)  une  fonction  elliptique;  le  quotient •^; — -:=o{u)  est 

aussi  une  fonction  elliptique,  et  la  somme  des  résidus  de  o(m) 
dans  un  parallélogramme  est  égal  au  nombre  des  zéros  de /(m) 
diminué  du  nombre  des  pôles  (n°  306).  En  appliquant  le  théo- 
rème précédent  à  la  fonction  'f{u),  on  en  conclut  la  proposition 
énoncée.  D'une  façon  générale,  le  nombre  des  racines  de  l'équa- 
tion/"(  m)  =C,  dans  un  parallélogramme  des  périodes,  est  égal  à 
l'ordre  de  la  fonction,  car  f(u)  —  C  a  les  mêmes  pôles  que  f{u), 
quelle  que  soit  la  constante  C. 

3"  La  différence  entre  la  somme  des  zéros  et  la  somme  des 
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pôles  d^  une  fonction  elliptique^  dans  un  parallélogramme  des 
périodes^  est  égale  à  une  période. 

Considérons  l'intéerale  — .   /  w^-r — -du  le  lone  du  conlour  du 
o         -i-ij       J{u)  » 

parallélogramme  OABC.  Celle   inlégrale  esl  égale,  nous  l'avons 

vu  (n"  306),  à  la  somme  des  zéros  de /"(m)  silués  à  l'inlérieur  de 

ce  contour  diminuée  de  la  somme  des  pôles  de /(m)  dans  le  même 

conlour    Evaluons  la  somme  des  inlégrales  provenant  des  deux 

côtés  opposés  OA  et  BC 

/        "  '^77-i  du-i-  u  -^-^  du  ; 


si  nous  changeons,  dans  la  dernière  intégrale,  u  en  ?<  +  2w',  cette 
somme  est  encore  égale  à 

/        u  — au  -{-  I     (  a  -t-  2  (o  )  ^, ;—  du 

ou,  en  ayant  égard  à  la  périodicité  de/{u),  à 

Jo  J(^) 

^  20)    rt  /       \ 

L'intégrale    /      '-. — -du  est  égale  à   la    variation   de  Log[/(«)] 

lorsque  u  décrit  le  côté  OA;  y(/^)  revient  à  sa  valeur  initiale  et 
par  conséquent  la  variation  de  Log[y(M)]  est  égale  à  — •^/WaTr/, 
ma  étant  un  nombre  entier.  La  somme  des  intégrales  le  long  des 

côtés  opposés  OA  et  BCest  donc  égale  à \f\niiT^itù'^  =  ama^'. 

On  verrait  de  même  que  la  somme  des  inlégrales  le  long  de  AB  et 
de  CO  est  de  la  forme  im^Kù.  La  difierence  considérée  est  donc 
égale  à  2/«,w  +  2/yj2  w',  c'est-à-dire  à  une  période. 

La  proposition  s'applique  aussi  aux  racines  de  l'équation 
y'(a)  =  C,  comprises  dans  un  parallélogramme  de  périodes,  quelle 
que  soit  la  constante  C,  pour  la  même  raison  que  plus  haut. 

4"  Entre  deux  fonctions  elliptiques^  aux  mêmes  périodes  .^  il 
existe  une  relation  algébrique. 

Soient  f(u),f,{u)  deux   fonctions   elliptiques,  admettant  les 
G.,  IL  ,2 
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mêmes  périodes,  ato,  2to'.  Dans  un  parallélogramme  des  périodes 
prenons  les  points  rt, ,  «27  •  •  •  j  <^w  ({^^  sont  des  pôles  pour  l'une  ou 
l'autre  des  deux  fonctions /"(«),/!(;/)  ou  pour  les  deux  à  la  fois,  et 
soit  u,  l'ordre  de  multiplicité  le  plus  élevé  du  pôle  a,  relativement 
à  ces  deux  fonctions;  nous  poserons  [jl,+  [ji2  +  .  .  .  +  [ji.„j  =  N.  Soit 
d'autre  part  F(.r,  j')un  polynôme  entier  de  degré  n  à  coefficients 
constants;  si  l'on  remplace  dans  ce  polynôme  x  el  y  par  f{u) 
et  f\{u)  respectivement,  le  résultat  est  une  nouvelle  fonction 
elliptique  ^{u)  dont  les  pôles  ne  peuvent  être  que  les  points  ai, 
Cf-it  .  .  .  1  (hni^^  ceux  qui  s'en  déduisent  par  l'addition  d'une  période. 
Pour  que  cette  fonction  ^{11)  se  réduise  à  une  constante,  il  faut 
et  il  suffit  que  les  parties  principales  disparaissent,  dans  le  domaine 
de  chacun  des  points  rtj,  «21  •  -  •  1  «/«•  Or  ^6  point  «/  est  un  pôle 
d'ordre  au  plus  égal  à  «ij./  pour  ^{u).  Kn  écrivant  que  tous  les 
coefficients  des  parties  principales  sont  nuls,  on  aura  donc  en  tout 

au  plus 

n (  fji, -+- |JL2 -+-... -I- ,a,„ )  =  N  rt 

relations  linéaires  et  homogènes  entre  les  coefficients  du  po- 
lynôme F(^,  y)^  le  terme  indépendant  de  x  et  de  y  n'y  figurant 

pas.  Ces  coefficients  sont  au  nombre  de  ;  si  l'on  choisit  n 

assez  grand  pour  qu'on  ait  /;(//  + 3)  >  aN/i,  ou  /î  +  3^?.N, 
on  aura  un  système  d'équations  linéaires  et  homogènes,  avec  un 
nombre  d'inconnues  supérieur  à  celui  des  équations.  Ces  équations 
admettent  toujours  un  système  de  solutions  non  toutes  nulles; 
si  ¥[x^y)  est  le  polynôme  ainsi  obtenu,  les  fonctions  elliptiques 
/(u),  /t(u)  satisfont  à  la  relation  algébrique 

F[/(«),/i(«)]  =  G, 
C  désignant  une  constante. 

Remarques.  —  Avant  de  quitter  ces  généralités,  faisons  encore 
quelques  remarques  dont  on  aura  besoin  par  la  suite. 

Une  fonction  uniforme /(«)  est  paire ^  si  l'on  ay( — ii)=/(u); 
elle  est  impaire  si  l'on  a /( — u)  ^=—f{u).  La  dérivée  d'une 
fonction  paire  est  une  fonction  impaire,  et  la  dérivée  d'une  fonc- 
tion impaire  est  une  fonction  paire.  D'une  façon  générale,  les 
dérivées  d'ordre  pair  d'une  fonction  paire  sont  elles-mêmes  des 
fonctions   paires,     et  les    dérivées  d'ordre   impair   des    fonctions 
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impaires.  Au  contraire,  les  dérivées  d'ordre  pair  d'une  fonction 
impaire  sont  des  fonctions  impaires,  et  les  dérivées  d'ordre  im- 
pair sont  des  fonctions  paires. 

Soity(a)  une  fonction  elliptique  impaire;  si  (v  est  une  demi- 
période,  on  doitavoir  à  la  fois/(cv) :=  — /(  —  (v),  et/( iv)  =/{  —  w), 
puisque  w=  —  u'-|-2(v.  II  faut  donc  que  y"(tv)  soit  nul  ou  infini, 
c'est-à-dire  que  iv  soit  un  zéro  ou  un  pôle  de /(u).  L'ordre  de 
multiplicité  de  ce  zéro  ou  de  ce  pôle  est  forcément  impair;  si  w 
était  un  zéro  d'ordre  pair  in  de  /(u),  la  dérivée Z^^"' (a),  qui 
est  impaire,  serait  holomorphe  et  différente  de  zéro  pour  u  =  i%'. 
Si  (V  était  un  pôle  d'ordre  pair  de/(/^),  ce  serait  un  zéro  d'ordre 

pair  de En  résumé,  toute  demi-période  est  un  zéro  ou  un 

pôle  d'ordre  impair  d'une  /onction  elliptique  impaire. 

Si  une  fonction  elliptique  pairey(«)  admet  une  demi-période  w 
pour  pôle  ou  pour  zéro,  l  ordre  de  multiplicité  de  ce  pôle  ou 
de  ce  zéro  est  un  nombre  pair.  En  effet,  si  par  exemple  (r  était 
un  zéro  d'ordre  impair  2/j  -h  i,  ce  serait  un  zéro  d'ordre  pair  de 
la  dr'rivéey(«)  qui  est  une  fonction  impaire,  et  de  même  pour 
les  pôles.  Gomme  le  double  d'une  période  est  aussi  une  période, 
tout  ce  que  nous  venons  de  dire  des  demi-périodes  s'applique 
aussi  aux  périodes  elles-mêmes. 

327.  La  fonction  p/^.  —  Nous  avons  déjà  remarqué  que  toute 
fonction  elliptique  a  au  moins  deux  pôles  simples,  ou  un  pôle 
double,  dans  un  parallélogramme  de  périodes.  Dans  la  notation 
de  Jacobi,  on  prend  pour  éléments  simples  des  fonctions  ayant 
deux  pôles  simples  ;  dans  la  notation  de  Weierstrass,  on  prend  au 
contraire  pour  élément  simple  une  fonction  elliptique  ayant  un 
seul  pôle  double  dans  un  parallélogramme.  Comme  le  résidu  doit 
être  nul,  la   partie  principale,   dans   le  domaine  du  pôle  a,   doit 

A 

être  de  la  forme -j-  Pour  achever  de  préciser  le  problème,  il 

suffit  de  prendre  A=  i ,  etde  supposer  que  les  pôles  de  la  fonction 
sont  l'origine  w  =  o  et  tous  les  points-périodes  2  u'  =  2nuo-r  1  m'ia' . 
Nous  sommes  donc  conduits  à  résoudre  d'abord  le  problème  sui- 
vant : 

Former  une  fonction  elliptique^  admettant  comme  pôles  du 
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second  ordre  tous  les  points  2 (v  =  2 ffiu) -\- 2 m' io' ,  où  m  et  m' 
sont  deux  nombres  entiers  quelconques^  et  n  admettant  pas 
d^ autres  pôles ^  de  telle  façon  que  la  partie  principale^  dans  le 

domaine  du  point  2  w,  soit —  • 

Avant  d'appliquer  à  ce  problème  la  méthode  générale  du  n"  320, 
nous  démontrerons  d'aboid  que  la  série  double 

^  Jmmi     i  /rtCO  -H  /Al'(0'  jM-' 

OÙ  m  et  m'  prennent  toutes  les  valeurs  entières  de  — go  à  +00 
(la  combinaison  m=m'  =  o  étant  exceptée)  est  convergenle, 
pourvu  que  l'exposant  pi  soit  un  nombre  positif  supérieur  à  2. 
Considérons  le  triangle  ayant  pour  sommets  les  trois  points  u  =  Oy 
Mzzzmto,  u ^=  m to -\- m' (x)' ;  les  trois  côtés  du  triangle  sont  respec- 
tivement \nno  |,  I  m'isi'  \,  I  niiù  +  m' io'\.  Nous  avons  donc  la  relation 

I  /?îio  -f-  m' lu'  |-  =  ni-  \  tji  [^  -\-  m"^  \  lo'  \^  -^  'imm'l  ww'  [  cosO, 

6  étant  l'angle  des  deux  directions  Oto,  Oco' (o  <;9<C  tt).  Soit 
pour  abréger  [o.)  |  =«,  |  (o' |  =  ^,  et  supposons  a^b.  La  relation 
précédente  peut  encore  s'écrire 

I  ma>  -+-  m  tu'  |-  =  jn'^a--\-  m'^b^zh  2m/n' ab  cos6, 

l'angle  0  étant  égal  àOsiQ^— >  etàir  —  9,  si8>>-;  cet  angle  €► 

ne  peut  être  nul  puisque  les  trois  points  O,  10,  w'  ne  sont  pas  en 
ligne  droite,  et  l'on  a  o^cos  0  <;  1  •  On  a  donc  aussi 

I  m(u  -t-  ni' on'  |2  =  (1  —  cose)  (m^a--^  ni'^b^)  -+-  cose(ma  ±  jn' by^ 

et  par  suite 

\  mio  -^  /n'a)'  |'^^(i  —  cosO)  (m-a^-+-  ni'' b^)^  (i  —  cosë)a'^{m^ -\-  ni'^). 

Il  suit  de   là  que  les  termes  de  la  série  (21  )  sont  respectivement 

V; 

inférieurs  ou  égaux  à  ceux  de  la  série    7    (  — r -„  )',   multipliés 

par  un  facteur  constant,  et  nous  savons  que  cette  dernière  série 
est  convergente  si  l'exposant  |-  est  plus  grand  que  un  (I,  n°  172). 
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La  série  (21)  est  donc  convergente  si  Ton  fait  u=3,  ou  ;ji.  =  4- 
D'après  un  résultat  démontré  plus  haut  (n°  320),  la  série 

représente  une  fonction  méromorphe  admettant  les  mêmes  pôles 
avec  les  mêmes  parties  principales  que  la  fonction  elliptique 
cherchée.  Nous  allons  montrer  que  cette  fonction  es  (//)  admet  pré- 
cisément les  deux  périodes  210  et  20)'.  Considérons  d'abord  la 
série 

y\ i !_i 

OÙ  2tv=  2 nitxi -^ 2 m' oi' ,  la  sommation  s'étendant  à  toutes  les  va- 
leurs entières  de  m  et  de  m',  sauf  m^  m'  =0,  et  m  =  —  ï,ni'  =  0. 
Cette  série  est  absolument  convergente,  car  c'est  la  série  o  (w),  où 
l'on  aurait  remplacé  u  par  —  2  eu,  après  avoir  supprimé  deux 
termes.  On  voit  aisément  qtie  la  somme  est  nulle,  en  la  considé- 
rant comme  une  série  double,  et  en  évaluant  séparément  chacune 
des  lignes  du  tableau.  En  retranchant  cette  série  de  ç>  (u),  nous 
pouvons  donc  écrire  encore 

^^     ^  ~  11^         («<-+- '2to)*         4w*       ^    |(«  — 2w)-         (aw -H  2W)«J  ' 

les  combinaisons  i^m^ni' =  0),  (/n  =  — i,m'  =  o)  étant  toujours 
exclues  de  la  sommation.  Changeons  maintenant  11  en  «  —  2  0j; 
il  vient 

o(«  —  2a))=^--f-7 —  —  7 — ■     , 

'^  ^  u*-  -^     I    (M  —  2C0  —  atV)»  (2»'  H-   ICO)*  J 

la  combinaison  m=  —  i,  m'=o  étant  seule  exclue  de  la  som- 
mation. Mais  le  second  membre  de  celle  égalité  est  identique 
à  o(u).  Cette  fonction  admet  donc  la  période  2  co,  et  Ton  vérifie- 
rait de  même  qu'elle  admet  la  période  2  w'.  C'est  la  fonction  que 
Weierstrass  représente  par  la  notation  pu,  et  qui  est  ainsi  définie 
par  l'égalité 

<22)     DM  =  -—  -t-  7 —  - — -  (w  =  /no»  -f-  m'to'). 

Si  l'on  fait  11  =  0  dans  la  différence  p« -,  tous  les  termes  de 
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la  somme  double  sont  nuls,  et  celte  diflerence  est  nulle  elle-même. 
La  fonction  pu  jouit  donc  des  propriétés  suivantes: 

i"  Elle  est  doublement  périodique,  et  admet  pour  pôles  tous  les 
points  2CV,  et  ceux-là  seulement; 

2"  La  partie  principale,    dans  le  domaine  de  l'origine,  est  —  ; 

3"  La  différence  pu r  est  nulle  pour  u  =  o. 

Ces  propriétés  caractérisent  la  fonction  pu.  En  effet,  toute 
fonctiony(«),  possédant  les  deux  premières  propriétés,  ne  diffère 
de  pu  que  par  une  constante,  puisque  la  différence  est  une  fonc- 
tion doublement  périodique  n'ayant  aucun    pôle.   Si   la  fonction 

est  telle  en  outre  que  f(u) soit  nul  pour  u  =  (>,/(«)  —  pu 

est  nul  pour  u  =  o;  on  a  doncy'(M)  =  p  u. 

La  fonction  p( — u)  possède  évidemment  ces  trois  propriétés; 
on  a  donc  J3(  —  u)  =  pu  et  la  fonction  pu  est  paire,  ce  qu'on  voit 
aussi  facilement  sur  la  formule  (22). 

Considérons  la  période,  dont  le  module  est  le  plus  petit,  et  soit  0 
son  module.  Dans  le    cercle  Cg  de  rayon   ô,   décrit  de  l'origine 

comme  centre,  la  différence  pu est  holomorphe  et  peut  être 

développée  suivant  les  puissances  positives  de  u.  Le  terme  général 
de  la  série  (22),  développée  suivant  les  puissances  de  u,   donne 

I  I  -iu  '^u^  (n  -i-i)  a'* 


et  l'on  s'assure  aisément  que  cette  série  admet  pour  fonction 
majorante  >    et    à    plus    forte    raison  l'expression 

obtenue  en  remplaçant  i  — • — r  par  1 ^-  Comme  la  série  7  1 — r- 

est  convergente,  il  en  résulte  qu'on  a  le  droit  d'ajouter  terme 
à  terme  les  séries  entières  obtenues  (n"  2()7).  Les  coefficients  des 
puissances  impaires  de  u  sont  nuls,  car  les  termes  provenant  des 
périodes  opposées  se  détruisent,  et  nous  pouvons  écrire  le  déve- 
loppement de  pu 

(2,3)  p«  =   -^  H-  C2«2h_  C3«i-h.  .  .-H  CXm2X-2_u.  _ 
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en  posant 

(•M) 


^2=   -^  7,    7 m'  C3=  0 


ci=  (iX  —  1)7     -» 


Tandis  que  la  formule  (22)  s'applique  dans  tout  le  plan,  le 
nouveau  développement  (aS)  n'est  valable  qu'à  l'intérieur  du 
cercle  Cg,  ayant  pour  centre  l'origine  et  passant  par  le  point- 
période  le  plus  voisin. 

La  dérivée  p' u  est  elle-même  une  fonction  elliptique,  admettant 
pour  pôles  du  troisième  ordre  tous  les  poinis  2  tv  ;  elle  est  repré- 
sentée dans  tout  le  plan  par  le  développement  en  série 

D'une  façon  générale,  la  dérivée  d'ordre  n,  p^"hi,  est  une  fonc- 
tion elliptique  admettant  tous  les  points  u  =  2w  pour  pôles 
d'ordre  n  H-  51 

(26)    pt"'M  =  (—!)"  '•'^••••^""^'^+(— i)"i.-i...(n-i-i)y  *——r,' 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  vérifier  la  légitimité  de  ces 
développements,  ce  qui  n'ofire  aucune  difficulté,  d'après  les  pro- 
priétés établies  plus  haut  (n"*  297  et  319). 

328.  Relation  algébrique  entre  p^^  et  p'u.  —  D'après  un 
théorème  général  (n"  326),  il  existe  une  relation  algébrique 
entre  pw  et  p'u.  On  l'obtient  aisément  comme  il  suit  :  dans  le 
domaine  de  l'origine,  on  a,  d'après  la  formule  (28), 

pu       = i  -t-  2  Cj  M  -+-  4  C3  «2  -f-  .  .  .  , 

M-* 

(p'uy=  — Ç  — i6c3-f-..., 

(pUj3    =    —   H -H-     3C3-i-..., 

a*"         u^ 

les  termes  non  écrits  étant  tous  nuls  pour  u  =  o.  La  difle- 
rence  p'^{u)  — 4p^"  admet  donc  l'origine  comme  pôle  du  second 
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ordre  et,  dans  le  domaine  de  ce  point,  on  a 

p'2(«)  —  4p»M  = -^    —  28C3-4-..., 

les  termes  non  écrits  étant  nuls  pour  «=  o. 

La  fonction  elliptique  —  loc^pii  —  28C3  possède  donc  les 
mêmes  pôles  avec  les  mêmes  parties  principales  que  la  fonction 
elliptique  p'-  — 4j3^,  et  leur  difierence  est  nulle  pour  u  =  o.  Ces 
deux  fonctions  elliptiques  sont  donc  identiques,  et  nous  avons  la 
relation  cherchée  que  nous  écrirons 

(27)  (.p'")*=4p='«  — ^2P"  — ^3, 

en  posant 

^,  =  2oc,=  6o2  (,J^)^         ^,=  .8c3  =  .4o2  (^)'- 

La  relation  (27)  est  fondamentale  dans  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques;  les  quantités   «o  et  g^^  sont  appelées  les  mra/7rtn^5. 

Tous  les  coefficients  c\  du  développement  (28)  sont  des  fonc- 
tions entières  des  invariants  g^  et  ^3;  de  la  relation  (27)  on  dé- 
duit, en  effet,  en  prenant  les  dérivées  et  divisant  par  ip'  11, 

(9.8)  p"„  =  Gp2^^-Ç. 

D'autre  part  on  a,  dans  le  domaine  de  l'origine, 

p"  u  =    —  -f-  2C2-f-  \9.C3U^-]-.  .  .-t-  (2) 2)  (2X  3  )  C),  M^X-i  _^- 

En  remplaçant  pu  et  p" a  par  leurs  développements  dans  la  rela- 
tion (28),  et  en  identifiant  les  deux  membres,  on  obtient  la  rela- 
tion de  récurrence 

V 

qui  permet  de  calculer  de  proche  en  proche  tous  les  coefficients  C), 
au  moyen  de  Co  et  de  C3  et  par  conséquent  de  g2  et  de  gs]  on 
trouve  ainsi 

2^.3.5-  "       2 '.5. 7.  Il 
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Ce  calcul  met  en  évidence   ce  fait  algébrique  remarquable,   que 

toutes  les  sommes  >   , s'expriment  par  des  fonctions  entières 

des  deux  premières. 

Nous  connaissons  a  priori\es  racines  de  p'u.  Cette  fonction, 
étant  du  troisième  ordre,  admet  trois  racines  dans  un  parallélo- 
gramme. Comme  elle  est  impaire,  elle  admet  les  racines  u  =  w, 
/<z=to',  if  =  0)"  =  co  +  co'  (n"  326  :  Remarques).  D'après  la  rela- 
tion (27),  les  racines  de  l'équation  4p'  —  ^ap— r?^3  =  o  sont  pré- 
cisément les  valeurs  de  pa  pour  u  =to,  10',  to".  On  représente  ces 
trois  racines  par  e,,  e^^  e^: 

ces  trois  racines  sont  diflerentes.  En  effet,  si  l'on  avait  par 
exemple  ^i  =^62,  l'équation  jj  m  =  ^1  aurait  deux  racines  doubles  oj 
et  10'  à  l'intérieur  d'un  parallélogramme  des  périodes,  ce  qui  est 
impossible  puisque  pu  est  du  second  ordre.  On  peut  encore  écrire 

4p3a  — ^îpM  — ^3=4(pa  — e,)(p^<  — eî)(pM  — «3) 

et,  entre  les  invariants  g^,  g^  et  les  racines  ^i,  eo,  ^3,  on  a  les 
relations 

61-1-62-1-^3=0,         e\ei-\- eiez->t- €163  = —>         616263=— -• 

4  4 

Le  discriminant —^(^^ —  2703)  ^^'  nécessairement  différent  de 


zéro. 


329.  La  fonction  ^u.  —  Si  nous  intégrons  la  fonction  \iu -, 

O  J  ni 

suivant  un  chemin  quelconque  partant  de  l'origine  et  ne  passant 
par  aucun  pôle,  nous  avons  la  relation 

Jq    \         "V      ~    Âdyu  —  iw     '2w     {iwy-Y 

La  série  qui  est  au  second  membre  représente  une  fonction 
méromorphe  admettant  tous  les  points  u  =  2  w,  sauf  u  =  o,  pour 
pôles  du  premier  ordre.   En  changeant  le  signe  et  en  ajoutant  la 

fraction  —  >  nous  poserons 


(29) 
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la  relation  précédente  peut  s'écrire 


(3o)  /      (pu  —  —  jdu= —  ^U-Jr- 


u- 


et,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres,  il  vient 
(3i)  ^'a  =  — p«. 

On  voit  facilement,  sur  l'une  ou  l'autre  de  ces  formules,  que  la 
fonction  Z,u  est  impaire.  Dans  le  domaine  de  l'origine,  on  a, 
d'après  le  développement  (a^)  et  la  formule  (3o), 

u        6  5 

La  fonction  ^u  ne  peut  admettre  les  périodes  210  et  2w',  car 
elle  n'aurait  qu'un  pôle  du  premierordre  dans  un  parallélogramme 
de  périodes.  Mais,  les  deux  fonctions  J^(«  +  2tv)  et'C,u  ayant  la 
même  dérivée  —  pu,  ces  deux  fonctions  ne  diffèrent  que  par  une 
constante;  la  fonction  J^w  augmente  donc  d'une  quantité  con- 
stante lorsque  l'argument  u  augmente  d'une  période.  11  est  facile 
d'avoir  l'expression  de  cette  constante.  Ecrivons,  pour  plus  de 
clarté,  la  formule  (3o)  sous  la  forme 


J(  pv ]  dv  = tu: 


en  changeant  n  en  u  +  ad»  et  en  retranchant  les  deux  formules, 
il  vient 

f  pvdv. 

u 

Nous  poserons 

pv  dv,  •2r/=  —  I  pv  dv; 

Ti  et  r\'  sont  des  constantes,  indépendantes  de  la  limite  inférieure  u 
et  du  chemin  d'intégration.  Ce  dernier  point  est  évident  a  priori 
puisque  tous  les  résidus  de  pv  sont  nuls.  La  fonction  X^u  satisfait 
donc  aux  deux  relations 

Ç  (  «  -+-  2  o)  )  =  ^  u  -H  2  r; ,  Ç  (  M  -H  2  O)'  )  =  Ç  «  -4-  9.  rj'. 
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Si  l'on  fait  dans  ces  formules   u^=  —  to,  ou  m  =  —  w',   on  trouve 

Entre  les  quatre  quantités  w,   w',  tj,   t/  il  existe   une  relation 
très  simple.    Pour  l'établir,   il   suffit    d'évaluer  de   deux   façons 

l'intégrale  j^udu,  prise  le  long  d'un  parallélogramme  de  som- 
mets U(t,  Mo +  2(1),  Mo +  2(0  + 210',  Mo  +  2(o'.  Nous  supposcrous 
que  iÇ,u  n'a  aucun  pôle   sur  le  contour  et  que  le  coefficient  de  i 

dans  —  est  positif,  de  façon  qu'on  rencontre  les  sommets  dans 

l'ordre  où  ils  sont  écrits  quand  on  décrit  le  contour  de  ce  parallé- 
logramme dans  le  sens  direct.  Il  y  a  un  seul  pôle  de  ^u  à  l'inté- 
rieur de  ce  contour,  avec  un  résidu  égal  à  +  i  ;  l'intégrale  consi- 
dérée est  donc  égale  à  2-i.  D'autre  part,  la  somme  des  intégrales 
prises  le  long  du  côté  joignant  les  sommets  Uq,  Uo  +  ^oi,  et  du 
côté  opposé  est  égale  (voir  n"  326)  à 


£ 


■ÎU) 

[^u  —  }^(u  -h  lui')]  du  =  —  4  wj'i 


et  l'on  voit  de  même  que  la  somme  des  intégrales  provenant  des 
deux  autres  côtés  est  égale  à  4w'^.  On  a  donc  la  relation  annoncée 

(  32  )  w'  r  —  lor/  =  —  i. 

'  ^^'dv,  prise 

/( 

le  long  d'un  chemin  quelconque  ne  passant  par  aucun  des  pôles. 

On  a 

F'(m)  =  Ç(a -H 'iw)  —  ^«  =  ar^,  * 

de  sorte  que  F(m)  est  de  la  forme  F(m)  =  2r,M  +  K,  la  con- 
stante K  n'étant  déterminée  qu'à  un  multiple  de  2Tzi  près,  car  on 
peut  toujours  modifier  le  chemin  d'int'gration,  sans  changer  les 
extrémités,  de  façon  à  augmenler  l'intégrale  d'un  multiple  quel- 
conque de  2z«.  Pour  trouver  cette  constante   K,  calculons  l'in- 

tégrale  définie     /       (vt' )  <:A' le  long  d'un  chemin  très  voisin 

du  segment  de  droite  qui  joint  les  deux  points  (o  et  —  (o.  Cette 
intégrale  est  nulle,  car  on  peut  remplacer  le  chemin  d'intégration 
par  le  chemin  rectiligne,  et  les  éléments  de  la  nouvelle  intégrale 
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se  détruisent  deux  à  deux.  Mais,  en  remplaçant  u  par  —  (o  dans 
la  formule  qui  donne  F(w),  on  a 

^C  dv  =■ 2T,0J  -h  K, 

—  w 

et  l'intégrale    /       -  dv    est  égale    à    ±7:/,   de   sorte  qu'on  peut 

prendre  K=2r,w±:TCi;  en  ne  faisant    aucune  hypothèse  sur  le 
chemin  d'intégration,  on  a  donc,  d'une  façon  générale, 

J^  f(-h2  (0 
X^v  dv  =  ii\{u  -k-  tii)  -\-  {im  -\-  \)Td^ 
a 

m  étant  un  nombre  entier,   et  l'on  a  une  formule  analogue  pour 

J ^(14-2(0' 
^  X^vdv' 

II 

330.  La  f onction  c « .   —  En    intégrant  la  fonction  Zu le 

long  d'un  chemin  quelconque  partant  de  l'origine  et  ne  passant 
par  aucun  pôle,  nous  avons 

et,  par  suite, 

(34)  «e*^»   ^        "        =  "I  I 


I le 


l'I  w       8  w* 


La  fonction  entière  qui  est  au  second  membre  est  la  plus  simple 
de*  fonctions  entières  qui  admettent  pour  racines  simples  toutes 
les  périodes  iw\  c'est  la  fonction  <yu  : 


Il  in 

, )  giu'        8iv» 

1  H' 


(35)  (TK  =  f<  I    I 

L'égalité  (34)  peut  s'écrire 

(34  bis)  GU  —  lie''  0 

et,  en  prenant  les  dérivées  logarithmiques  des  deux  membres,  il 
vient 

(36) 


(7    U 

I              V                    I 

= \-  LU =  CM. 

<7U 

U                       U          - 
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La  fonction  t«,  étant  une  fonction  entière,  ne  peut  être  doublement 
périodique;  quand  l'argument  augmente  d'une  période,  elle  est 
multipliée  par  un  facteur  exponentiel  qu'on  peut  déterminer 
comme  il  suit.  On  tire  par  exemple  de  la  formule  (34  bis) 

<j(u-^1iu)  «-4-9..»     /  (,^"-i)'"'  /  ^'""^ 


ce  facteur  a  été  calculé  plus  haut,  et  l'on  a 

(37)  a(  M  H- '2  01)  =  e* ■')("+"' +  (î"'-^J'^'<i«  =—  eî^i("+W'<jM. 

On  trouve  de  même  la  formule 

(38)  <t(w-+-2w')  =  — e*i^i("+w)  j„. 

Les  formules  (35)  ou  (34  bis)  mettent  en  évidence  l'une  et  l'autre 
que  TU  est  une  fonction  impaire. 

Si  l'on  développe  cette  fonction  vu  suivant  les  puissances  de  m, 
le  développement  obtenu  sera  valable  dans  tout  le  plan.  Il  est 
facile  de  montrer  que  tous  les  coefficients  sont  des  fonctions 
entières  de  jg'o  et  de  £^3.  Nous  avons  en  effet 


/{Zu ]  du  =  —  — -^  m'  —  -T-^  u 
y'      uj  3.4       3.6 


n. 


.îX_. 


•2>.(2X  — 1) 

au  =  ue    ^-^        *® 

On  voit  qu'il  n'y  a  pas  de  terme  en  «'  et  qu'un  coefficient 
quelconque  est  une  fonction  entière  des  c\  et  par  suite  des  inva- 
riants gi  et  ^3;  les  cinq  premiers  termes  sont  les  suivants  : 

(09)       au="  "  


2^.3.5        2'. 3. 5. 7        29.3^5.7        2". 3^5*. 7.  II 

Les  trois  fonctions  pu,  Zii,  '7U  sont  les  éléments  essentiels  de 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Les  deux  premières  se  dédui- 
sent de  <7U  au  moyen  des  deux  relations  J^m  =  —  >  P*^  =  —  ^'u. 


33 L  Expressions  générales  des  fonctions  elliptiques.  —  Toute 
fonction  elliptique /(m)  peut  s'exprimer,  soit  au  moyen  de  la 
seule  fonction   au,  soit   au  moyen  de  la    fonction  ^u  et  de  ses 
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dérivées,  soit  au  moyen  des  deux  fonctions  pu  el p' ii.  Nous  expo- 
serons succinctement  les  trois  méthodes. 

1"  Expression  de  f{u)  au  moyen  de  la  fonction  <7u.  — 
Soient  ai,  a^,  .  . .,  a„  les  zéros  de  la  fonction  y(  m)  dans  un  paral- 
lélogramme des  périodes,  et^i,  b^,  .-.,  b,i  les  pôles  dey(M)  dans 
le  même  parallélogramme,  chacun  des  zéros  et  des  pôles  étant 
compté  autant  de  fois  que  l'exige  son  degré  de  multiplicité.  Entre 
ces  zéros  et  ces  pôles  on  a  la  relation 

(4o)  «i-l-  «î-H.  .  .-h  rt„=  61-f-  62-i--  •  •-+-  6„-|-  2i2, 

2Ù  étant  une  période.  Cela  posé,  considérons  la  fonction 

a C «  —  rt , ) . . . a (  «  —  a,i) 


?(«) 


u(u  —  bi).  .  .(j{u  —  b/i  —  -îQ) 


Cette  fonction  a  les  mêmes  pôles  et  les  mêmes  zéros  que  la  fonc- 
tiony(M),  car  les  seuls  zéros  du  facteur  a-(a  —  a,)  sont  u  =  ai  et 
les  valeurs  de  u  qui  ne  diffèrent  de  «/  que  d'une  période.  D'autre 
part,  cette  fonction  o(u)  est  dédoublement  périodique,  car  si  l'on 
change  u  en  u  4-2w,  par  exemple,  la  relation  (3'j)  prouve  que 
le  numérateur  et  le  dénominateur  de  o(u)  sont  multipliés  respec- 
tivement par  les  deux  facteurs 

/ I  yi  giT,lnu  +  «w  — a,— a,— ...— a„)        ( j  yi  gî  •/)(««  -hnoi  —  6,— A^-...— 6„— 2Û) 

et  ces  deux  facteurs  sont  égaux  d'après  la  relation  (4o).  On  verrait 

de   même    qu'on    a    cp(a  +  2(o')  =  ç)(w).    Le    quotient   — — -    est 

donc  une  fonction  doublement  périodique  de  u,  n'ayant  aucun 
infini,  c'est-à-dire  une  constante,  et  nous  pouvons  écrire 

<j(u  —  a I  )  a (  M  —  a.2).  .  .<y(u  —  a„) 


<4.)  /(«)  =  C 


a(u  —  bi)  ci{u  —  bi). .  .<y(  u  —  6,j —  -iQ) 


Pour  déterminer  la  constante  C,  il  suffira  de  donner  à  la  variable  u 
une  valeur  qui  ne  soit  ni  un  pôle  ni  un  zéro. 

D'une  façon  plus  générale,  pour  exprimer  la  fonction  ellip- 
tique/"(m)  au  moyen  de  la  fonction  o-m,  quand  on  connaît  ses 
pôles  et  ses  zéros,  il  suffira  de  choisir  n  zéros  (a'^,  a'^,  ...,  a'^) 
€t /i  pôles  (b\,  b'^j  ...,  bli)j  de  façon  que  toute  racine  de  /{u) 
s'obtienne  en  ajoutant  une  période  à  l'une  des  quantités  «^ ,  et 
tout  pôle  de  f{u)  en  ajoutant  une  période  à  l'une  des  quantités  b'^, 


II.    —   FONCTIONS   DOUBLEMENT   PÉRIODIQL'ES.  191 

et  qu'on  ait  en  outre  Sa^'  =^b'-.  Ces  pôles  et  ces  zéros  peuvent 
être  situés  dans  le  plan  d'une  façon  quelconque,  pourvu  qu'ils 
vérifient  les  conditions  précédentes. 

2"  Expression  de  f{u)  au  moyen  de  la  fonction  X^  et  de  ses  déri- 
vées. —  Considérons  A- pôles  rt,,  a.^,  ...,  a^àe  la  fonction  y*  (a), 
tels  que  tout  autre  pôle  s'obtienne  en  ajoutant  une  période  à  l'un 
de  ceux-là.  On  peut  prendre  par  exemple  les  pôles  situés  dans  un 
même  parallélogramme,  mais  cela  n'est  pas  nécessaire.  Soit 

A'"  A")  A"' 


u  —  ai       {u  —  a,)*  "      {u  —  «<•)"' 

la  partie  principale  de /(m)  dans  le  domaine  du  point  ai. 
La  différence 


/(«)  -2  ['^1"  ^(  «  -  «.)  -  A'/'  ^'{u  -  ai). . . 
1  =  1 


i.i...(n,  — I) 

est  une  fonction  holomorphc  dans  tout  le  plan;  c'est  de  plus 
une  fonction  doublement  périodique,  car  lorsqu'on  change  u 
en  M  +  ato,  celle  fonction  est  augmentée  de  —  2yiSA'|',  quantité 
qui  est  nulle  puisque  SA',"  représente  la  somme  des  résidus  dans 
un  parallélogramme.  Celle  différence  est  donc  une  constante  el 
l'on  a 


(42) 


'->"■-',....';;,-,)-"■-"<"-'">]• 


La  formule  précédente  est  due  à  M.  Hermite.  Pour  pouvoir  l'ap- 
pliquer, il  faut  connaître  les  pôles  de  la  fonction  elliptique  y(«) 
et  les  parties  principales  correspondantes.  De  même  que  la  for- 
mule (4i)  est  l'analogue  de  la  formule  qui  donne  l'expression 
d'une  fonction  rationnelle  par  un  quotient  de  deux  poljnomes 
décomposés  en  leurs  facteurs  linéaires,  la  formule  (42)  est  l'ana- 
logue de  la  formule  de  décomposition  d'une  fraction  rationnelle 
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en  éléments  simples.  C'est  ici  la  fonction  "(^[u  —  a)  qui  joue  le 
rôle  d'élément  simple. 

3"  Expression  de  f{u)  au  moyen  de  pu  et  de  p'{u).  —  Con- 
sidérons d'abord  une  fonction  elliptique  paire  f{u).  Les  zéros  de 
cette  fonction,  qui  ne  sont  pas  des  périodes,  sont  deux  à  deux 
opposés;  nous  pouvons  donc  trouver  n  zéros  («,,  «o?  •■••,  ^n) 
tels  que  tous  les  zéros  autres  que  les  périodes  soient  compris  dans 
les  formules 

On  prendra,  par  exemple,  le  parallélogramme  ayant  pour  sommets 
les  points  to  -h  to',  co' —  w,  —  w  —  to',  m  —  (o',  et  les  zéros  situés 
dans  ce  parallélogramme  du  même  côté  d'une  droite  passant  par 
l'origine.  Si  un  zéro  «/  n'est  pas  une  demi-période,  on  fera  figurer 
ce  zéro  a/  dans  la  suite  a,,  a-,,  . . . ,  a„  autant  de  fois  qu'il  y  a 
d'unités  dans  son  degré  de  multiplicité.  Si  le  y.éro  a,  par  exemple 
est  une  demi-période,  ce  sera  un  zéro  d'ordre  pair  2/'  (326  : 
Remarques);  nous  ferons  figurer  ce  zéro  /■  fois  seulement  dans  la 
suite  ai,  «a,  ...,  «,,.  Cela  étant,  le  produit 

(pu  —  pai)(pu  —  pai)...(pu  —  pan) 

admet  les  mêmes  zéros  (\ue/{u),  au  même  degré  de  multiplicité, 
sauf  si  l'on  a^ (o)  =  o.  On  formera  de  même  un  autre  produit 

(pu  —  pbi){pu--pb2)...(pu—pb,n), 

admettant  pour  zéros  les  pôles  de/(u)  au  même  degré  de  multi- 
plicité, en  faisant  abstraction  des  points-périodes.  Posons 

(pu  —  pai)(pu  —  pa,)...(pu  —  pa„)^ 
^  ipu  —  pbi)ipu  —  pb2)...(pu  —  pb,n)' 

le  quotient*^- — -  est  une  fonction  elliptique  qui  a  une  valeur  finie 

et  différente  de  zéro  pour  toute  valeur  de  u  qui  n'est  pas  une  pé- 
riode. Cette  fonction  elliptique  se  réduit  à  une  constante,  car  elle 
ne  pourrait  avoir  pour  pôles  que  les  périodes,  et,  s'il  en  était 
ainsi,  l'inverse  n'aurait  pas  de  pôles.  On  a  donc 

/•/j-j-)  ^  C  ^P"~P^')(P"  —  P^2)---(p»  — p««) 
(pu—pbi){pu  —  pb2)...ipu  —  pb,n)' 
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Si/,  («)  est  une  fonction  elliptique  impaire,  ^\  est  une  fonc- 
tion paire,  et  par  conséquent  ce  quotient  est  une  fonction  ration- 
nelle de  pu.  Enfin  une  fonction  elliptique  quelconqueF(M)  estla 
somme  d'une  fonction  paire  et  d'une  fonction  impaire 

F(„)= ^ , 

en  appliquant  les  résultats  précédents,  on  voit  que  toute  fonction 
elliptique  peut  être  mise  sous  la  forme 

(43)  F(M)  =  R(p«)-Hp'"Ri(p«), 

R  et  R,  étant  des  fonctions  rationnelles. 

332.  Formules  d'addition.  —  La  formule  d'addition  pour  la 
fonction  sin  j;  permet  d'exprimer  sin(a  +  b)  au  moyen  des  valeurs 
de  cette  fonction  et  de  sa  dérivée  pour  x  =  a  et  .r  =  6.  11  existe 
une  formule  analogue  pour  la  fonctionna;  seulement  l'expression 
de  p(m  4-  \^)  au  moyen  de  pu,  pv,  p' u,  p' v  est  un  peu  plus  com- 
pliquée, à  cause  de  la  présence  d'un  dénominateur. 

Proposons-nous  d'abord  d'appliquer  la  formule  générale  (4')» 
où  figure  la  fonction  a  M,  à  la  fonction  elliptique  pw  —  pv.  On  voit 

,  i-                         a(u-\-v)tj(u  —  v)  ~         .  Il-' 

immédiatement  que est  une  fonction  elliptique 

admettant  les  mêmes  zéros  et  les  mêmes  pôles  que  pu  —  pv.  On 

a  donc 

a(u  -h  v)  <s(u  —  v)  _ 


pu  —  pv  =  C 


a*  a 


pour  déterminer  la  constante  C,  il  suffit  de  multiplier  les  deux 
membres  par  t-w,  et  de  faire  tendre  u  vers  zéro.  On  trouve  ainsi 
la  relation  i  =  —  Cu-c,  d'où  l'on  tire 

(j(u-hv)  c(u  —  v) 

Prenons  les  dérivées  logarithmiques  des  deux  membres,  en  regar- 
dant V  comme  une  constante  et  u  comme  la  variable  indépendante. 
Il  vient 

— ^-^ —  =  ^{u  -h  V )  -h  }^{u  —  V )  —  %^u; 
pu  —  pv 

G.,  II.  i3 
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en  permutant  u  et  v  dans  cette  formule,  elle  devient 

~^  ^     =  ^(u  -^-  v)  —  i;,{u  —  v)  —  ^^v; 

pu  pi'  ^^  /  ^\  /  -s      ) 

enfin,  en  ajoutant  les  deux  formules,  on  obtient  la  relation 

I  p'u  —  p'v 


(45)  Ç(m-4-p)  — Cm  — Ç(^  = 


2     pu  —  pv 


qui  constitue  la  formule  d'addition  pour  la  fonction  ^u. 

En  différentiant  les  deux  membres  par  rapport  à  u,  on  obtien- 
drait  l'expression  de  p(u  +  i>);  le  second  membre  renfermerait 

la  dérivée  seconde  p"  u  qu'il  faudraitremplacer  par  ôp^M  —  —-Le 

calcul  est  un  peu  long,  et  l'on  arrive  au  résultat  d'une  façon  plus 
élégante  en  démontrant  d'abord  la  formule 

(46)  p(u-\-v)-^pu-^pv  =  [!^(u-^v)  —  ^u  —  ^v]\ 

Considérons  toujours  u  comme  la  variable  indépendante;  les 
deux  membres  sont  des  fonctions  elliptiques  admettant  comme 
pôles  du  second  ordre  u  =  o,  u  =  —  v,  et  toutes  les  valeurs  qui 
s'en  déduisent  par  l'addition  d'une  période.  Dans  le  domaine  de 
l'origine,  on  a 

= 1-  Ul'v  -{-  OLU'^-i-.  .  . 

U 

et,  par  suite, 

[Ç(a-l-(^)-'^«  —  Ç(']2=  —  —  2^V  —  aaw-i-.... 

[^a  partie  principale  est  —  >  comme  pour  le  premier  membre.  Com- 
parons de  même  les  parties  principales  dans  le  domaine  du 
pôle  u  =  —  i^.  En  posant  u  =  —  v  +  h,  nous  avons 

ÇA  — Ç(— «^-4-/i)  — Çp  =  ^  —hl^'v-h^h^-^..., 


[ÇA  _  Ç(  A  -  p)  _  Çpp  = -i- -  aCV +. 


h 


La  partie  principale  du  second  membre  de  la  formule  (46),  dans 
le  domaine  du  point  u  =  —  p,  est  donc  rj>  comme  pour  le 
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premier  membre.  La  différence  ne  peut  donc  être  qu'une  con- 
stante. Pour  évaluer  cette  constante,  comparons  par  exemple  les 
développements  dans  le  domaine  de  l'origine;  on  a,  dans  ce  do- 


maine 


p{u-hv)-{-pu-^pv=  —  -^  y.pv  -+-  up'  V  ■+- 


a» 


En  comparant  ce  développement  à  celui  de  [J^(m-|-(>)  —  ^u  — 2^f]*, 
on  voit  que  la  différence  est  nulle  pour  u  =  o.  La  formule  (46) 
est  donc  établie.  En  rapprochant  les  deu\  formules  (45)  et  (4^), 
on  obtient  la  formule  d'addition  pour  la  fonction  pu 

(47)  p{u  +  v)-^pu-i-pv  =  -  (^ ^—     • 

333.  Intégration  des  fonctions  elliptiques.  —  La  formule  de 
décomposition  de  M.  Hermite  se  prête  immédiatement  à  l'intégra- 
lion  d'une  fonction  elliptique.  On  déduit  en  effetde  la  formule  (42) 

l    f/{u)  du  =  Cu  -H V  j  AV')  Log[<i(tt  -  a,)]  —  A',"  !; (u  —  a,)  -4- . . . 

JNous  voyons  que  l'intégrale  d'une  fonction  elliptique  s'exprime  au 
moyen  des  mêmes  transcendantes  t,  ^,  p  que  les  fonctions  elles- 
mêmes;  mais  la  fonction  <ju  peut  y  figurer  sous  le  signe  log.  Pour 
que  l'intégrale  d'une  fonction  elliptique  soit  elle-même  une  fonc- 
tion elliptique,  il  faut  d'abord  que  l'intégrale  ne  présente  pas  de 
points  critiques  logarithmiques,  c'est-à-dire  que  tous  les  ré- 
sidus A',"  soient  nuls.  S'il  en  est  ainsi,  l'intégrale  est  une  fonction 
méromorphe;  pour  qu'elle  soit  elliptique,  il  suffira  qu'elle  ne 
change   pas   par  l'addition   d'une  période,  c'est-à-dire   qu'on   ait 

2  G  w  —  2  Ti  N^  A^'  =  o,         2  G  (!>'  —  2  T)'  ^  A',"  =  o  ; 
I  I 

d'où  l'on  tire  G=o,  SA!,"  =  o.  Si  ces  conditions  sont  remplies, 
l'intégrale  se  trouve  mise  sous  la  forme  indiquée  par  le  théorème 
de  M.  Hermite. 
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Lorsque  la  fonction  elliptique  qu'il  s'agit  d'intégrer  est  exprimée  au 
moyen  de  p  u  et  de  p'i/,  il  est  souvent  avantageux  de  partir  decelte  forme 
au  lieu  d'employer  la  méthode  générale.  Soit  à  intégrer  la  fonction  ellip- 
tique R  (p  i<)  H-  p'  u  R]  (p  if  ),  R  et  Ri  étant  des  fonctions  rationnelles.  Nous 

n'avons  pas  à  nous  occuper  de  l'intégrale  /  Ri(pu)  p'i<  ofa,  que  le  change- 
ment de  variable  pu  =  t  ramène  à  l'intégrale  d'une  fonction  rationnelle. 
Quant  à  l'intégrale  /  B.{pu)  du,  on  pourrait,  [par  des  opérations  ration- 
nelles, combinées  avec  des  intégrations  par  parties  convenablement  choi- 
sies, la  ramènera  un  certain  nombre  d'intégrales  types,  mais  cela  revien- 
drait à  refaire  sous  une  autre  forme  des  calculs  qui  ont  été  déjà  effectués 
(Chap.  V,  p.  257-262).  Si  nous  faisons  en  effet  le  changement  de 
variable  p  u  =  t,  qui  donne  p' udu  =  dt,  ou 

,  dt  dt 

du  = 


pu         ^  i^t^  _  g^t  _  g.^ 

l'intégrale  /  R(pM)rf«  prend  la  forme 

V,{t)dt 


/; 


Nous  avons  vu  comment  cette  intégrale  se  décompose  en  une  fonction 

rationnelle  de  t  et  du   radical  v/4^* — ^2'  —  ^3.  en  une    somme  d'un  cer- 

/pi  dt 
-,  et  enfin  en  un 

certain  nombre  d'intégrales  de  la  forme 

Q(0  dt 


f 


P(^)   ^^f'—git-gs' 


P(<)  étant  un  polynôme  premier  avec  sa  dérivée  et  avec  ^t^ — ^2^  —  ffz-, 
et  Q(<)  un  polynôme  premier  avec  P{t),  et  de  degré  moindre. 

En  revenant  à  la  variable  u,  on  voit  donc  que  l'intégrale  /  I{{pu)du 
est  égale  à  une  fonction  rationnelle  de  pu  et  de  p' u,  augmentée  d'un  cer- 
tain nombre  d'intégrales  telles  que  /  (pu)" du,  et  d'autres  intégrales  de 


la  forme 


U9)  / 


Q(pu)  du 
P(P")     ' 


et  cette  réduction  peut  être  effectuée  par  des  opérations  rationnelles 
(  multiplications  et  divisions  de  polynômes)  combinées  avec  certaines  in- 
tégrations par  parties. 
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On  obtient  aisément  une  formule  de  récurrence  pour  le  calcul  des  inté- 
grales I„  =  /  (puy^du.  Dans  la  relation 

d 

^[(pa)«-ip  «]  =  (n  — i)(pM)''-îp*a-f-(pM)''-»p  u 

remplaçons  p'2  M  et  p'«  par  4p'«— ^îP" — g'3  «t  dp^u ^,  respecti- 
vement; il  vient,  en  ordonnant  par  rapport  à  pu, 

^t(P«)"-'p'«] 

=  (4/n-2)(pM)"+«-^n-i^^,(pa)'«-'-(rt-i)^3(p«)'«-«, 

et  l'on  en  tire,  en  intégrant  les  deux  membres, 

(5o)    (p «)'»-> p'tt  =  (4/i-i-2)l„+,—  ("—  :^)  ^si/i-i  — («  — 0^3Ï/i-t- 

En  faisant  successivement  dans  cette  formule  n  =  i,  2,  3,  . . . ,  on  calcu- 
lera de  proche  en  proche  toutes  les  intégrales  I„  au  moyen  des  deux,  pre- 
mières Io=  M,  Il  =  — Ça. 

Pour  pousser  plus  loin  la  réduction  des  intégrales  de  la  forme  (49)»  »1 
faudra  connaître  les  racines  du  polynôme  P{t).  Si  l'on  connaît  ces  racines 
on  ramènera  le  calcul  à  celui  d'un  certain  nombre  d'intégrales  delà  forme 


/ 


fiu 


pu  —  pv 


pv  étant  différent  de  Ci,  e^,  €3,  puisque  le  polynôme  P(/)  est  premier  avec 
4^' — ffii  —  ^3-  I-"*»  valeur  de  i>  n'est  donc  pas  une  demi-période,  et  p' v 
n'est  pas  nul.  La  formule 


pu  —  pv 
établie  plus  haut  (n"  332)  nous  donne  alors 


5i)      /  =  — p-[Loga(a-f-  v)  —  Loga(M  —  v)  —  "xutv] 


(5 


334.  La  fonction  9.  —  Les  séries  par  lesquelles  nous  avons  défini  les 
fonctions  pa,  Çi<,  fsu  se  prêtent  difficilement  aux  calculs  numériques, 
y  compris  le  développement  en  série  entière  de  <su,  qui  est  valable  dans 
tout  le  plan.  Les  fondateurs  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques, 
Abel  et  Jacobi,  avaient  introduit  une  autre  transcendante  remarquable, 
déjà  rencontrée  par  Fourier  dans  ses  travaux  sur  la  théorie  de  la  chaleur, 
et    qu'on  peut  développer  en   une   série    très    rapidement    convergente  ; 
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c'est  la  fonclion  G.  Nous  allons  établir  brièvement  les  principales  pro- 
priétés de  cette  fonction,  et  montrer  comment  on  peut  en  déduire  aisé- 
ment la  fonclion  <tm  de  Weierstrass. 

Soit  T  une  quantité  imaginaire  r-{-si^  où  le  coefficients  de  l'est  positif: 
V  désignant  une  variable  complexe,  la  fonction  ^{v)  est  définie  par  le 
développement  en  série 

(52)  0((^)  = -î- V  (— i/tgrV" "^^z  e'î^+i'ît'",  ^  =  e7"\ 

00 

qu'on  peut  regarder  comme  une  série  de  Laurent,  où  l'on  aurait  rem- 
placé z  par  e''^'''.  Celte  série  est  absolument  convergente,  car  le  module  U„ 
du  terme  général  a  pour  expression 

_,  -TT^fn  +  i)    -(27l+l)7tP 

si  c  =  a -+-  ^i;  y/Li/j  tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment  par 
valeurs  positives,  et  il  en  est  de  même  de  y^U-,,  •  La  fonction  6(f)  est  donc 
une  fonclion  transcendante  entière  de  la  variable  v.  C'est  une  fonction 
impaire;  en  effet,  si  nous  réunissons  les  termes  de  la  série  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  n  et —  n  —  i  de  l'indice  (en  faisant  varier  n  de  o 
à  -H  x),  le  développement  (52)  est  remplacé  par  le  suivant 

(53)  e(f)  =  2'V  (— 1)"^^  "^^j  sin(2n-f-i)Tt(', 

0 
qui  montre  qu'on  a 

0(— (;)  =  — 0(p),      e(o)  =  o. 

Lorsque  v  augmente  de  l'unité,  le  terme  général  de  la  série  (Sa)  est 
multiplié  par  e'*«+i''t;=  —  j.  On  a  donc  6(ph- i)  =  —  G((').  Lorsqu'on 
change  v  en  v-'r'z,  on  ne  voit  pas  immédiatement  de  relation  simple 
entre  les  deux  séries.  Mais  nous  pouvons  écrire 

+  «  /       W 

I    V^  (/H--)-t-2/t  +  l     ,  ,      . 

6(ç'-i-T)=     r    >    (—  l)«^V  2;  e(2/J-hl)7tJ»'; 

00 

changeons  dans  cette  série  n  en  n  —  i,  le  terme  général  de  la  nouvelle 
série 

(n |-H2n— 1,  ,      . 

( l)"  — loV         2/  Q{in+\)iziv  g  —  illiv 

est  égal  au  terme  général  de  la  première  série  (Sa),  multiplié  par  —  ^-le-STiiV. 
La  fonction  6(p)  satisfait  donc  aux  deux  relations 

(54)  6(^  +  1)=  — e((^),         %{v-hz)=  —  q-^e-'^^i^^{v); 
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ces  relations  montrent  que  la  fonction  Q(v)  admet  pour  zéros  tous  les 
points  mi-]- m^z,  m,  et  nti  étant  des  nombres  entiers  arbitraires,  positifs 
ou  négatifs,  puisque  l'origine  est  une  racine. 

Ce  sont  là  les  seules  racines  de  l'équation  0(p)  =  o.  Considérons  en 
effet  un  parallélogramme  ayant  pour  sommets  les  quatre  points  fo,  Vo  -+-  '. 
4,p_(_  I  _f.  ^^  Vo-\-  ',  le  premier  sommet  Vq  étant  pris  de  telle  façon  qu'aucune 
des  racines  de  0((^)  ne  soit  sur  le  contour.  Nous  allons  montrer  que  l'équa- 
tion 0((^)  =  o  a  une  seule  racine  dans  ce  parallélogramme.  Il  suffit  pour 

cela  de  calculer  l'intégrale  /  -^r-—  dv  prise  le  long  du    contour  dans  le 

sens  direct;  d'après  l'hypothèse  faite  sur  t,  on  rencontre  les  sommets  dans 
l'ordre  où  ils  sont  écrits. 
Des  relations  (54)  on  déduit 

.     o'(p-n)  _  iyjv)        o'(t^-t--)  ^  e'((^)  _  ^^• 


Lapremièrede  ces  relations  montre  qu'aux  points  correspondants  n(yî^.  72) 

et    n'    des    côtés    AD,    BC,   la    fonction  .,,    /  reprend    la    même    valeur. 

'  0(f) 

Comme  ces  deux  côtés  sont  décrits  dans  des  sens  opposés,  la  somme  des 


I 


^(uoj 


intégrales  correspondantes  est  nulle.  Au  contraire,  si  nous  prenons  deux 

points  correspondants  m,  m'  sur  les  côtés  AB,  DG,  la  valeur  de  -r-r— r  au 
y  f  ^  8(f) 

point  m'  est  égale  à  la  valeur  de  la  même  fonction  au  point  m,  diminuée 

de  iTzi.  La  somme  des  intégrales  provenant  de  ces  deux  côtés  est  donc 

égale  à    /      — i^zidv,  c'est-à-dire  à  'xtÙ.  Gomme  il  y  a  évidemment  dans 

le  parallélogramme  ABCD  un  point  et  un  seul  dont  l'affixe  est  de  la 
forme  mi-{-  niii^  il  s'ensuit  que  la  fonction  ^(v)  n'a  pas  d'autres  zéros 
que  ceux-là. 

En  résumé,  la  fonction  6(c)  est  une  fonction  entière  impaire,  admettant 
pour  zéros  simples  tous  les  points  m\-\-  111^1,  et  ceux-là  seulement,  et 
vérifiant  les  relations  (54).  Soient  maintenant  aw,  210' deux  périodes  telles 

que  le   coefficient   de   i  dans    —    soit   positif.    Remplaçons   dans  ^(v)   la 
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.,,  U  W  ./Nil-.' 

variable  v  par  —  et  x  par  — >  et  soit  cp(  w)  la  tonction 
•^      au)  CD  ' 

(55)  ,(„)  =  6(^); 

C5(a)  est  une  fonction  entière  innpaire,  admettant  pour  zéros  du  premier 
ordre  toutes  les  périodes  aw  =  2m w -H  2m'w',  et  les  relations  (54)  sont 
remplacées  par  les  suivantes  : 

(56)  o(M-}-2to)=  —  ^{u),        cp(?< -t- 20)')  =— e        v    "    /©(w)- 

Ces  propriétés  sont  très  voisines  des  propriétés  de  la  fonction  (tm.  Pour 
retrouver  au,  il  suffit  de  multiplier  cpw  par  un  facteur  exponentiel.  Posons 
en  effet 

Y",        j 

(57)  '!'(")=  ô^e^'^"  ?(«). 

7)  étant  la  fonction  de  to  et  de  w'  définie  comme  on  l'a  vu  plus  haut  (n°  329); 
(j;(«)  est  encore  une  fonction  entière  impaire  admettant  les  mêmes  zéros 
que  çp(«).  La  première  des  relations  (36)  devient 

(58)  <|>(m  +  2w)  =  —  75^e^"'^^'^'\(«)  =  — e2ri(tt  +  to)^(„). 
Nous  avons  ensuite 

2  0)       — !-(H +20)')' —{11  + ta') 

<|^(a-4- 2to')  =— Tp— —  e2w  e     ">  (p(a) 


r,  to  =  — 
2 


ou,  en  tenant  compte  de  la  relation  tiuj' 

(59)  4/(a -f- 2(0')  =:  — e2iri'(«  +  w')  tt^(„). 

Les  relations  (58)  et  (39)   sont   identiques   aux  relations   établies  plus 

haut  pour  la  fonction  nu.  Le  quotient admet  donc  les  deux  périodes 

'^  au 

2a>  et  20»',  puisque  les  deux  termes  de  ce  rapport  sont  multipliés  par  un 
même  facteur  lorsque  u  augmente  d'une  période.  Les  deux  fonctions  ayant 
les  mêmes  zéros,  ce  rapport  est  constant;  d'ailleurs  le  coefficient  de  u  dans 
les  deux  développements  est  égal  à  un.  On  a  donc  au  =  '\>(u),  ou 

,  ^   .  2  w     -^  «» .  /  jf  \ 

,60  au^j^—-e-^^>      6    —    , 

0  (o)  V'^w/ 

et  la  fonction  <ju  est  ramenée  à  la  fonction  0,  comme  nous  l'avions 
annoncé.  Lorsqu'on  donne  à  l'argument  v  des  valeurs  réelles,  le  module 
dévêtant  inférieur  à  l'unité,  la  série  (53)  est  très  rapidement  convergente. 
Nous  ne  développerons  pas  davantage  ces  indications,  qui  suffisent  pour 
faire  prévoir  le  rôle  fondamental  de  la  fonction  6  dans  les  applications  des 
fonctions  elliptiques. 
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33o.    Relations  entre  les  périodes  et  les  invariants.  —   A  tout 

système  de  deux  nombres  complexes  co,   co',  dont  le  rapport   — 

n'est  pas  réel,  correspond  une  fonction  elliptique  pu,  com- 
plètement déterminée,  admettant  les  deux  périodes  2(0,  20)',  et 
régulière  pour  toutes  les  valeurs  de  //  qui  ne  sont  pas  de  la 
forme  amu)  +  2m'to',  toutes  les  périodes  étant  des  pôles  du 
second  ordre.  Les  fonctions  ^u  et  <t«,  qui  se  déduisent  de  pu 
par  une  ou  deux  intégrations,  sont  également  déterminées  par  le 
système  des  périodes  (aw,  2(1/).  Quand  il  y  a  lieu  de  mettre  ces 
périodes  en  évidence,  on  peut  employer  la  notation  p(M|to,  to'), 
J^(tf  I  (o,  to'),  T(«|w,ti>')  pour  désigner  les  trois  fonctions  fonda- 
mentales. 

Mais  il  est  à  remarquer  qu'on  peut  remplacer  le  sys- 
tème (to,  w')  par  une  infinité  d'autres  systèmes  (û,  iï)  sans  changer 
la  fonction  pu.  Soient  en  eflet  m,  m',  n,  n'  quatre  nombres 
entiers,  positifs  ou  négatifs,  tels  qu'on  ait  nin' — ni'n=±i. 
Si  nous  posons  Çï  =  mio -{- n to' ,  û'= /w'w -+- n'to',  nous  aurons 
inversement  to  =±:(n'ii  —  niï),  txi'^±{mQ' — m'û),  et  il  est 
clair  que  toutes  les  périodes  de  la  fonction  elliptique  pu  sont 
des  combinaisons  des  deux  périodes  2Û,  2Û',  tout  aussi  bien 
que  des  deux  périodes  2ti),  20/.  On  dit  que  les  deux  systèmes 
de  périodes  (210,20)')  et  (2Û,  2Û')  sont  équivalents.  La  fonc- 
tion p{u\Q,ii')  admet  les  mêmes  périodes,  les  mêmes  pôles 
avec  les  mêmes  parties  principales  que  la  fonction  p(a|to,to'), 
et  leur  difierence  est  nulle  pour  u  =  o.  Elles  sont  donc  iden- 
tiques :  ce  qui  résulte  aussi  du  développement  (22),  car  l'en- 
semble des  quantités  2  m  m -\- '2  m' to'  est  identique  à  l'ensemble 
des  quantités  2/nQ4-2m'û'.  On  a,  pour  la  même  raison, 
î;(  w  I Û,  Q')  =  Z{u  I  w,  o>'),    (7(m  I  Q,  Q')  =  r{u\  to,  w'). 

De  même,  les  trois  fonctions  pu,  s"?  ^u  sont  entièrement 
déterminées  par  les  invariants  ^o,  ^3.  Nous  avons  vu  en  effet  que 
la  fonction  <7u  est  représentée  par  un  développement  en  série 
entière    dont   tous   les    coefficients    sont   des    polynômes   entiers 

en  i.'^o,   «3  ;   on  a  ensuite  ^u  =  — ,  puis  pu^  —  Z,' u.  Pour  indi- 
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quer  les  fonctions  qui  correspondent  aux  invariants  ^o  et  ^3,  on 
emploie  la  notation  p{u\  gi,  g^),  ^{u;  g^,  g^),  ^{u;  g^,  g-i). 

Ici  se  présente  une  question  essentielle.  Tandis  qu'il  est  évident, 
d'après  le  mode  même  de  formation  de  jdw,  qu'à  un  système  (w,  w') 

correspond  une  fonction  elliptique  pu,  pourvu  que  le  rapport  — 

ne  soit  pas  réel,  rien  ne  prouve  a  priori  qu'à  tout  système  de 
valeurs  g2,  gs  pour  les  invariants  correspond  une  fonction  ellip- 
tique. Nous  savons  bien  que  l'expression  gl — ^nojj  doit  être 
différente  de  zéro,  mais  il  n'est  pas  certain  que  cette  condition 
soit  suffisante.  Le  problème  qu'il  s'agit  de  traiter  revient  au  fond 
à  résoudre  les  équations  transcendantes  établies  plus  haut 

(6i)  ^^-fio^;.  „^^_^'^„^,^,,,>    ^3=i4o2 


(2  wo) -t- 2m'to')*  .^J  (2/nto -t- am'w')'' 

par  rapport  aux  inconnues  to,  w',  ou  tout  au  moins  à  reconnaître 
si  ces  équations  admettent,  lorsque  ^2 — ^7^3  i^'est  pas  nul,  un 

système  de  solutions  tel  que  —  ne  soit  pas  réel.   S'il  existe  un 

seul  système  de  solutions,  il  en  existe  une  infinité  d'autres,  mais 
l'étude  directe  des  équations  précédentes  paraît  inabordable.  On 
arrive  à  la  solution  par  une  voie  détournée  en  étudiant  d'abord 
le  problème  de  l'inversion  de  l'intégrale  elliptique  de  première 
espèce. 

Remarque.  —  Soient  w,  w'  deux  nombres   complexes  tels  que  —   ne 

soit  pas  réel.  La  fonction  p(«|  w,  to')  correspondante  satisfait  à  l'équation 
différentielle 

dpuy       ,    , 


/dpuy 

\  du  ) 


Si  6t  Sz  étant  définies  par  les  équations  (61).  Pour  a  =  w,  po)  est  égal  à 
l'une  des  racines  gj  de  l'équation  4p'  —  giV  —  ë^^  ^-  Lorsque  u  varie 
de  o  à  w,  pa  décrit  une  ligne  L  allant  de  l'infini  au  point  Cj  ;  comme  on  a 

la  relation  du  =  —  »  on  en  conclut  que  la  demi-période  (o 

s/^P'^—  giV  —  gz 
est  égale  à  l'intégrale  définie 

dp 


X      t/î 


\/^P^--  giP  —  gi 

prise  suivant  la  ligne  L.  On    a   une  expression  analogue  pour    u>',    qu'on 
obtient  en  remplaçant  Ci  par  e,  dans  l'intégrale  précédente. 
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Nous  avons  ainsi  les  deux  demi-périodes  w,  lo'  exprimées  au  moyen  des 
invariants  g^,  g^.  Pour  pouvoir  en  déduire  la  solution  du  problème  qui 
nous  occupe,  il  faudrait  établir  que  ce  nouveau  système  est  équivalent  au 
système  (61),  c'est-à-dire  qu'il  définit  g^  et  g^  comme  fonctions  uniformes 
de  10,  co'. 

336.  La  fonction  inverse  de  1  intégrale  elliptique  de  première 
espèce.  —  Soit  R(^)  un  poljnonie  du  troisième  ou  du  quatrième 
degré,  premier  avec  sa  dérivée.  Nous  écrirons  ce  polynôme 

^{z)  =  k( z  —  tti)  ( z  —  ai)  {z  —  Uî)  {z  —  ai,), 

(it,  a.2,  «3,  «4  désignant  quatre  racines  dilîerenles,  lorsque  R(-3) 
est  du  quatrième  degré;  si  R(-)  est  du  troisième  degré,  nous 
désignerons  les  trois  racines  par  «,,  «o,  «3  et  nous  poserons  en 
outre  a^  =  00,  en  convenant  de  remplacer  z  —  00  par  l'unité  dans 
l'expression  de  R(v).  L'intégrale  elliptique  de  première  espèce 
est  de  la  forme 


(62)  u=f 


s/R{z) 


l'origine  Zq  étant  supposée,  pour  fixer  les  idées,  différente  d'une 
des  racines  de  R(;)  et  à  distance  finie,  et  le  radical  ayant  une 
valeur  initiale  déterminée.  Lorsque  R(3)  est  du  quatrième  degré, 
le  radical  \/R(:;)  admet  quatre  points  critiques  «,,  «2,  «3,  a^,  et 
chacune  des  déterminations  de  \/R(^)  admet  le  point  z  =  <x>  pour 
pôle  du  second  ordre.  Lorsque  R(5)  est  du  troisième  degré,  le 
radical  y/R(:;)  n'a  plus  que  trois  points  critiques  a,,  «3,  «3,  à 
distance  finie;  mais,  si  la  variable  z  décrit  une  circonférence  ren- 
fermant les  points  a,,  a-,,  «3,  les  deux  valeurs  du  radical  se  per- 
mutent entre  elles.  Le  point  ^  ==  00  est  donc  un  point  de  ramifica- 
tion pour  la  fonction  y/R [z) . 

Rappelons  encore  les  propriétés  déjà  établies  pour  l'intégrale 
elliptique  u  (n"  313).  Si  u(z)  désigne  une  des  valeurs  de  cette 
intégrale  quand  on  va  du  point  ^o  au  point  z  suivant  un  chemin 
déterminé,  cette  intégrale  peut  acquérir  au  même  point  z  une 
infinité  de  déterminations  qui  sont  comprises  dans  les  formules 


(63)     u  =:  u{z) -\- 2rrnx}-\- 2.ni'ui\         a  =  I  —  «(-s) -J- amu) -i- 2/n'cu'. 
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Dans  ces  formules,  m  et  m'  sont  deux  nombres  entiers  tout  à  fait 
arbitraires,  2to  et  ato'  deux  périodes  dont  le  rapport  n'est  pas  réel, 
et  I  une  constante  qu'on  peut  prendre  égale,  par  exemple,  à 
l'intégrale  le  long  du  lacet  décrit  autour  du  point  «(. 

Soit  p(M|to,  to')  la  fonction  elliptique  formée  avec  les  pé- 
riodes 2w,  2w'  de  l'intégrale  elliptique  (62).  Remplaçons  dans 
cette  fonction  la  variable  u  par  l'intégrale  (62)  elle-même  dimi- 
nuée de  ->  et  soit  ^(^)  la  fonction  de  ;  ainsi  obtenue 


(64) 


<ï>(2)  =  p 


I       — :=: tO,   10        =  p      M U),  CO    1 


Cette  fonction  ^{z-)  est  une  fonction  uniforme  de  z.  En  effet,  si 
l'on  remplace  u  par  l'une  quelconque  des  déterminations  (63),  on 
trouve  toujours,  quels  que  soient  m^  m\ 


*(-3)  =P      «Cs) 


i  \  OU         <ï>(z)  =  p a(z)|co,  w'j, 


c'est-à-dire  une  valeur  unique  pour  ^(-). 

Cherchons  quels  peuvent  être  les  points  singuliers  de  cette 
fonction  ^{z).  Soit  d'abord  ^,  une  valeur  finie  de  z^  différente 
d'un  point  de  ramification;  supposons  qu'on  aille  du  point  -So 
au  point  ^1  par  un  chemin  déterminé.  On  arrive  en  ce  point  avec 
une  certaine  valeur  pour  le  l'adical,  et  une  valeur  U\  pour  l'inté- 


grale. Dans  le  domaine  du  point  3,, 


/R(7y 


est  une  fonction  holo- 


morphe  de  :;,  et  l'on  a  un  développement  de  la  forme 


v/K(z) 
on  en  tire 

(G5) 


=  ao-H  ai(s  —  3i)  -t-  «2(5  —  ^i)2-h. 


^09^  o, 


"1 


ao(^-5,)  +  -j^(5-z,)^ 


Si   u,  — 


-   n'est  pas  égal  à  une  période,  la  fonction  piu ) 

est  holomorphe  dans  le  domaine  du  point  /^),  et,  par  suite,  ^{z)  est 
holomorphe  dans  le  domaine  du  point  3, .  Si  m, est  une  période. 


le  point  M,   est  un  pôle  du  second  ordre  pour  piu 


et,  pi 
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suite,   5|    est  un  pôle  du  second  ordre  pour  ^(s),  car,  dans  le 
domaine  du  point  w,,  on  aura 


^  \"       -j.)        (a  —  «,  jî  ' 


P  étant  une  fonction  holomorphe. 

Supposons  en  second  lieu  que  z  tende  vers  un  point  critique  «/ 
Dans  le  domaine  du  point  «/,  on  a 


1 


P/  étant  holomorphe  pour  z  =  «,,  ou 

.  =     ,  [go-l-«i(-z  — «/)  +  aî(-  — a/)îH-...],         oLoT^o; 

on  en  tire,  en  intégrant  lerme  à  terme, 

(66)  u  =  Ui-i-  sj z  —  ai    2ao-l-  -  a,(^  —  a,)  -H. . .     . 

Si   Ui — -  n'est  pas  une  période,  p(u  —  -j   est  une  fonction 

holomorphe  de  u  dans  le  domaine  du  point  «,.  En  remplaçant, 
dans  le  développement  de  cetle  fonction  suivant  les  puissances 
de  u — Mj,  la  différence  u  —  iii  par  sa  valeur  tirée  de  la  for- 
mule {Q^),  les  puissances  fractionnaires  de  [z  —  ai)  doivent  dis- 
paraître, puisque  nous  savons  que  le  premier  membre  eSt  une 
fonction  uniforme  de  ^,  et  la  fonction  ^{z)  est  holomorphe  dans 
le  domaine  du  point  a,-.  Ceci  montre,  remarquons-le  en  passant, 

que  Ui —  -  doit  être  égal  à  une  demi-période.  On  voit  de  la  même 
façon  que  si  iii —  _    est  égal  à  une  période,  le  point  «<  est  un  pôle 

du  premier  ordre  pour  *I*(^). 

Eludions  enhn  la  fonction  ^(5)  pour  les  valeurs  infinies  de  z. 
Nous  avons  deux  cas  à  distinguer  suivant  que  R(5)  est  du  qua- 
trième degré  ou  du  troisième  degré.  Si  le  polynôme  ^{z)  est  du 
quatrième  degré,  à  l'extérieur  d'un  cercle  G  décrit  de  l'origine 
pour  centre  et  renfermant  les  quatre  racines,  chacune  des  déter- 
minations de     ,  est  une  fonction  holomorphe  de  -•  On  a,  par 
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exemple,  pour  l'une  d'elles, 

[  a"        a.         a<, 


^R{z) 


Oi(,9^  O. 


et  il  suffirait  de  changer  tous  les  signes  pour  avoir  le  développe- 
ment de  la  seconde  détermination.  Si  le  module  de  z  augmente 

indéfiniment,    le    radical  —===.    ayant    la    valeur     qu'on     vient 

s/R(-s) 
d'écrire,   l'intégrale  u  tend  vers  une   valeur  finie   m^,   et  l'on  a, 

dans  le  domaine  du  point  à  l'infini, 

/,  V  _        ^  _  _^!j .'ÎL 

K   7)  u  —  u^        ^        _^^j        ^^3 

Si  u^ —  -  n'est  pas  une  période,  la  fonction  p(u  —  -j  est  régu- 
lière pour  le  point  ii^^  et  par  suite  le  point  ^  =  00  est  un  point 

ordinaire  pour  ^(-).  Si  u^ est  une  période,  le  point  u^  est 

un  pôle  du   second  ordre  pour  p(u )»   et  comme   on    peut 

écrire,  dans  le  domaine  de  :;  =  00, 


=  Kp-%-|i--) 


le  point  z  =  ao  est  aussi  un  pôle  du  second  ordre  pour  la  fonc- 
tion *(s). 

Si  R(^)  est  du  troisième  degré,  à  l'extérieur  d'un  cercle  ayant 
pour  centre  l'origine  et  renfermant  les  trois  points  critiques  a^ , 
«25  0^3?  on  a  un  développement  de  la  forme 


—     ao+  —  +  3  +...  ),  ao9^o, 


^R{z)       J\  z         z^         ■   / 

et,  par  suite, 

(68)  U  =  Uoo rz     2ao4--^ 

\/z\  ^     -s 

En  raisonnant  comme  plus  haut,  on  voit  que  le  point  à  l'infini 
est  un  point  ordinaire  ou  un  pôle  du  premier  ordre  pour  ^(^)- 
En  définitive,  cette  fonction  ^{z)  n'admet  que  des  pôles  pour 
points  singuliers;  c'est  donc  une  fonction  rationnelle  de  z,  et 
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l'inlégrale  elliptique  de  première  espèce  (62)  satisfait  à  une  rela- 
tion de  la  forme 


(69) 


P  ("—2)  =*(^)' 


<I>(5)  étant  une  fonction  rationnelle.  Nous  ne  connaissons  pas 
encore  le  degré  de  cette  fonction;  nous  allons  montrer  qu'il  est 
égal  à  un,  et  pour  cela  nous  allons  étudier  la  fonction  inverse. 
En  d'autres  termes,  nous  allons  maintenant  considérer  u  comme 
la  variable  indépendante  et  rechercher  les  propriétés  de  la  limite 
supérieure  z  de  l'intégrale  (62),  considérée  comme  fonction  de 
cette  intégrale  u.  Nous  diviserons  cette  étude,  qui  est  assez  déli- 
cate, en  plusieurs  parties  : 

i"  A  toute  valeur  Jinie  de  u  correspondent  m  valeurs  de  z, 
si  m  est  le  degré  de  la  fonction  rationnelle  ^{z). 

Soit  en  effet  w,  une  valeur  finie  de  m;  l'équation  $(z)=pf  m, j 

détermine,  pour  z,  m  valeurs,  en  général  distinctes  et  finies, 
quelques-unes  de  ces  racines  pouvant  venir  se  confondre  ou 
devenir  infinies  pour  des  valeurs  particulières  de  m,.  Soit  s,  l'une 
de  ces  valeurs  de  z\  les  valeurs  de  l'intégrale  elliptique  u  qui 
correspondent  à  cette  valeur  de  z  satisfont  à  l'équation 

?{"■—  -)  =*(si)  =  p("i— -j 

Nous  avons  donc  l'une  des  deux  relations 

a  =  a, -4-  2/711  o)  -H  2  7/12  0)',         Il  =  I  —  ai-h2//iiU)-i-2//iîw'; 

dans  l'un  et  l'autre  cas,  nous  pouvons  faire  décrire  à  la  variable  z 
nn  chemin  allant  de  ^o  à  5,  et  tel  que  la  valeur  de  l'intégrale  prise 
le  long  de  ce  chemin  soit  précisément  «i.  Si  la  fonction  ^{z)  est 
de  degré  m,  il  j  a  donc  m  valeurs  de  z,  pour  lesquelles  l'inté- 
grale (62)  prend  une  valeur  donnée  u. 

2°  Soit  U\  une  valeur  finie  de  m  à  laquelle  correspond  une 
valeur  finie  Zx  àe  z\  la  valeur  de  z  qui  tend  vers  s,,  lorsque  u 
tend  vers  w, ,  est  une  fonction  holomorphe  de  u  dans  le  domaine 
du  point  M,. 

En  elTet,  si  Zx  est  différent  d'un  point  critique,  les  valeurs  de  u 
et  de  5  qui  tendent  respectivement  vers  a,  et  Zx  sont  liées  par  la 
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relation  (65)  établie  tout  à  l'heure,  où  le  coefficient  ao  n'est  pas 
nul.  D'après  le  théorème  général  sur  les  fonctions  implicites 
(I,  n°  193),  on  en  déduit  inversement  pour  z  —  ^,  un  développe- 
ment suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  u  —  M|. 

Si,  pour  la  valeur  particulière  w/,  ^  était  égal  à  la  valeur  cri- 
tique a/,  on  pourrait  de  même  considérer  le  second  membre  de 
la  formule  (66)  comme  un  développement  suivant  les  puissances 
de  yz~  ai]  ol^  n'étant  pas  nul,  on  en  tirera  inversement  pour 
^z  —  ai,  et  par  suite  pour  z  —  a/,  un  développement  suivant  les 
puissances  entières  de  u  —  «/. 

3"  Soit  u^  une  des  valeurs  que  prend  l'intégrale  u  lorsque  |  :;  | 
augmente  indéfiniment;  le  point  u^  est  un  pôle  pour  la  valeur 
de  z  dont  le  module  augmente  indéfiniment. 

En  effet,  la  valeur  de  l'intégrale  u  qui  tend  vers  u^  est  repré- 
sentée, dans  le  domaine  du  point  à  l'infini,  par  l'un  ou  l'autre  des 
développements  (67)  ou  (68).  Dans  le  premier  cas,  on  obtiendra 

pour  -  un  développement  en  série  entière  ordonnée  suivant  les 

puissances  de  m  — •  «^, 

-  =  ^,(a— M, )-i- ^2(«  — ««)--+-•    -,         Pi?^o; 

dans  le  second  cas,  on  aura  un  développement  analogue  pour  —- 

sfz 

et  par  suite 


(«  — a„)2[!E,  +  p2(M  — ««)+... ]^ 


Le  point  u^  est  donc  un  pôle  du  premier  ou  du  second  ordre 
pour  z  suivant  que  le  polynôme  R(^)  est  du  quatrième  ou  du 
troisième  degré. 

4"  Enfin  nous  allons  démontrer  qu'à  une  valeur  de  u  il  ne 
peut  correspondre  plus  d' une  valeur  de  z.  Supposons  en  eftet 
qu'en  faisant  décrire  à  la  variable  :;  deux  chemins  allant  du 
point  Zq  à  deux  points  différents  ^,,  ^2,  les  deux  valeurs  de  l'in- 
tégrale prises  suivant  ces  deux  chemins  soient  égales.  On  pourrait 
alors  trouver  un  chemin  L  joignant  les  deux  points  ^j,  So,  et  tel 
—=:^  soit  nulle.   Si  nous  représentons  l'inlé- 
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grale  M  =  X-i-fY  par  le  point  de  coordonnées  (X,Y)  dans  un 
système  d'axes  rectangulaires  OX,  OY,  nous  voyons  que  le  point  u 
décrirait  une  courbe  fermée  F  lorsque  le  point  z  décrit  la  ligne 
non  fermée  L.  Or,  ceci  est  incompatible  avec  les  propriétés  qui 
viennent  d'être  établies,  comme  nous  allons  le  démonlrer. 

A  chaque  valeur  de  m,  la  relation  ^iu  —  -)  ^$(^)  fait  cor- 
respondre un  nombre  fini  de  valeurs  de  5,  dont  chacune  varie 
d'une  manière  continue  avec  u  pourvu  que  le  chemin  décrit  par  la 
variable  u  ne  passe  par  aucun  des  points  qui  correspondent  à  la 
valeur  ^  =  oo  (  '  ).  D'après  ce  qui  a  été  admis,  lorsque  la  variable  u 
décrit  dans  son  plan  la  courbe  fermée  F,  en  partant  du  point  A(ao) 
et  revenant  à  ce  point,  z  décrit  un  arc  de  courbe  continu  non 
fermé  allant  du  point  j,  au  point  z-^.  Prenons  sur  la  courbe  F 
deux  points  M  et  P  {^fig-  7-3),  et  soient  v',  ^'  les  valeurs  avec 


^(tl,oJ 


lesquelles  on  arrive  en  ces  points  M  et  P  lorsque,  la  valeur  initiale 
de  z  étant  ^,,  on  fait  décrire  à  u  les  chemins  AM  et  AMNP.  Soit 
encore  z\  la  valeur  avec  laquelle  on  arrive  au  point  P  lorsqu'on 
fait  décrire  à  u  l'arc  AQP;  par  hypothèse,  s"  et  z'\  sont  différents. 
Joignons  les  deux  points  M  et  P  par  une  transversale  MP  inté- 
rieure au  contour  F,  et  imaginons  que  la  variable  u  décrive 
l'arc  AmM  puis  la  transversale  MP;  soit  z".,  la  valeur  avec  laquelle 
on  arrive  au  point  P.  Ceinte  valeur  z\  sera  différente  de  5"  ou 
de  z'\.  Si  elle  est  différente  de  z\^  les  deux  chemins  AmMP 
et  AQP  ne  conduisent  pas  à  la  même  valeur  de  z  au  point  P. 
Si  :;"  et  z\  sont  différents,  les  deux  chemins  AmMP  et  AmMNP 


(  '  )  Nous  admettons  les  propriétés  qui  seront  établies  plus  tard  pour  les  fonctions 
implicites  (  Chap.  XVII). 

G.,  II.  14 
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ne  conduisent  pas  à  la  même  valeur  en  P;  donc  si  l'on  part  du 
point  M  avec  la  valeur  z'  pour  z  et  qu'on  aille  de  M  en  P  par  le 
chemin  MP  ou  par  le  chemin  MNP,  on  obtiendra  pour  z  des 
valeurs  différentes.  Dans  les  deux  cas  on  voit  qu'on  peut  rem- 
placer le  contour  fermé  F  par  un  contour  fermé  plus  petit  F,,  en 
partie  intérieure  F,  tel  que,  u  décrivant  ce  contour  fermé,  z  dé- 
crive un  arc  de  courbe  non  fermé.  En  répétant  la  même  opération 
sur  le  contour  F,,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment,  on  obtiendrait 
une  suite  illimitée  de  contours  fermés  F,  F,,  Fo,  ...  possédant 
la  même  propriété  que  le  premier  contour  F.  Comme  on  peut 
évidemment  s'arranger  de  façon  que  les  dimensions  de  ces  con- 
tours successifs  décroissent  indéfiniment,  on  en  conclut  que  le 
contour  F^  tend  vers  un  point  limite  \.  D'après  la  façon  dont 
ce  point  est  défini,  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  t  décrit  du 
point  \  pour  centre,  il  existerait  toujours  un  chemin  fermé  ne 
ramenant  pas  la  variable  g  à  sa  valeur  initiale,  aussi  petit  que 
soit  e.  Or  cela  est  impossible  car  le  point  A  est  un  point  ordinaire 
ou  un  pôle  pour  les  différentes  valeurs  de  z  ;  dans  les  deux  cas, 
z  est  une  fonction  uniforme  de  u  dans  le  voisinage  du  point  \. 
Nous  sommes   donc  conduits  à  une  contradiction  en  admettant 

/clz  . 

-  prise  le  long  d'une  ligne  L  non  fermée, 
\/K{Z) 

puisse  être  nulle,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  admettant  qu'à 
une  valeur  de  u  correspondent  deux  valeurs  différentes  de  z. 

Nous  avons  remarqué  plus  haut  que  si  l'on  a,  pour  deux  valeurs 
différentes  de   z^  <i>  [z  s)  =^  ^\^  {z  ■>) -,  on  j^eut  trouver  un  chemin  L 

allant  de  :;i  en  5.>  et  tel  que  l'intéffrale   /        "      soit  nulle.  Il  faut 

donc  que  la  fonction  rationnelle  ^{z)  ne  puisse  prendre  la  même 
valeur  pour  deux  valeurs  difféi'entes  de  :;,  c'est-à-dire  que  ^{z) 

soit  du  premier  degré,  *!*(«)  =  -^ — -r-  On  déduit  alors  de  la  rela- 
tion (69), 

(70)  z^- 


cp  yu I  —  a 


et  nous  arrivons  à  l'importante  proposition  que  voici  :  La  limite 
supérieure   z  cVune  intégrale  elliptique  de  première  espèce^ 
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considérée  comme  fonction  de  cette  intégrale^  est  une  fonction 
elliptique  du  second  ordre. 

Les  intégrales  elliptiques  avaient  été  étudiées  d'une  façon  appro- 
fondie par  Legendre  ;  mais  c'est  en  renversant  le  problème  qu'Abel 
et  Jacobi  ont  été  conduits  à  la  découverte  des  fonctions  elliptiques. 

La  détermination  effective  de  la  fonction  elliptique  z=f{u) 
constitue  le  problème  de  l'inversion.  De  la  relation  (62),  on  tire 


et  par  suite  y/R(^)  =f'(^u).  Nous  voyons  que  le  radical  y/R(T)est 
lui-même  une  fonction  elliptique  de  u.  En  langage  géométrique, 
on  peut  résumer  tous  les  résultats  qui  précèdent  de  la  façon  sui- 
vante : 

Soit  R(^)  un  polynôme  du  troisième  ou  du  q uatrième degré , 
premier  avec  sa  dérivée;  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
de  la  courbe  C, 

(71)  r-=tiix), 

peuvent  s'exprimer  pa/-  des  fonctions  elliptiques  de  l'intégrale 
de  première  espèce 


de  telle  façon  qu'à  un  point  (x,  y)  de  cette  courbe  ne  corres- 
ponde qu'une  valeur  de  «,  abstraction  faite  d'une  période 
quelconque. 

Pour  établir  la  dernière  partie  de  la  proposition,  il  suffit  d'ob- 
server que  toutes  les  valeurs  de  u  qui  correspondent  à  une  valeur 
donnée  de  x  sont  comprises  dans  les  deux  formules 

Toutes  les  valeurs  de  «,  comprises  dans  la  première  formule,  pro- 
viennent d'un  nombre  pair  de  lacets  décrits  autour  des  points  cri- 
tiques, suivis  du  chemin  direct  allant  de  Xa  en  x,  et  corres- 
pondent à  une  même  valeur  du  radical  \/R[x).  Les  valeurs  de  a, 
comprises  dans   la  seconde  formule,  proviennent   d'un   nombre 
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impair  de  lacets  décrits  autour  des  points  critiques,  suivis  du 
chemin  direct  allant  de  Xq  en  :r;  la  valeur  correspondante  du 
radical  ^W(x)  est  opposée  à  la  première.  Si  l'on  se  donne  à  la 
fois  X  et  y,  les  valeurs  correspondantes  sont  donc  comprises  dans 
une  seule  des  deux  formules. 

Il  résulte  des  calculs  qui  ont  été  faits  plus  haut  que  la  fonction 
elliptique  x^=f{u)  a  un  pôle  double  dans  un  parallélogramme 
si  R(^)  est  du  troisième  degré,  et  deux  pôles  simples  si  K(^)  est 
du  quatrième  degré;  y=f'{u)  est  donc  du  troisième  ou  du  qua- 
trième ordre  suivant  le  degré  du  polynôme  R(.r). 

Remarque.  —  Supposons  que,  par  un  moyen  quelconque,  on  ait 
exprimé  les  coordonnées  {x^y)  d'un  point  de  la  courbe  ^-=:R(;r) 
par  des  fonctions  elliptiques  d'un  paramètre  v,  soit  x  =  '^{v)y 
y^^^{^v).  L'intégrale  de  première  espèce  ii  devient  alors 


la  fonction  elliptique ne  peut  avoir  de  pôle,  puisque  u  doit 

conserver  une  valeur  finie  pour  toute  valeur  finie  de  v;  elle  se 
réduit  donc  à  une  constante  k,  et  l'on  a  m  =  kv  -+-  L  La  con- 
stante /  dépend  évidemment  de  la  valeur  choisie  pour  limite  infé- 
rieure de  l'intégrale  u\  quant  au  coefficient  k,  il  suffira  de  donner 
à  V  une  valeur  particulière  pour  le  déterminer. 

337.  Nouvelle  définition  de  pu  au  moyen  des  invariants.  —  Il 
est  maintenant  bien  facile  de  répondre  à  la  question  posée  plus 
haut  (n"  335).  Ltant  donnés  deux  nombres  ^o?  g^  tels  que 
g'I  —  '^'J g\  ^16  soit  pas  nul,  il  existe  toujours  une  fonction 
elliptique  pu  dont  g-^  et  g^  sont  les  invariants.  Le  polynôme 

R(z)  =  ^z^—g-^z  —  g^ 

est  en  effet  premier  avec  sa  dérivée  et  l'intégrale  elliptique   /  ■. 

admet  deux  périodes  aw,  210'  dont  le  rapport  est  imaginaire. 
Soit  j3(m  I  (jo,  to')  la  fonction  elliptique  correspondante.  Nous  rem- 
placerons dans  cette  fonction  l'argument  u  par  l'intégrale 

r^    dz 

(72)  u=  /     _^^-H, 
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H  étant  une  constante  choisie  de  telle  façon  que  l'une  des  valeurs 
de  M,  pour  :;  =  oo,  soit  égale  à  zéro.  On  prendra  par  exemple  une 
demi-droite  indéfinie  L  partant  de  ^o  et  l'on  prendra  pour  H  la 

.  suivant  cette  demi-droite  L.  Mon- 

trons  d'abord  que  la  fonction  ainsi  obtenue  est  une  fonction  uni- 


Fig.  74. 


forme  de  z.  Soit  z  un  point  quelconque  du  plan;  désignons  par  v 
et  v'  les  valeurs  de  l'intégrale 


dz  ,        r  dz 


V/R(«)  ^^z,nz)\/R{z) 


prises,  avec  la  même  valeur  initiale  pour  yR{z),  le  long  des  deux 
chemins  Zomz^  Zonz  qui,  par  leur  réunion,  forment  un  contour 
fermé  renfermant  les  trois  points  critiques  e,,  ^2,  €3  du  radical. 
Considérons  le  contour  fermé  ZomznZo'ZjMNTjZo  formé  par  le 
contour  ^o'^^'^^oj  le  segment  z^Z,  le  cercle  G  de  rajon  très  grand 

et  le  segment  Zcq.  La  fonction  -==  est  holomorphe  à  l'intérieur 
de  ce  contour,  et  nous  avons  la  relation 

dz  r^     dz 


r"-     dz         r     dz         r"-    dz 


=  o. 


qui  devient,  en  faisant  croître  indéfiniment  le  rayon  du  cercle  C, 

V  -\-  v'  —  2  H  =0. 

Les  valeurs  de  u  provenant  des  deux  chemins  z^mz,  z^nz  satis- 
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font  donc  à  la  relation  u  ^  u'  =  o.  On  en  conclut  que  la  fonction 

P(m  |w.  w')  =  p  /  J^       ,— I-  —  H  [(u,  to'j 

est  une  fonction  uniforme  de  z.  Nous  avons  vu  que  c'est  une  fonc- 
tion linéaire  de  la  forme  ^«   Pour  déterminer  a,  b,  c,  d,  il 

suffit  d'étudier  le  développement  de  cette  fonction  dans  le  domaine 
du  point  à  l'infini.  On  a,  dans  ce  domaine, 

v/R(^   ..t^    ^^^   4.^y     ^j   ^gj  •■•' 

la  valeur  de  u,  qui  est  nulle  pour  z  infini,  est  donc  représentée 
par  le  développement 

/i   \  40^=*  / 

On  en  lire 

U^  \  4052  J  20>5 

de  sorte  que  la  différence  pu  —  :;  est  nulle  pour  ^  =  00.  Mais  la 

différence  -7  —  z  ne  peut  s'annuler  pour  z  infini  que  si  l'on 

a  c  =  o,  b  =  o,  a  =  d,  et  la  fonction  j3(m  |  w,  w')  se  réduit  à  z, 
quand  on  y  remplace  u  par  l'intégrale  (72).  Cette  intégrale  peut 
encore  s'écrire,  en  prenant  pour  limite  inférieure  le  point  à  l'infini 
lui-même, 

et  cette  relation  entraîne  la  suivante  pu  =  z,  la  fonction  pu  étant 

•  En  com- 

du  ^^^ 

parant  les  valeurs  de  ^déduites  de  ces  relations,  on  a  p'u  =  y/R(^), 

ou,  en  élevant  au  carré, 

(73)  p'2m=   R(^)  =  4p3M—    o-2p«  — ^3. 

Les  nombres  ^j,  g^  sont  donc  les  invariants   de   la  fonction 
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elliptique  pu,  formée  avec  les  périodes  aw,  aw'.  Par  là  se  trouve 
résolue  la  question  posée  plus  haut  (n"  33o).  Si  gl —  ^7^3  n'est 
pas  nul,  les  équations  (6i)  sont  vérifiées  par  une  infinité  de  sys- 
tèmes de  valeurs  de  to,  to'.  Si  e,,  eo,  63  sont  les  trois  racines 
de  R(^)  =  4^'  —  fi'i^-  —  o's^  O7  on  aura  un  système  de  solutions 
en  posant,  par  exemple, 

Je,       /RÎT)  Je,       /R(I) 

et  l'on  en  déduira  tous  les  autres  systèmes  de  solutions  comme  il  a 
été  expliqué. 

Dans  les  applications  de  l'analyse  où  interviennent  les  fonctions  ellip- 
tiques, la  fonction  pu  est  le  plus  souvent  définie  par  ses  invariants.  Pour 
effectuer  les  calculs  numériques,  il  faut  pouvoir  calculer  un  système  de 
périodes,  connaissant  fft  et  ^3,  et  en  outre  savoir  trouver  une  racine  de 
l'équation  p«  =  A,  la  constante  A  étant  donnée.  Pour  les  détails  de  la 
méthode  à  suivre,  ainsi  que  pour  tout  ce  qui  concerne  l'usage  des  Tables, 
nous  ne  pouvons  que  renvoyer  aux  Ouvrages  spéciaux  ('). 


338.   Application  aux  cubiques  planes.  —  Lorsque  g^  —  ^7^, 
n'est  pas  nul,  l'équation 

{73)  jî=  4ar»— ^jj:  — ^3 

représente  une  cubique  sans  point  double.  On  satisfait  à  cette 
équation  en  posant  x  =  pu,  y  =  p'u,  les  invariants  de  la  fonc- 
tion pu  étant  précisément  g-2  6t  ^3.  A  tout  point  de  la  cubique 
correspond  une  seule  valeur  de  u  dans  un  parallélogramme  des 
périodes.  En  effet,  l'équation  pu  =  x  a  deux  racines  u^  et  «a 
dans  un  parallélogramme  des  périodes;  la  somme  u,  +  «a  est  une 
période,  et  les  deux  valeurs  p'  u^,  p' u>  sont  opposées.  Elles  sont 
donc  égales  respectivement  aux  deux  valeurs  de  )'  qui  corres- 
pondent à  une  même  valeur  de  x. 

D'une  façon  générale,  les  coordonnées  d'un  point  d'une  cubique 
plane   sans   point  double   peuvent  s'exprimer  par  des  fondions 


(')  La  formule  (89)  qui  donne  le  développement  en  série  enlière  de  uu,  et 
celles  qu'on  en  déduit  par  dérivation,  permettent,  du  moins  théoriquement,  de 
calculer  9U,  a' u,  z" u,  et  par  suite  s"et  pM,  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs 
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elliptiques  d'un  paramètre.  On  sait  en  effet  qu'on  peut,  par  une 
transformation  homographique,  ramener  l'équation  d'une  cubique 
à  la  forme  (76),  mais  on  ne  peut  effectuer  cette  transformation 
que  si  l'on  connaît  un  point  d'inflexion  de  la  cubique,  et  la  déter- 
mination des  points  d'inflexion  dépend  de  la  résolution  d'une  équa- 
tion du  neuvième  degré,  d'une  forme  spéciale.  Nous  allons  mon- 
montrer  qu'on  peut  obtenir  la  représentation  paramétrique  d'une 
cubique  par  des  fonctions  elliptiques  d'un  paramètre,  sans  avoir 
à  résoudre  aucune  équation,  pourvu  que  l'on  connaisse  les  coor- 
données d'un  point  de  la  cubique. 

Supposons   d'abord   que   l'équation   de  la   cubique  soit  de   la 
forme 

(76)  yi=box3-^3biX^-h3biX-^b3, 

ce  qui  exige  que  le  point  à  l'infini  soit  un  point  d'inflexion.  On 
ramène  cette  équation  à  la  forme  précédente  en  posant  y  =  iry'i 

J7  =  —  r^  -h  r-^'i  ce  qui  nous  donne 
bo         Oo  ^ 

y*  =  ^x'3—ffix'  -g-3, 

les  invariants  ^25  ga  ayant  les  valeurs 

Vi(b]  —  bobi)  _  'ibobjb^ —  ib]  —  65^3 


^î  = 


16  '  "■'  16 


on  obtient  donc  pour  les  coordonnées  d'un  point  de  la  cubique  (76) 
les  expressions 

6.        4  4    , 

Considérons  maintenant  une  cubique  Cj,  et  soient  (a,  ^)  les  coor- 
données d'un  point  de  cette  cubique.  La  tangente  à  la  cubique  en 
ce  point  (a,  P)  rencontre  la  cubique  en  un  second  point  (a',  jâ')  dont 
les  coordonnées  s'obtiennent  rationnellement.  Si  ce  point  (a',  (3') 
est  pris  pour  origine  des  coordonnées,  l'équation  de  la  cubique  est 

de  la  forme 

?3(^7jK)-i-'?2(a7,  JK)-H<p,(a7,7)  =  0, 

<fi(x,y)  désignant  un  poljnome  homogène  de  degré  i  {i=  i ,  2,  3). 
Coupons  par  la  sécante  y=tx;  x  est  déterminé  par  l'équation 
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du  second  degré 
d'où  l'on  tire 


—  cpi(i,0±/R(7) 

^  =  — ■ : — TT '        y  =  <^. 

R(/)  désignant  le  polynôme  ol{i,  t)  —  4'f3(«,  ^)'f  «('^  ^)  qui  est  en 
général  du  quatrième  degré.  Les  racines  de  ce  poljnome  sont  pré- 
cisément les  coefficients  angulaires  des  tangentes  à  la  cubique  qui 
passent  par  l'origine.  Nous  connaissons  n  priori  une  racine  de 
ce  polynôme,  le  coefficient  angulaire  t^  de  la  droite  qui  joint  l'ori- 
gine au  point  (a,  ^).  En  posant  t=^to-\-  -;  >  il  vienl 


/R(ô  =  i^ 


le  polynôme  v''R|(/')  n'étant  plus  que  du  troisième  degré.  Les 
coordonnées  {x^y)  d'un  point  de  la  cubique  C3  s'expriment  donc 
rationnellement  au  moyen  d'un  paramètre  t'  et  de  la  racine  carrée 
d'un  polynôme  Ri(^')  du  troisième  degré.  Nous  venons  de  voir 
comment  on  peut  exprimer  l'  et  y/R,(<')  par  des  fonctions  ellip- 
tiques d'un  paramètre  m,  et  l'on  aura  ainsi  pour  x  e\.y  des  fonc- 
tions elliptiques  de  u. 

D'après  la  façon  même  dont  on  a  opéré,  à  un  point  {x^y)  de  la 
cubique  correspondent  une  valeur  unique  de  t  et  une  valeur  bien 
déterminée  de  y/R(/),  par  suite  des  valeurs  bien  déterminées  de  t' 
et  de  y/R,(<').  Or  à  tout  système  de  valeurs  de  /'etde  y/R,(i')  ne  cor- 
respond, comme  on  l'a  fait  remarquer,  qu'une  valeur  de  u  dans  un 
parallélogramme  de  périodes.  Les  expressions  obtenues  a;  =/"(  a), 
y  =  J\{u)  pour  les  coordonnées  d'un  point  de  C3  sont  donc  telles 
que  toutes  les  valeurs  de  u  qui  donnent  le  même  point  de  la 
cubique  s'obtiennent  en  ajoutant  une  période,  d'ailleurs  quel- 
conque, à  l'une  d'elles. 

Cette  représentation  paramétrique  des  cubiques  planes  au  moyen  des 
fonctions    elliptiques   est    très    importante    (i).   Nous    montrerons,    pour 

(')  Clebscii,  Ueber  diejenigen  Curven  deren  Coordinaten  sich  als  elliplische 
Functionen  eines  Parameter  darstellen  lassen  {^Journal  de  Crelle,  t.  LXIV). 
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donner  un  exemple,  comment  elle  permet  de  déterminer  les  points  d'in- 
flexion. Soient  x=f{u),  y=fi(u)  les  expressions  des  coordonnées; 
les  arguments  des  points  d'intersection  de  la  cubique  avec  la  droite 
Ax  -{-By  -\-C  =  o  sont  racines  de  l'équation  A/(m) -+- B/i(m) -f- G  =  o. 
Gomme  à  un  point  (x,  y)  ne  correspond  qu'une  valeur  de  u  dans  un 
parallélogramme  des  périodes,  il  s'ensuit  que  la  fonction  elliptique 
^f{u)-^Bfx{u)-\-C  doit  être  du  troisième  ordre.  Les  pôles  de  cette 
fonction  sont  évidemment  indépendants  de  A,  B,  G;  si  Uj,  M21  "3  sont 
trois  arguments  correspondant  respectivement  aux  trois  points  d'intersec- 
tion de  la  cubique  et  d'une  droite,  on  doit  donc  avoir  (n"  326) 

Ml  +  «2  -+-  "3  =  K  -)-  2  /Wi  0)  -1-  2  W2  w', 

K  étant  la  somme   des  pôles   dans  un   parallélogramme.  En  remplaçant, 
dans/ety*!,  u  par  —  -+-  u,  la  relation  peut  s'écrire  plus  simplement 
Ml -H  M2+  M3=  période. 

Inversement,  cette  condition  est  suffisante  pour  que  les  trois  points  Mi(mi), 
Mî(aî),  M3(mj)  soient  en  ligne  droite.  En  effet,  soit  M3  le  troisième  point 
de  rencontre  de  la  droite  M1M2  avec  la  cubique,  et  m'j  l'argument  corres- 
pondant. La  somme  M1-+-M2-+-M3  étant  égale  à  une  période,  M3  et  Mj  ne 
diffèrent  que  d'une  période,  et  par  suite  IVI3  coïncide  avec  M3. 

Si  M  est  l'argument  d'un  point  d'inflexion,  la  tangente  en  ce  point  ren- 
contre la  courbe  en  3  points  confondus,  et  3  m  doit  être  égal  aune  période- 

_,        ,     .       ,  .  2miW  -i-  2  7/12  w'  -,         ct>      ■     ■  1  I      j 

On  doit  donc  avoir  m  = >  et  il  suffit  évidemment  de  donner 

aux  entiers  /«i  et  /«2  les  valeurs  o,  1,2  pour  obtenir  tous  les  points  d'in- 
flexion; il   y  a  donc  neuf  points  d'inflexion.  La  droite  qui  passe  par  les 

,               .          ,,.    „      .        2  Wio» -f- 2  w<>to'        •im'.to  -\-  im'^ui'  , 

deux    points  d  inflexion  : et  î —  rencontre   la 

cubique  en  un  troisième  point  dont  l'argument 

2(mi  -+-  m\)ii}  -+-  2(mî-t-  m',  )a>' 


est  encore  le  tiers  d'une  période,  c'est-à-dire  en    un   nouveau   point  d'in- 
flexion. Le  nombre  des  droites  qui  rencontrent  ainsi  la  cubique  en  3  points 

d'inflexion  est  égal  à  — ^  >  c'est-à-dire  à  douze. 

Remarque.  —  Les  points  d'intersection  de  la  cubique  normale  (75)  avec 
la  dvoile  y  =  mx -^  n  sont  données  par  l'équation  p' m  —  mpu  —  /i  =  o, 
dont  le  premier  membre  admet  le  pôle  tiiple  m  =  0.  I>a  somme  des  argu- 
ments des  points  d'intersection  est  donc  égale  à  une  ])ériode.  Si  Mj  et  M2 
sont  les  arguments  de  deux  de  ces  points,  on  peut  prendre  —  Mi —  u^  pour 
argument  du  dernier  point  d'intersection,  et  les  abscisses  de  ces  trois  points 
sont  respectivement  pui,  pu^,  p(mi-h  u^). 
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On  peut  déduire  de  là  une  nouvelle  démonstration  de  la  formule  d'addi- 
tion pour  p  M.  En  effet,  les  abscisses  des  points  d'intersection  sont  racines 
de  l'équation 

4a;'—  gtx  —  g3  =  (mx  ■+-  n)*; 

on  a  donc 

Xi-i-  Xi-\-  X3=  pUi-hpUî-^-  p(Ui-h  Ut)  =  -y- 

4 

D'autre  part,  la  droite  passant  par  les  deux  points  M,(«,),  Mi(«j),  on 
a  les  deux  relations  p'z^i  := /npMi -+- w,  p' u^-=  mpiif^  n^  d'où  l'on  tire 
_       P'"2  — P'"i 


P"î  —  P«i 
vée  (n"  332), 


}  et    par    suite   nous   obtenons   la    relation,    déjà    trou- 


,  ,        I      p'ut—p  ;/,\* 

pMiH-pMï-Hp(a,-+-aï)  =  -    i^ • 

4\P"j— P"i/ 

339.  Formules  générales  d'inversion.  —  Soit  R(.r)  un  poly- 
nôme du  quatrième  degré,  premier  avec  sa  dérivée.  Considérons 
la  courbe  C4  représentée  par  l'équation 

(77)  y*=  R(a:)  =  ao^*-+-4«i^'-+-  6ai3?*-t-  4«3a;-T-  a*; 

nous  nous  proposons  de  montrer  comment  on  peut  exprimer  les 
coordonnées  x  el  y  d'un  point  de  celte  courbe  par  des  fonctions 
elliptiques  d'un  paramètre.  Si  l'on  connaît  une  racine  a  de  l'équa- 
tion R(.27)  =  0,  on  a  déjà  vu,  à   propos  des   cubiques,  comment 

on  peut  opérer.  En  posant  x  =  a -\ — -,  >  la  relation  (7^)   devient 


«(-j) 


Ri(a7')  étant  un  polynôme  du  troisième  degré.  La  courbe  pro- 
posée C^  correspond  donc  point  par  point  à  la  courbe  C'.,  du  troi- 
sième ordre  qui  a  pour  équation  y-  =  'Ri(x'),  au  moyen  des  for- 
mules x=za-\ — T,y=:^-  Or  on  peut  exprimer  :c'  et^'  au  moyen 

d'un  paramètre  u  par  des  expressions  de  la  forme  x' ^^pu-\-'^, 
y^:=oip'u,  en  choisissant  convenablement  a,  |S,  et  les  invariants 
de  pu.  On  en  déduit  pour  x  et  y  les  formules  suivantes  : 

/  o\  I  ap'« 
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on  en  tire  du^= '-■>  de  sorte  que  le  paramètre  u  est  identique, 

au  signe  près,  à  l'intégrale  de  première  espèce  / >  et  les  for- 
mules (78)  résolvent  complètement  le  problème  de  l'inversion. 

Prenons  maintenant  le  cas  général  où  l'on  ne  connaît  aucune 
racine  de  l'équation  ^{x)  =  0.  Nous  allons  montrer  qu'o/î  peut, 
sans  introduire  d'autre  irrationalité  qu'une  racine  carrée, 
exprimer  rationne llement  x  et  y  au  moyen  d'une  fonction 
elliptique  pu,  d'invariants  connus,  et  de  sa  dérivée  p' u.  Rem- 
plaçons pour  un  moment  x  el  y  par  t  el  v  respectivement,  de 
sorte  que  la  relation  (77)  devient 

(77  bis)  v^=  R{t)  =  aot''-\-  /[ait^-h  Qa^t^-h  4«3^  -+-  «t- 

Le  polynôme  R(^)  peut  se  mettre  d'une  infinité  de  manières  sous 
la  forme  R(^)  =  [o2(^)]^  —  ?i(')?3(^)»  ?'•>  ?2»  ^3  étant  des  po- 
lynômes d'un  degré  marqué  par  leur  indice.  Soient  en  effet  (a,  P) 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  G4.  Prenons 
un  polynôme  o^i^)  tel  que  Ç2(ot)  =  |^î  ce  qu'on  peut  faire  évi- 
demment d'une  infinité  de  manières;  l'équation 

R(0-[?î(OJ*  =  o 

admettra  la  racine  t  =  a.,  et  l'on  pourra  poser  (s^(^t)  =  t  —  a.  Le 
polvnome  R(^)  étant  mis  sous  la  forme  précédente,  considérons 
la  cubique  auxiliaire  Cj  représentée  par  l'équation 

(79)  ^'?3(^)  +  .--f.(^)+-?.(^)=o; 

si  nous  coupons  celte  cubique  par  la  sécante  y  =  tx,  les  abscisses 
des  deux  points  variables  d'inlersection  sont  racines  de  l'équation 

et  ont  pour  expression 

?3(^) 

('  étant  déterminée  par  l'équation  (77  bis).  On  voit  qu'inversement 
t  el  V  peuvent  s'exprimer  rationnellement  au  moyen  des  coor- 
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données  x,  y  d'un  point  de  Cj  par  les  formules 

(80)  ,=  z,     „  =  .^.(z)  +  „(z). 

Or  on  peut  exprimer  x  el  y  par  des  ("onctions  ellipliques  d'un 
paramètre  ii,  puisque  l'on  connaîl  un  point  de  la  cubique  C3,  qui 
esl  l'origine.  H  en  est  donc  de  même  de  /  et  de  v.  Le  procédé  peut 
évidemment  être  varié  de  bien  des  manières,  et  l'on  n'introduit 
que  l'irrationnelle  ^  :=  y/R(a),  a  restant  arbitraire. 

Nous  allons  développer  le  calcul  en  supposant,  ce  qu'on  peut 
toujours  faire,  qu'on  a  d'abord  fait  disparaître  le  coefficient  a^ 
de  t^  dans  R(^)-  On  peut  alors  écrire 

et  poser 

La  cubique  auxiliaire  C3  a  pour  équation 

(81)  6aoaîJ:j*+  ^a^aiX^y  -+-  a(^a„x^-^-  -za^y* —  x  =  o. 

Conformément  à  la  méthode  générale,  coupons  cette  cubique 
par  la  sécante  y  ^  tx;  l'équation  obtenue  peut  s'écrire 

(  -      —  2ao<* (6aoaî/*-t-  4oo«3'  ->-  ao«i)  =  o. 

\X  I  X 

et  l'on  en  tire 

-  =  afif-  -h  v/aoR(,/). 


Inversement,  nous  pouvons  exprimer  /  et  y/aoR(')  au  moyen 
de  X  et  dey 

(82)  f=^,  v/^^H(^=^-«o(f)'- 

D'autre  part,  en  résolvant  l'équation  (81)  par  rapport  à  y^  nous 
avons 

—  2afta-)a:*-+-  \J  !\al  a\x*  —  x(  ciQat.x'^ —  i)(6anaiX  -+-  laç,  ) 

ûa^a^x  ■+-  iuq 

Le  polynôme  sous  le  radical  admet  la  racine  ic  =  o;  en  appli- 
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quant  la  méthode  qui  a  été  expliquée,  on  pourra  donc  exprimer 
X  el  y  par  des  fonctions  elliptiques  d'un  paramètre.  En  dévelop- 
pant les  calculs,  on  arrive  aux  formules 


(83) 


y 


a^p  II  —  «3 


^.{aopu-^-  a2){'iaopu  —  a^) 


•?.  aopu  —  a  j 

les  invariants  ^o,  o-.,  de  la  fonction  elliptique  pu  ayant  les  valeurs 
suivantes  : 

acOti-i-Sa;  Una-^au.  —  a%  —  a^al 


(84) 


gi  = 


6'3 


En  remplaçant  x  el  y  par  les  valeurs  précédentes  dans  les  for- 
mules (82),  il  vient 


(85) 


v/K(i)  =  i/a 


On  peut  écrire  ces  formules  sous  une  forme  un  peu  plus  simple 
en  observant  que  les  relations 


<86) 


P^ 


P  i'  = 


sont  compatibles  d'après  la  valeur  des  invariants  ^o  et  ff'^-  D'autre 


part,  on  peut  remplacer 


i/P  "  —  P  ^ 


4  \  p  "  —  j>  t' 


par  p{u  +  ç)  +  pu  +  pu. 


En  réunissant  ces  résultats,  et  en  remplaçant  t  et  y/R(^)  par  ûc 
et  /  respectivement,  nous  pouvons  doue  énoncer  la  proposition 
suivante  : 

Les  coordonnées  [x,  y)  (T  un  point  quelconque  de  la  courbe  G4, 
représentée  par  V  équation  ['j-])  (^oiiat  =  o)^  peuvent  s^  exprimer 
au  moyen  d'un  paramètre  variable  u  par  les  formules 


(87) 


«   P  u  —  p V 


y  =  \/ao[pu  —  p{u-^i>)], 


■2    pu  —  pi> 
les  invariants  g^  et  g^  ayant  les  valeurs  données  par  les  rela- 
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lions  (84),  et  pc,  p' v  étant  déterminées  par  les  équations  com- 
patibles (86). 

De  la  formule  (4^)  établie  plus  haut  (n"  332)  on  lire,  en  diffé- 
rentiant  les  deux  membres, 

1  d    /p'u  —  .p'(A  ,  , 
-  -j-  { )  =  pu  —  p(u  -^  v), 

2  du  \  pu  —  pi'  /         '  ^  ^  ' 

,          >     !•        d.v          y                 ,            / —  dx      , 
c  est-a-dire  -T-=^=r.  ou  da^y a^ Le    paramètre    u  repre- 

V  ^0  - 

/ —    f     dx 

sente  donc  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce  ya^  1  . 

et  les  formules  (8j)  résolvent  le  problème  de  Tinversion. 

340.   Courbes  du  premier  genre.  —   Une    courbe  plane   algé- 

bnque  L.,,  de  degré  /i  n»î  peut  avoir  pins  de points 

doubles  sans  se  décomposer  en  plusieurs  courbes  distinctes.  Si  la 
courbe   C„  est  indécomposable  et   possède  d  points   doubles,   la 

J  •  rt-  '  '  'l  —  I  )  (  W  —  2  )  ,  w         1  1 

ditlerence />  = ; a   est  appelée  le  genre  de   cette 

courbe.  Les  courbes  de  genre  zéro  sont  les  courbes  unicursales 
dont  les  coordonnées  peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions  ration- 
nelles d'un  paramètre.  Les  courbes  les  plus  simples  après  celles-là 
sont  les  courbes  de  genre  un  ou  du  premier  genre;  une  courbe  C„ 

1                   .                                 ,j      («  — i)(/i  —  2)                n(n  —  3)  .    ^ 

du    premier   genre   possède i= points 

doubles. 

Les  coordonnées  d'iui  point  d' une  courbe  du  p rentier  genre 
peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions  elliptiques  d'un  para- 
mètre. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  considérons  les  courbes  adjointes 
d'ordre    n  —  2,    c'est-à-dire   les   courbes    C„_2   qni    passent    par 

les  ; points  doubles  de  Lw.  L.omme  il  laut  — 


2 

points  pour  déterminer  une  courbe  d'ordre  n  —  2,  les  courbes  ad- 

jointes  L.fl_2  dépendent  encore  de  ^ =  (''  —  0 

paramètres  arbitraires.  Si  l'on  assujettit  ces  courbes  à  passer  encore 
par  n  —  3  points  simples  pris  à  volonté  sur  C«,  on  obtient  un  ré- 
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,              1           ,..                  .                                              f^     ,       n{  n  —  3) 
seau  de  courbes  adjointes,  qui  ont  en  commun  avec  Li^  les ; 

points  doubles  de  C^  et  n  —  3  points  simples.  Soient  ¥ [x^  y)  =  o 
l'équation  de  0,2  et 

fx{x,y)  +  \fi(x,y)-^-  iif3(x,y)  =  o, 

l'équation  de  ce  réseau  de  courbes  C«_2,  X  et  jj.  étant  deux  para- 
mètres arbitraires.  Une  courbe  quelconque  de  ce  réseau  ren- 
contre C,j  en  trois  points  variables  seulement,  car  chaque  point 
double  compte  pour  deux  points  communs,  et  l'on  a 

n(n  —  3)  -h  n  —  3  ~-  n(n  —  -i)  —  3. 
Posons  maintenant 

/«ON  „>_  M^^y)        .,_  .U^^y'). 

lorsque  le  point  (x,  y)  décrit  la  courbe  C^,  le  point  (x',y')  décrit 
une  courbe  algébrique  C  dont  on  obtiendrait  l'équation  en  élimi- 
nant X  el  y  entre  les  équations  (88)  et  F(^,  y)  =  o.  Les  deux 
courbes  G'  et  G«  se  correspondent  point  par  point  par  une  trans- 
formation  birationnelle^  c'est-à-dire  qu'inversement  les  coor- 
données i^x^y)  d'un  point  de  C„  s'expriment  rationnellement  au 
moyen  des  coordonnées  {^x\  y'")  du  point  correspondant  de  G'.  Il 
suffit,  pour  le  prouver,  de  montrer  qu'à  un  point  {^x\  y')  de  G'  il 
ne  peut  correspondre  qu'un  point  de  G^,  ou  que  les  équations  (88), 
jointes  à  F(^,  y)  =  o,  ne  peuvent  avoir  en  .r  et  jk  qu'un  seul  sys- 
tème de  solutions  variable  avec  x'  ely'. 

Supposons  en  effet  qu'à  un  point  de  G'  correspondent  deux 
points  (a,  6),  (a',  b')  de  G,i,  ne  faisant  pas  partie  des  points  de 
base  du  réseau  de  courbes  G«_2-  On  aurait 

/,(a'.  b')  ^   f,(a'.  b')  ^  /,(a',  b') ^ 
t\(a,b)  Ma,b)         J\{a,b)  ' 

et  toutes  les  courbes  du  réseau  qui  passent  par  le  point  [a,  b) 
passeraient  aussi  par  le  point  (a',  b').  Les  courbes  du  réseau  qui 
passent  par  ces  deux  points  dépendraient  encore  Linéairement 
d'un  paramètre  variable,  et  rencontreraient  la  courbe  G„  en  un 
seul  point  variable.  Les  coordonnées  de  ce  dernier  point  d'inter- 
section avec  G,j  seraient  donc  des  fonctions  rationnelles  d'un  para- 
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mètre  variable,  et  la  courbe  C«  serait  uaicursale;  ce  qui  est  im- 
possible puisqu'elle  n'a  que  —  points  doubles. 

A  un  point  [x\y')  de  G'  ne  correspond  par  conséquent  qu'un 
point  {x,  y)  de  C„,  et  les  coordonnées  de  ce  point  sont,  d'après 
la  théorie  de  Télimination,  des  fonctions  rationnelles  de  x' ,  y\ 

(89)  57  =  o,(a7',y),        jK  = '-?2(a^',y)• 

Pour  avoir  le  degré  de  la  courbe  G',  cherchons  le  nombre  des 
points  communs  à  cette  courbe  et  à  une  droite  (juelconque 
ax^  H-  by  +  c  1=  o.  Cela  revient  à  chercher  le  nombre  des  points 
communs  à  la  courbe  G/,  et  à  la  courbe 

af'i{x,y)-^bf^{T,y)-^cfi{x,y)  =  o, 

puisqu'à  un  point  de  G'  correspond  un  seul  point  de  G«  et  inver- 
sement. Or  il  n'y  a  que  trois  points  d'intersection  variables  avec 
a^  6,  c.  La  courbe  G'  est  donc  du  troisième  degré.  En  résumé, 
les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  G„  peuvent  s'exprimer 
rationnellement  au  moyen  des  coordonnées  d'un  point  d'une 
cubique  plane,  et,  comme  les  coordonnées  d'un  point  d'une  cubique 
sont  des  fon(;lions  elliptiques  d'un  paramètre,  il  en  est  de  même 
des  coordonnées  d'un  point  de  G/,. 

11  résulte  aussi  de  la  démonstration,  et  de  ce  qui  a  été  vu  plus 
haut  pour  les  cubiques,  qu'on  peut  faire  cette  représentation  de 
telle  façon  (ju'à  un  point  (x,y)  de  G,,  ne  corresponde  qu'une 
valeur  de  u  dans  un  parallélogramme  des  périodes. 

Soient  J7  ^  fi  (m),  jV"  :=  •li,(  m)  les  formules  qui  donnent  J7  et  y; 

toute  intégrale  abélienne  iv  =  1  R(x,j')â?a7  attachée  à  la  courbe  G,, 

(I,  n"  103)  se  ramène,  par  ce  changement  de  variable,  à  l'intégrale 
d'une  fonction  elliptique;  cette  intégrale  w  s'exprime  donc  elle- 
même  à  l'aide  des  transcendantes  p,  "C,  d  de  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques.  L'introduction  de  ces  transcendantes  dans  l'Ana- 
lyse a  doublé  la  puissance  du  calcul  intégral. 

Exemple.  —  Qiiartiques  bicirculaires.  —  Une  courbe  du  quatrième 
degré  ayant  '^deux  points  doubles  est  du  premier  genre.  Lorsque  les 
points  doubles  sont  les  points  circulaires  à  l'infini,  la  courbe  C4  est  une 
quartique  bicirculaire.  Si   l'on   a  pris  pour  origine   un   point   de   cette 

G.,  II.  i5 
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courbe,  on  peut  prendre  pour  courbes  adjointes  G„_2  des  cercles  passant 
par  l'origine 

cc^-hy^-h  Xx  -h  [ly  =  o; 

pour  avoir  une  cubique  correspondant  point  par  point  à  la  quartique  C4, 
il  suffit,  d'après  la  méthode  générale,  de  poser  37'=  — -,  y  z= 


y-i   -^        x^  -h  y^ 
On  a  inversement  x  =  —r- y-,  y  =  —r-=^ r-,  et  ces  formules  définissent 

x^^y^        x'^-^y^ 

une  inversion  par  rapport  au  cercle  de  rayon  un  décrit  de  l'origine  pour 
centre.  Pour  avoir  l'équation  de  la  cubique  G'3,  il  suffira  de  remplacer  x 
et  y  par  les  valeurs  précédentes  dans  l'équation  de  G-,.  Supposons,  par 
exemple,  que  l'équation  de  la  quartique  G4  soit  (a?^  -1^  y^y-  —  ay  =  o  ;  la 
cubique  Gj  aura  pour  équation  ay' {y"^  -+-  x''^)  —  1  =  0. 

Remarque.  —  Lorsqu'une  courbe  plane  Cn  admet  des  points  singuliers 

d'espèce  supérieure,  elle  est  du  premier  genre  pourvu  que  tous  ces  points 

,.             .          ,      .     ,           .    n(n  —  3)        .  j      ,  ,  ,.      .  r. 

singuliers  soient  équivalents  a   points   doubles   ordinaires,    rar 

exemple,  une  courbe  du  quatrième  ordre  ayant  un  seul  point  double,  où 
deux  branches  de  courbe  sont  tangentes  l'une  à  l'autre  sans  présenter 
aucune  singularité,  est  du  premier  genre;  il  suffit,  pour  le  voir,  de  couper 
cette  quartique  par  un  réseau  de  coniques  tangentes  aux  deux  branches 
au  point  double  et  passant  par  un  autre  point  de  la  quartique.  La  courbe 
y^  =  R{x),  où  R(^)  est  un  polynôme  du  quatrième  degré  premier  avec 
sa  dérivée,  présente  une  singularité  de  cette  espèce  à  l'infini.  On  la  ramène 
à  une  cubique  par  une  transformation  birationnelle  en  posant 

X  =  x\        y  =y'-\-  \/aox'^, 

ce  qui  permet  de  retrouver  facilement  les  formules  d'inversion  (87). 


EXERCICES. 

1.  Démontrer  qu'une  fonction   doublement  périodique  entière  est  une 
constante,  au  moyen  du  développement 

f(z)^^Ane~^. 
[La  condition  f{z  -t-  10')  =f(z)  exige  qu'on  ait  A^  =  o,  si  n  7^  o.] 


EXERCICES. 

2.  Si  a  n'est  pas  un  multiple  de  ir,  on  a  la  formule 


sina  \         a 


n 


[On  change  2  en  z  -+-  a  dans  la  formule  qui  donne  le  développement  de 
colz,  puis  on  intègre  entre  les  limites  o  et  z.'\ 

3,  Déduire  de  la  formule  précédente  les  nouveaux  produits  infinis 

cosU  +  a)^/^_jz_N-pjr'r         ^ -\J^ 

cosa  \        la-hTZ / JLJL  L         ^a  —  (-in  —  i)7rj 

—  « 

sin.-sin.^/_.X/^_^X|nr'/ £_)/,_  1 \e^^ 

sina  \        a./ \        a-<-r/J.X\        a-(-2/nr/\        (-^n  —  i)Tt — a/ 

—  ao 


cosz — cosa 


?.m:  —  a 


Transformer  ces  nouveaux  produits  en  produits  de   facteurs  primaires, 
ou  en  produits  ne  renfermant  plus  de  facteurs  exponentiels,  tels  que 

/    i-2'\/    4-»\    r        42*    1 

cos  z  =  {  i  —  -1-—     (  r  —  ^^—-    ...     I  — .... 

4.   Démontrer  les  formules 
langz  =  23     — i h. ..-+-- — f-...l, 

^ Z^-  ^ z- 3*  I 

L    4  4  4  J 

'  '  r  '  I  /  X        .  I  1 

-: = 2  3 ; h  .  .  . -<-  ( l)"-' h  .  .  .      . 

sin3        Z  [z^—T.^        z*—\t:-  ^       '       z^—n*T:^  J 

Établir  des  formules  analogues  pour 


sin3  — sina     cos3  —  cosa 
3.  Etablir  la  formule 

simr3  __  3»    ,    3^(3»— r)        32(3'— i)  (3Î— 4) 


■■z  I  (i-a)*  (1.2.3)^ 


„_.  3^(3^-1).  ..(3^-n^) 


[i.'2.  .  .(n-t- i)Jî 

C.  Décomposer  en  éléments  simples  les  fonctions »  — ; — • 

p  u    p*u 

7.  Lorsque  ff-i  =  o,  on  a 

p(a«;o,  ^3)  =  ap(f<;o,  (Ç-3),         p' {ocu;  o,  ffi)  =  p' (u;  o,  g,), 
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a   étant   une   racine  cubique  de  l'unité.  En  déduire  la  décomposition  en 

éléments  simples  de  — ; ;—  lorsque  g^  =  o. 

p  «  —  p  t^ 

8.  Étant  données  les  intégrales 

rtt.y,        I  dx, 

(x  —  i)^x^—  I  J    /i  +  a;* 

/dx  r  ax--h  b 

x'isjx^  —  x*     J    sj{\  —  x^)i^\  —  k^x'>-) 

on  demande  d'exprimer  la  variable  x  et  l'une  quelconque  de  ces  intégrales 
au  moyen  des  transcendantes  p,  Ç,  (t. 

9.  Etablir  la  formule  de  décomposition  de  M.  Hermite  (n"  331)  en  éga- 
lant à  zéro  la  somme  des  résidus  de  la  fonction  F(z)[Ç(a7  —  s)  —  Ç(a:o  —  ^)] 
dans  un  parallélogramme  de  périodes,' F  (a?)  étant  une  fonction  elliptique, 
et  a?,  aJo  étant  considérées  comme  des  constantes. 

10.  Déduire  de  la  formule  (6o)  la  relation  tj  =  — 


I'2w6'(0  ) 

[On  observe  que  la  série  aw  ne  renferme  pas  de  terme  en  m'.] 

11*.  Exprimer  par  des  fondions   elliptiques  d'un    paramétre  les  coor- 
données 37  et  J'  de  l'une  des  courbes  suivantes  : 

j'»=A[(a7  — a)  {x~h)  {x  —  c)Y,        y^=k\i^x  —  a)  (a?  — è)]% 
^*=A  {x  —  ay-iyX  —  by{x  —  c)*,  y''  =  A.  {x  —  a)^(x  —  by, 

y'*  =  A  (x  —  ay{x  —  bf, 

y^=  k  {x  —  ay{x  —  by(x  —  c)»,  y^=  k  (x  —  ay(x  —  è)*, 

y6z=k  (x  —  ay{x  —  by,  y^=k  (x  —  ay{x  —  by, 

y^-\-  {Ix^-i-  mx-i-  n)j2_|_  k[(x  —  a)  {x  —  b){x  —  c)]2  =  cr, 

/  3"  A*\2  /  S»   A4\2 

jK*-l-Aarj3+a73/Ba7 -+- —  —  j  =o,        y''-hkxy3'i-x^lBx'-+  —  ~j  =o, 

^*4-AarK3+     /  Ba-*+ — -^ j  =  o,        j^-h kxy'^-hx^lBx  —  — —j  =  o, 

/  4*  A*\2 

j^+kxy^-+-      iBx-^—-—j=o, 

Le  paramètre  variable  est  égal,  à  une  constante  près,  à  l'intégrale    /    — '•  • 

[Briot  et  Bouquet,  Théorie  des  fonctions  doublement 
périodiques,  2*  édition,  p.  388-4 12.] 


CHAPITRE  XVI. 

LE  PROLONGEMENT  ANALYTIQUE. 


I.  —  DEFINITION  D'UNE  FONCTION  ANALYTIQUE 
PAU  UN  DE  SES  ÉLÉMENTS. 

341.  Première  idée  du  prolongement  analjrtique.  —  Soil/(a) 
une  fonction  holomorphe  dans  une  portion  connexe  A  du  plan, 
limitée  par  une  ou  plusieurs  courbes,  fermées  ou  non;  nous  pre- 
nons toujours  le  mot  de  courbes  dans  le  sens  élémentaire  habituel 
comme  nous  l'avons  fait  jusqu'ici. 

Si  l'on  connaît  la  valeur  de  la  fonction  y*(:;)  et  de  toutes  ses  déri- 
vées successives  en  un  point  déterminé  a  de  la  région  A,  on  peut 
en  déduire  la  valeur  de  celte  fonction  en  un  autre  point  quel- 
conque b  de  la  même  région.  Pour  le  démontrer,  joignons  les  deux 
points  a  et  b  par  un  chemin  L  situé  tout  entier  dans  la  région  A, 
par  exemple  par  une  ligne  polygonale,  ou  par  une  courbe  de  forme 
quelconque.  Soit  o  la  limite  inférieure  de  la  distance  d'un  point 
i(uelconque  du  chemin  L  à  un  point  quelconque  du  contour  de  la 
région  A,  de  telle  sorte  qu'un  cercle  de  rayon  8  ayant  pour  centre 
un  point  quelconque  de  L  soit  situé  tout  entier  dans  celte  région. 
Par  hypothèse,  nous  connaissons  la  valeur  de  la  fonction y(a)  et 
de  ses  dérivées  successives/'(a), /"(a),  ...,  pour  z  =  a.  Nous 
pouvons  donc  écrire  la  série  entière  qui  représente  la  fonctiony(2) 
dans  le  domaine  du  point  a, 

<i)         /(^)=/(a)-+-^^/(«)-^.-.+  ^-;^f^ /'"(«)+•••• 


Le  rayon  de  convergence  de  cette  série  est  au  moins  égal  à  8, 
mais  il  peut  élre  plus  griind.  Si  le  point  b  est  situé  dans  le  cercle 
de  convergence  Cq  de  la  série  précédente,  il  suffira  d'y  remplacer  z 
par  b  pour  avoir  y(6).  Supposons  que  le  point  b  soit  extérieur 
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à  Co,  et  soit  a,  le  point  où  le  chemin  L  sort  de  Cq  (')  ^fig-  ']o). 
Sur  ce  chemin  prenons  à  l'intérieur  de  Cq  un  point  z^  voisin  de  a, 

tel  que  la  distance  des  deux  points  5,  et  a,  soit  inférieure  à  -•  La 

série  (i)  et  celles  qu'on  en  déduit  par  des  différentiations  suc- 
cessives permettent  de  calculer  les  valeurs  de  la  fonction  f{z) 
et  de  toutes  ses  dérivées  /(*i), /'(•Si),  . . . , /'"^(5,),  ...,  pour 
z  =:  Zf.  Les  coefficients  de  la  série  qui  représente  la  fonction  f{z) 


dans  le  domaine  du  point  Zi  sont  donc  déterminés  si  l'on  connaît 
les  coefficients  de  la  première  série  (i),  et  l'on  a,  dans  le  voisinage 
du  point  Zt, 


-^  —  ^1    r'/        N  (Z  —  Zi)"- 


(2)    /(^)=/(^i)+^^/'(^.)-*-...+  77^777^/"K --.)+•... 

Le  rayon  du  cercle  de  convergence  G|  de  cette  série  est  au  moins 
égal  à  8;  ce  cercle  renferme  donc  le  point  a,  à  l'intérieur  et,  par 
suite,  il  a  une  partie  en  dehors  du  premier  cercle  Cq.  Si  le  point  b 
est  dans  ce  nouveau  cercle  G|,  il  suffira  de  faire  z  =  b  dans  la 
série  (2)  pour  avoir  la  valeur  def{b).  Supposons  que  le  point  6 
soit  encore  en  dehors  de  C(  et  soit  a^  le  point  où  le  chemin  Zfb 
sort  de  ce  cercle.  Prenons  sur  le  chemin  L  un  point  Zn  intérieur 


(')  La  valeur  de  f{z)  au  point  b  ne  dépendant  pas  du  chemin  L,  tant  que  ce 
chemin  ne  sort  pas  de  l'aire  A,  on  peut  supposer,  comme  c'est  le  cas  de  la  figure, 
que  ce  chemin  ne  rencontre  qu'en  un  point  le  cercle  C,  et  en  deux  points  au  plus 

les  cercles  successifs  C,,  C^,   Cela  revient,  si  l'on  veut,  à  prendre  pour  a,  le 

dernier  point  de  rencontre  de  L  et  de  C^,,  et  de  même  pour  les  autres. 
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à  C,  et  tel  que  la  distance  des  deux  points  ^2  6t  ag  soit  inférieure 

à  -•  La  série  (2)  et  celles  qu'on  en  déduit  par  des  diflerentiations 

successives  permettront  de  calculer  les  valeurs  de /(s)  et  de  ses 
dérivées  /(^a),  f'{^i)->  f" {^2)1  •  -  •  1  au  point  z-î-  On  pourra  donc 
former  une  nouvelle  série 

(3)  /(-s)  =/(*-2)+ ^^/(5.) -+-... -^ff^/'^H-^) -+-..., 

qui  représentera  la  fonctiony(;;)  dans  un  nouveau  cercle  G2,  de 
rayon  supérieur  ou  égala  B.  Si  le  point  b  est  dans  ce  cercle  C2,  on 
remplacera  z  par  b  dans  l'égalité  précédente  (3);  sinon,  on  conti- 
nuera à  appliquer  le  même  procédé.  Au  bout  d'un  nombre  fini 
d'opérations,  on  finira  par  obtenir  un  cercle  renfermant  le  point  b  à 
l'intérieur  ;  dans  le  cas  de  la  figure,  b  est  à  l'intérieur  de  C3.  En  elïet, 
on  peut  toujours  choisir  les  points  :;, ,  z^,  ^s,  .  • . ,  de  façon  que  la 

dislance  de  deux  points  consécutifs  soit  supérieure  à-;  soit  d'autre 

part  S  la  longueur  du  chemin  L.  La  longueur  de  la  ligne  polygo- 
nale aZ\Z2. .  .Zp_iZpb   est    toujours   inférieure    à  S;   on  a   donc 

p-  +  \zp  —  6|<;S.  Soit/^  un  nombre  entier  tel  que  ( 7-+  i  )  5  >  S. 

L'inégalité  précédente  prouve  qu'après  p  opérations  au  plus  on 
tombera  sur  un  point  Zp  du  chemin  L  dont  la  distance  au  point  b 
sera  inférieure  à  0,  le  point  b  sera  à  l'intérieur  du  cercle  de  con- 
vergence Cp  de  la  série  entière  qui  représente  la  fonction  f{z) 
dans  le  domaine  du  point  Zp,  et  il  suffira  de  remplacer  z  par  b 
dans  celte  série  pour    avoir  /{b).  On  pourra  calculer  de  même 

toutes  les  dérivées  /'{b),/"(b), 

Le  raisonnement  qui  précède  prouve  qu'il  est  possible,  du  moins 
théoriquement,  de  calculer  la  valeur  d'une  fonction  holomorphe 
dans  une  région  A,  et  de  toutes  ses  dérivées,  en  un  point  quel- 
conque de  cette  région,  pourvu  qu'on  connaisse  la  suite  des 
valeurs 

(4)  /(a),    fia),    fia),     ...,    /""(a),     ..., 

de  la  fonction  et  de  ses  dérivées  successives  en  un  point  déter- 
miné a  de  la  même  région.  Il  en  résulte  que  toute  fonction  holo- 
morphe dans  l'aire  A  est  complètement  déterminée   dans  toute 
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celte  aire,  si  elle  est  connue  dans  une  région,  aussi  petite  qu'on  la 
suppose,  entourant  un  point  quelconque  a  pris  dans  A,  et  même 
si  elle  est  connue  tout  le  long  d'un  arc  de  courbe,  aussi  petit  qu'on 
le  suppose,  aboutissant  au  point  a.  Si,  en  effet,  la  fonction  y"(^) 
est  déterminée  tout  le  long  d'un  arc  de  courbe,  il  en  est  de  même 
de  la  dérivée /'(:;),  car  la  valeur/'(:;,)  en  un  point  quelconque  de 

cet  arc  est  égale  à  la  limite  du  rapport  ' — — — lorsque  le 

point  ^2  se  rapproche  de  z,  en  restant  sur  l'arc  considéré;  la 
dérivée  f'{z)  étant  connue,  on  en  déduira  de  même /"(s),  puis 
/'"(s),  ....  Toutes  les  dérivées  successives  de  la  fonction /(;;) 
seront  donc  déterminées  pour  :;:=«.  Nous  dirons,  pour  abréger, 
que  la  connaissance  des  valeurs  numériques  de  tous  les  termes  de 
la  suite  (4)  détermine  un  élément  de  la  fonction /(:^).  Le  résultat 
obtenu  peut  alors  s'énoncer  comme  il  suit:  Une  fonction  holo- 
morphe  dans  l'aire  A  est  complètement  déterminée  si  l'on  con- 
naît un  quelconque  de  ses  éléments.  On  peut  dire  encore  que 
deux  fonctions  holomorphes  dans  la  même  région  ne  peuvent  avoir 
un  élément  commun  sans  être  identiques. 

Nous  avons  supposé,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  s'agissait  d'une 
fonction  holomor[)he  f{z);  mais  le  raisonnement  peut  être  étendu 
à  une  fonction  analytique  quelconque,  pourvu  que  le  chemin  L 
suivi  par  la  variable  pour  aller  de  a  en  b  ne  passe  par  aucun  point 
singulier  de  la  fonction.  Il  suffit  pour  cela,  comme  nous  l'avons 
déjà  fait  (n°  289),  de  décomposer  ce  chemin  en  plusieurs  arcs, 
tels  que  chacun  d'eux  puisse  être  renfermé  dans  un  contour  fermé, 
à  l'intérieur  duquel  la  branche  considérée  de  la  fonction /(:;)  soit 
holomorphe.  La  connaissance  de  l'élément  initial  et  du  chemin 
décrit  par  la  variable  suffit,  du  moins  en  théorie,  pour  trouver 
l'élément  final,  c'est-à-dire  les  valeurs  numériques  de  tous  les 
termes  de  la  suite  analogue 

(5)  f{b),    /'(b),     ...,    /''"(6),     .... 

342.  Nouvelle  définition  des  fonctions  analytiques.  — ^  Les  fonc- 
tions analytiques  que  nous  avons  étudiées  jusqu'à  présent  étaient 
définies  par  des  expressions  permettant  de  les  calculer  pour  toute 
valeur  de  la  variable,  dans  le  champ  où  on  les  étudiait.  Nous 
concevons  maintenant,  d'après  ce  qui  précède,  (|u'il  soit  possible 
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de  définir  une  fonction  analytique  pour  une  valeur  quelconque  de 
la  variable  dès  que  l'on  connaît  un  seul  élément  de  la  fonction.  Mais, 
pour  exposer  la  théorie  à  ce  nouveau  point  de  vue  d'une  façon 
complète,  il  nous  faut  ajouter  à  la  définition  dfs  fonctions  ana- 
lytiques d'après  Cauchy  une  nouvelle  convention,  qu'il  nous  paraît 
utile  d'énoncer  d'une  façon  explicite. 

Soient  /((-),  /a  (2)  deux  fonctions  holomorphes  respective- 
ment dans  deux  aires  A|,  A,,  ayant  une  partie  commune  et  une 
seule  A'  {fig.  76). 

Fig.  76. 


Si  dans  la  partie  commune  A'  on  aif2{z)  =fi[z),  ce  qui  aura 
lieu  si  ces  deux  fonctions  ont  un  seul  élément  commun  dans  cette 
région,  nous  regarderons /,(:;)  et/o(:;)  comme  formant  une  seule 
fonction  liolomorphe  F(;;)  définie  dans  la  région  Ai-f-Ao  par  les 
égalités:  F(z)=ff{z)  dans  A|,  et  F{z)  =/2{z)  dans  Aj.  Nous 
dirons  aussi  que  y"2(:;)  est  \e  prolongement  analytique  dans  la 
région  A2  —  A'  de  la  fonction  holomorplie  y  i(;;),  qui  n'est  supposée 
définie  que  dans  la  région  A|.  Il  est  clair  que  le  prolongement  ana- 
lytique de/,(G)  dans  la  région  de  Ao  extérieure  à  A,  n'est  possible 
que  d'une  seule  manière  (  '  ). 


(')  Pour  prouver  que  la  convenlion  précédente  est  distincte  de  la  déGnition 
des  fonctions  analytiques,  il  suffit  de  remarquer  qu'elle  entraîne  immédiatement 
la  conséquence  suivunle  :  si  une  fonction  f{z)  est  liolomorphe  dans  une  région  A, 
toute  autre  fonction  f^{z),  qui  coïncide  avec  f{z)  dans  une  portion  de 
l'aire  A,  est  identique  à  f(z)  dans  A.  Or,  considérons  une  fonction  F(;;)  définie 
de  la  manière  suivante  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  complexe-: 


F{z)  =  sin  z;        si        z  ^  -, 


(î)  =  - 


Quelque  bizarre  que  paraisse  cette  convention,  elle  n'a  rien  de  contradictoire 
avec  la  définition  antérieure  des  fonctions  analytiques.  La  fonction  ainsi  dé- 
finie F(-)  serait  holomorphe  pour  toute  valeur  de  x;,  sauf  pour  ^  = —,  qui  serait 
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Cela  posé,   considérons  une  suite  infinie  de  nombres  réels  ou 
imaginaires 

(6)  «0,       «Il       «2i        ••-,       «/),        ••• 

assujettis  à  la  seule  condition  de  rendre  la  série 

(7)  ao-h  aiz  -+-  a^z'^-^.  .  .-h  a/i^"-^.  . . 

convergente  pour  quelque  valeur  de  z  diiïerente  de  zéro.  (Nous 
prenons  ^  =  o  pour  valeur  initiale  de  la  variable,  ce  qui  ne  res- 
treint pas  la  généralité.)  La  série  (7)3  donc  par  hypothèse  un 
cercle  de  convergence  Cq  dont  le  rayon  R  n'est  pas  nul.  Si  R  est 
infini,  cette  série  est  convergente  pour  toute  valeur  de  5,  et  repré- 
sente une  fonction  entière  de  la  variable.  Lorsque  le  rayon  R  a 
une  valeur  fiuie,  différente  de  zéro,  la  somme  de  la  série  (7)  est 
une  fonction  holomorphe /(:;)  à  l'intérieur  du  cercle  Co-  Mais, 
comme  on  ne  connaît  que  la  suite  des  coefficients  (6),  nous  ne 
savons  rien  a  priori  sur  la  nature  de  cette  fonction  en  dehors  du 
cercle  Cq.  Nous  ne  savons  pas  s'il  est  possible  d'ajouter  au 
cercle  Cq  une  région  voisine  formant  avec  le  cercle  une  aire  con- 
nexe A,  telle  qu'il  existe  une  fonction  holomorphe  dans  A,  coïn- 
cidant avec  /(z)  à  l'intérieur  de  Go.  La  méthode  du  paragraphe 
précédent  permet  de  reconnaître  s'il  en  est  ainsi.  Prenons  dans 
le  cercle  Go  un  point  a  différent  de  l'origine;  on  peut,  au  moyen 
de  la  série  (7)  et  des  séries  obtenues  en  dérivant  terme  à  terme, 
calculer  l'élément  de  la  fonction /(c)  qui  correspond  au  point  «, 


un  point  singulier  d'une  espèce  particulière.  Mais  les  propriétés  de  cette  fonc- 
tion F{z)  seraient  en  contradiction  avec  la  convention  que  nous  venons  d'adop- 
ter, puisque  les  deux  fonctions   F{z)  et  sin^  seraient  identiques  pour  toutes  les 

valeurs  de  s,    sauf   pour  ^  =  — ,   qui    serait    un  point   singulier    pour    une  seule 

d'entre  elles. 

M.  Weierstrass,  en  Allemagne,  et  M.  Méray,  en  France,  ont  développé  la 
théorie  des  fonctions  analytiques,  en  s'appuyant  uniquement  sur  les  propriétés 
des  séries  entières  ;  leurs  recherches  sont  d'ailleurs  complètement  indépendantes. 
La  théorie  de  M.  Méray  est  exposée  dans  son  grand  Ouvrage  Leçons  nouvelles 
sur  l'Analyse  infinitésimale.  Nous  montrons  dans  le  texte  comment  on  peut 
définir  de  proche  en  proche  une  fonction  analytique,  connaissant  un  de  ses  élé- 
ments, mais  en  supposant  toujours  connus  les  théorèmes  de  Cauchy  sur  les  fonc- 
tions holomorphes. 
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et,  par  suite,  former  la  série  entière 

(8)  f{a)  +  i^/'(a)  +. .  .^  LîZ:^ /(«)(«)  +. . ., 


I 


qui  représente  la  fonction /"(s)  dans  le  domaine  du  point  a.  Cette 
série  est  certainement  convergente  dans  un  cercle  de  centre  a  et 
de  rayon  R  —  \a\  (n"  266),  mais  elle  peut  être  convergente  dans 
un  cercle  plus  grand,  dont  le  rayon  ne  peut  dépasser  R  +  |a|; 
car,  si  elle  était  convergente  dans  un  cercle  de  rayon  R  +[û!|+  o, 
il  en  résulterait  que  la  série  (-)  serait  convergente  dans  le  cercle 
de  rayon  R  +  o  décrit  de  l'origine  pour  centre,  contrairement  à 
l'hypothèse.  Supposons  d'abord  que  le  rayon  du  cercle  de  con- 
vergence de  la  série  (8)  soit  toujours  égal  à  R  — |rt|,  quel  que  soit 
le  point  a  pris  dans  le  cercle  Cq.  Alors  il  n'existe  aucun  moyen  de 
prolonger  analytiquement  la  fonction y(5)  en  dehors  du  cercle,  du 
moins  si  l'on  n'emploie  que  des  séries  entières.  Nous  pouvons 
affirmer  qu'il  n'existe  pas  de  fonction  holomorphe  F(^)  définie 
dans  une  région  A  du  plan  plus  grande  qiie  le  cercle  Co  et  coïnci- 
dant a\ecf(z)  dans  Col  caria  méthode  du  prolongement  analy- 
tique pern)ettrait,  comme  nous  l'avons  vu,  de  déterminer  la  valeur 
de  cette  fonction  en  un  point  extérieur  au  cercle  Cq.  On  dit  alors 
que  la  portion  du  plan  extérieure  au  cercle  Co  est  un  espace  lacu- 
naire pour  la  fonction /(^).  Nous  en  verrons  des  exemples  un  peu 
plus  loin. 

Supposons  en  second  lieu  qu'en  choisissant  convenablement  le 
point  a  dans  le  cercle  Co,  le  cercle  de  convergence  C,  de  la 
série  (8)  ail  un  rayon  plus  grand  que  R  — \a\.  Ce  cercle  C|  a  une 
partie  extérieure  à  Co  (Jiff-  77)  et  la  somme  de  la  série  (8)  est  une 
fonction  holomorphe  y, (5)  dans  le  cercle  C|.  A  l'intérieur  du 
cercle  y  de  centre  a,  qui  est  tangent  intérieurement  au  cercle  Co, 
on  a  fi{z)  =f(^z)  (n"  266);  donc  cette  égalité  subsiste  dans  toute 
la  région  commune  aux  deux  cercles  Co,  C|.  La  série  (8)  nous 
fait  connaître  le  prolongement  analytique  de  la  fonction /(c) 
dans  la  portion  du  cercle  C,  extérieure  au  cercle  C©.  Soit  a'  un 
nouveau  point  pris  dans  cette  région;  en  opérant  de  la  même 
façon,  nous  formerons  une  nouvelle  série  entière  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  de  ^  —  a',  qui  sera  convergente  dans  un 
cercle  Cj.  Si  ce  cercle  Co  n'est  pas  tout  entier  à  l'intérieur  de  C,, 
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la  nouvelle  série  donnera  le  prolongement  de /(;)  dans  une  région 
plus  étendue,  et  ainsi  de  suite.  On  conçoit  donc  qu'il  est  possible 
d'étendre  ainsi  de  proche  en  proche  le  domaine  d'existence  de  la 
fonction  f(z),  qui  n'était  définie  d'abord  qu'à  l'intérieur  du 
cercle  Cq. 

Pig-  77- 


Il  est  clair  qu'on  peut  faire  les  opérations  précédentes  d'une 
infinité  de  manières.  Pour  s'y  reconnaître,  il  faut  définir  avec 
[)récision  le  chemin  suivi  par  la  variable.  Supposons  qu'on  puisse 
obtenir,  comme  on  vient  de  l'expliquer,  le  prolongement  analy- 
tique de  la  fonction  définie  par  la  série  (7)  le  long  d'un  chemin  L. 
Chaque  point  x  du  chemin  L  est  le  centi-e  d'un  cercle  de  rayon  r 
à  l'intérieur  duquel  la  fonction  est  représentée  par  une  série 
entière  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  de  z — x. 
Le  rayon  r  de  ce  cercle  varie  (C une  manière  continue  avec  x. 
Soient  en  effet  x  et  x^  deux  points  voisins  du  chemin  L,  r  et  r'  les 
rayons  correspondants;  si  x'  est  assez  voisin  de  x  pour  qu'on  ait 
\x'  —  x|<;/',  le  rayon  ;•'  est  compris  entre  /* — \x'  —  x\  et 
r -\r\x'  —  x\^  comme  on  l'a  remarqué  tout  à  l'heure.  La  différen  c 
r'  —  /•  tend  donc  vers  zéro  en  même  temps   que  \x'  —  x\.  Cela 

étant,  soit  C^  le  cercle  de  rayon  —  décrit  de  l'origine  pour  centre; 

a  étant  un  point  quelconque  de  C^,  le  rayon  de  convergence  de 

R 

la  série  (8)  est  au  moins  égal  à  — .  mais  il  peut  être  plus  grand. 
Puisque  ce  rayon  varie  d'une  manière  continue  avec  la  position  du 

R 

point  rt,  il  passe  donc  par  une  valeur  minimum  — \-r  pour  un 
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point  du  cercle  Cq.  On  ne  peut  avoir  r>o.  Si,  en  elFet,  /•  était 
positif,  il  existerait  une  fonction  F(z)  holomorphe  dans  le  cercle 
de  rayon  R  +  /•,  ayant  pour  centre  1  origine,  et  coïncidant  avec 
f{z)  à  l'intérieur  de  Cq.  Pour  une  valeur  de  z  dont  le  module 
serait  compris  entre  R  et  R  4-  /",  F(:;)  serait  égal  à  la  somme  de 
l'une  quelconque  des  séries  (8),  a  étant  un  point  de  C^  tel  qu'on 

R 

aitjs  —  a\<C \-f'-  D'après  le  théorème  de  Cauchy,  F(«)  serait 

égal  à  la  somme  d'une  série  entière  convergente  dans  le  cercle  de 
rayon  R  +  r,  et  cette  série  devrait  être  identique  à  la  série  (7),  ce 
qui  est  impossible. 

Il  y  a  donc  sur  C^   un  point  a  au  moins  tel  que  le  cercle  de 

convergence  de  la  série  (8)  ait  pour  rayon  —  »  et  ce  cercle  est  tan- 
gent intérieurement  au  cercle  Co  au  point  a  où  le  rayon  Oa  ren- 
contre ce  cercle.  Le  point  a  est  un  point  singulier  de  f{z)  sur  le 
cercle  Co.  Dans  un  cercle  c,  ayant  pour  centre  le  point  a,  aussi 
petit  que  soit  le  rayon,  il  ne  peut  exister  de  fonction  holomorphe 
qui  soit  identique  ày(:;)dansla  partie  commune  aux  deux  cercles 
Co  et  c.  11  est  clair  aussi  que  le  cercle  de  convergence  delà  série  (8) 
ayant  pour  centre  un  point  quelconque  du  rayon  Oa  est  tangent 
intérieurement  au  point  a  au  cercle  Co  ('). 

(  '  )  Si  tous  les  coefficients  a„  de  la  série  (  7  )  sont  réels  et  positifs,  le  point  z  =.  W 
est  forcément  un  point  singulier  sur  C,.  En  effet,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  la 
série  entière 


/ 


av(^-?)/'(T)— y^/"(?) 


qui  représenle /(x;)  dans  le  voisinage  du  point  ^  =-  ,  aurait  un   rayon  de  con- 
vergence supérieur  à  —  •  Il  en  serait  de  même  a  fortiori  à&  la  série 


quel  que  soit  l'argument  t>>,  car  on  a  évidemment,  tous  les  coefficients  a„  étant 
positifs, 

|„.,(Siï)|s/«(f). 

Le  minimum  du  rayon  de  convergence  de   la   série   (8),   lorsque  a  décrit   le 
cercle  C„  serait  donc  supérieur  a  — • 
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Considérons  maintenant  un  chemin  L  partant  de  l'origine  et 
aboutissant  à  un  point  quelconque  Z  en  dehors  du  cercle  Cq,  et 
imaginons  un  mobile  décrivant  ce  chemin  en  marchant  toujours 
dans  le  même  sens  de  O  vers  Z.  Soit  a,  le  point  où  le  mobile  sort 
du  cercle;  si  ce  point  a,  était  un  point  singulier,  il  serait  impos- 
sible de  poursuivre  sur  le  chemin  L  au  delà  de  ce  point.  Nous 
supposerons  que  ce  n'est  pas  un  point  singulier;  on  peut  alors 
former  une  série  entière  ordonnée  suivant  les  puissances  des  —  ai 
et  convergente  dans  un  cercle  C|  de  centre  a,,  dont  la  somme 
coïncide  avec  f{z)  dans  la  partie  commune  aux  deux  cercles  Cq 
et  C|.  Pour  calculer /(a,), /'(a,),  ...,  on  pourra  par  exemple 
employer  un  point  intermédiaire  sur  le  rayon  Oa,.  La  somme  de 
la  seconde  série  nous  fait  connaître  le  prolongement  analytique 
de  f{z)  le  long  du  chemin  L,  à  partir  de  a,,  tant  que  le  mobile 
décrivant  ne  sort  pas  du  cercle  G,.  En  particulier,  si  tout  ce 
chemin  à  partir  de  a,  est  situé  à  l'intérieur  de  C|,  cette  série 
donnera  la  valeur  de  la  fonction  au  point  Z.  Si  le  chemin  sort  du 
cercle  Ci  au  point  «o,  on  formera  de  même  une  nouvelle  série 
entière  convergente  dans  un  cercle  Ca  de  centre  a2,  et  ainsi  de 
suite.  Nous  admettrons  d'abord  qu'au  bout  d'un  nombre  fini 
d'opérations  on  arrive  à  un  cercle  C^  de  centre  a^,  renfermant 
toute  la  portion  du  chemin  L  qui  suit  a^,  et  en  particulier  le 
point  Z.  Il  suffira  de  remplacer  z  par  Z  dans  la  dernière  série 
employée  et  dans  celles  qu'on  en  tire  en  différentiant  terme  à 
terme  pour  avoir  les  valeurs  de  y(Z),  /'(Z),  y"(Z),  .  .  .  ,  avec 
lesquelles  on  arrive  au  point  Z,  c'est-à-dire  l'élément  final  de  la 
fonction. 

11  est  clair  qu'on  arrive  en  un  point  quelconque  du  chemin  L 
avec  des  valeurs  bien  déterminées  pour  la  fonction  et  toutes 
ses  dérivées.  Remarquons  aussi  qu'on  pourrait  remplacer  les 
cercles  Co,  C(,  C2,  .  .  .  ,  C^  par  une  suite  de  cercles  définis  de 
la  même  façon  ayant  pour  centres  des  points  quelconques  S(, 
^2,  ••  -5  Sy  du  chemin  L,  pourvu  que  le  cercle  de  centre  zi  ren- 
ferme la  portion  du  chemin  L  comprise  entre  zi  et  Zi^\ .  On  peut 
aussi  modifier  le  chemin  L,  en  conservant  les  mêmes  extrémités, 
sans  changer  la  valeur  finale  def(z),f'(z),/"{z),  ....  En  effet, 
les  cercles  Co,  Ci,  ...,  C^,  recouvrent  une  portion  du  plan  for- 
mant une  espèce  de  bande  dans  laquelle  est  situé  le  chemin  L; 
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on  ])eul  remplacer  le  chemin  L  par  tout  autre  chemin  L'  allant 
de  5  =  o  au  point  Z,  et  situé  dans  celte  bande.  Supposons,  pour 
fixer  les  idées,  qu'on  soit  obligé  d'employer  trois  cercles  consé- 
cutifs Co,  G,,  C2  {fig-  78).  Soit  L'  un  nouveau  chemin  situé  dans 


la  bande  formée  par  ces  trois  cercles;  joignons  les  deux  points  m 
et  n.Si  l'on  va  de  O  en  m  d'abord  par  le  chemin  Oa|/w,  puis  par 
le  chemin  Onm,  il  est  clair  qu'on  arrive  en  m  avec  le  même 
élément,  puisqu'on  a  une  fonction  holomorphe  dans  la  région 
formée  par  Co  et  C|.  De  même,  si  l'on  va  de  m  en  Z  par  le  chemin 
/«ajZ  ou  par  le  chemin  wwZ,  on  arrive  dans  les  deux  cas  au 
point  Z  avec  le  même  élément.  Le  chemin  L  est  donc  équivalent 
au  chemin  O/j/nnZ,  c'est-à-dire  au  chemin  L'.  La  méthode  est  la 
même,  quel  que  soit  le  nombre  des  cercles  successifs.  En  particu- 
lier, on  peut  toujours  remplacer  un  chemin  de  forme  quelconque 
par  une  ligne  brisée  ('  ). 

S^S.  Points  singuliers.  —  En  procédant  comme  il  vient  d'être 
expliqué,  il  peut  arriver  qu'on  ne  puisse  trouver  un  cercle  ren- 
fermant toute  la  partie  du  chemin  L  qui  reste  à  décrire,  aussi  loin 
que  l'on  poursuive  les  opérations.  Il  en  sera  ainsi  lorsque  le 
point  oLp  sera  un  point  singulier  sur  le  cercle  C;,_,,  car  on  sera 
arrêté  à  ce  moment-là.  Si  l'opération  peut  être  continuée  indéfî- 


(' )  Le  raisonnement  exige  un  peu  plus  d'attention,  lorsque  le  cbemin  L  pré- 
sente des  points  doubles,  parce  qu'alors  la  bande  formée  par  les  cercles  suc- 
cessifs Co,  C,,  Cj,  ...  peut  se  recouvrir  partiellement  elle-même.  Mais  il  n'y  a 
au  fond  aucune  difficulté  véritable. 
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niment,  sans  qu'on  arrive  à  un  cercle  renfermant  toute  la  portion 
du  chemin  L  qui  reste  à  décrire,  les  points  a^_,,  a^,  a^^, ,  ..., 
tendent  vers  un  point-limite  À  du  chemin  L,  qui  peut  être  soit  le 
point  Z  lui-même,  soit  un  point  compris  entre  O  et  Z.  Le  point  X 
est  encore  un  point  singulier.,  et  il  est  impossible  de  poursuivre 
le  prolongement  analytique  de/(5)  le  long  du  chemin  L  au  delà 
du  point  \.  Mais,  si  A  est  différent  de  Z,  cela  ne  prouve  pas  que 
le  point  Z  soit  lui-même  un  point  singulier,  et  qu'on  ne  puisse 
aller  de  O  en  Z  par  un  autre  chemin.  Prenons  par  exemple  les 
fonctions  y/i  +5  ou  Log(i  -\-z))  on  ne  pourrait  aller  de  l'origine 
au  point  z-^  —  2  le  long  de  l'axe  réel,  puisqu'on  ne  pourrait  fran- 
chir le  point  singulier  ;;  =  —  i.  Mais,  si  l'on  fait  décrire  à  la 
variables  un  chemin  ne  passant  pas  par  ce  point,  il  est  clair<:|u'on 
arrivera  au  point  ^  =  —  2  au  bout  d'un  nombre  fini  d'opérations, 
car  tous  les  cercles  successifs  passeront  par  le  point  z-=  —  i .  Re- 
marquons que  la  définition  précédente  des  points  singuliers  dépend 
du  chemin  suivi  par  la  variable;  un  point  A  peut  être  un  point 
singulier  pour  un  chemin  déterminé,  et  ne  pas  l'être  pour  un  autre 
chemin,  si  la  fonction  admet  plusieurs  branches  distinctes. 
/  Lorsque  deux  chemins  L,,  L', ,  allant  de  l'origine  au  point  Z, 
conduisent  à  des  éléments  différents  en  Z,  il  existe  au  moins  un 
point  singulier  à  l'intérieur  de  l'aire  qui  serait  balayée  par  l'un  de 
ces  chemins,  L|  par  exemple,  si  on  le  déformait  d'une  manière 
continue  en  conservant  les  extrémités  de  façon  à  l'amener  à  coïn- 
cider avec  L', .  Supposons,  ce  qu'on  peut  toujours  faire,  que  les 
deux  chemins  L|,  L',  soient  des  lignes  brisées  d'un  même  nombre 
de  côtés  0«t6|C|  ...  /|Z  et  Oa\b\  ...  /'^Z  {fig.  79).  Soient  «o? 
62,  C2,  ...,  /aies  milieux  des  segments  a,«',,  bib\,  ...,  /,/',;  le 
chemin  Lj  formé  par  la  ligne  brisée  Oaib^. .  .I^Tj  ne  peut 
être  équivalent  à  ^la  fois  aux  deux  chemins  L, ,  L', ,  lorsqu'il  ne  ren- 
ferme pas  de  point  singulier.  Si  ce  chemin  L2  renferme  un  point 
singulier,  le  théorème  est  établi.  Si  les  deux  chemins  L,  et  L2 
ne  sont  pas  équivalents,  on  en  déduira  un  nouveau  chemin  L3 
compris  entre  L,  et  L2  par  le  même  procédé.  En  continuant  de 
Ta  sorte,  ou  bien  on  arrivera  à  un  chemin  L^  renfermant  un  point 
singulier,  ou  bien  on  aura  une  suite  indéfinie  de  chemins  L(, 
L2,  ....  Ces  chemins  tendront  vers  un  chemin-limite  A,  car  les 
points  «1,  «25  ^35  •  •  •  tendront  vers  un  point  limite  compris  entre 
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«,  et  a\,  ...  et  de  même  pour  les  autres.  Ce  chemin-limite  A  doit 
renfermer  nécessairement  un  point  singulier,  puisque  l'on  peut 
tracer,  de  part  et  d'autre  de  A,  deux  chemins  infiniment  voisins 
de  A  et  conduisant  à  des  éléments  difl'érents  pour  la  fonction  au 
point  Z.  11  ne  pourrait  en  être  ainsi,  si  A  ne  renfermait  pas  de  point 
singulier,  puisque  les  chemins  infiniment  voisins  de  A  doivent  être 
équivalents  à  ce  chemin  lui-même. 


Fig.  79- 

l 


*. 


/,\^; 


La  définition  précédente  des  points  singuliers  est  purement 
négative  et  ne  nous  apprend  rien  sur  la  nature  de  la  fonction 
dans  le  voisinage.  Aucune  hypothèse  sur  ces  points  singuliers  ou 
sur  leur  distribution  dans  le  plan  ne  peut  être  écartée  a /?/70//,  à 
moins  d'impliquer  contradiction.  C'est  l'étude  seule  du  prolon- 
gement analytique  qui  peut  nous  apprendre  les  dififérentes  circon- 
stances possibles  ('). 


(•)  Soit/(a;)  une  fonciion  analytique  liolomorphe  tout  le  long  d'un  segmentât 
de  l'axe  réel.  Dans  le  voisinage  d'un  point  quelconque  a  de  ce  segment,  la  fonction 
peut  être  représentée  par  une  série  enlière  dont  le  rayon  de  convergence  R(at) 
n'est  pas  nul.  Ce  rayon  R,  étant  une  fonction  continue  de  a,  admet  un  minimum 
positif  r.  Soient  p  un  nombre  positif  inférieur  à /•  et  E  la  région  du  plan  balayée 
par  un  cercle  de  rayon  p  dont  le  centre  décrit  le  segment  ab.  La  fonction  f{x) 
est  holomorphe  dans  la  région  E  et  sur  son  contour;  soit  M  une  limite  supérieure 
de  son  module;  il  résulte  des  formules  générales  (i4)  (  n"  291)  qu'en  un  point 
quelconque  x  de  ab  on  a  l'inégalité 

M/i! 


< 


{Cf.  h  ^..m.) 
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344.  Problème  général.  —  Il  résulte  de  ce  qui  précède  qu'une 
fonction  analytique  est  virtuellement  déterminée  quand  on  en 
connaît  un  élément,  c'est-à-dire  quand  on  connaît  une  suite  de 
coefficients  «o?  '^i»  (^2,  •  •  •  >  ^«>  •  •  •  tels  que  la  série 

Uo-h  ai(x — a) -I- .  .  .-f- a„(37  —  a)"-^... 

ait  un  rayon  de  convergence  différent  de  zéro.  Ces  coefficients 
étant  connus,  on  est  conduit  à  se  poser  le  problème  général  sui- 
vant :  trouver  la  valeur  de  la  fonction  en  un  point  quelconque  ^ 
du  plan  quand  on  fait  décrire  à  la  variable  un  chemin  déter- 
miné allant  du  point  a  au  point  ^.  On  peut  aussi  se  proposer 
de  déterminer  a  priori  les  points  singuliers  de  la  fonction  ana- 
lytique; il  est  clair  d'ailleurs  que  les  deux  problèmes  sont  étroite- 
ment liés  l'un  à  l'autre.  La  méthode  même  du  prolongement  ana- 
lytique fournit  une  solution,  au  moins  théorique,  de  ces  deux 
problèmes;  mais  elle  n'est  praticable  que  dans  des  cas  très  par- 
ticuliers. Par  exemple,  comme  rien  n'indique  a  priori  le  nombre 
des  séries  intermédiaires  qu'il  faudra  employer  pour  aller  du 
point  a  au  point  ^,  et  qu'on  ne  peut  calculer  les  sommes  de  ces 
séries  qu'avec  une  certaine  approximation,  il  paraît  impossible  de 
se  rendre  compte  de  l'approximation  finale  que  l'on  obtiendra. 
Aussi  la  recherche  de  solutions  plus  simples,  au  moins  dans  des  cas 
particuliers,  était-elle  nécessaire.  Ce  n'est  cependant  que  depuis 
quelques  années  que  ce  problème  a  fait  l'objet  de  travaux  suivis, 
qui  ont  déjà  conduit  à  d'importants  résultats  (').  Si  ces  recherches 
sont  aussi  récentes,  ce  n'est  pas  uniquement  à  la  difficulté  de  la 
question,  quelque  considérable  qu'elle  soit,  qu'il  faut  l'attribuer. 
En  effet,  les  fonctions  qui  ont  été  étudiées  successivement  par 
les  géomètres  n'ont  pas  été  choisies  par  eux  d'une  façon  arbi- 
traire; l'étude  de  ces  fonctions  s'imposait  par  la  nature  même 
des  problèmes  qui  s'offraient  à  leurs  efforts.  Or,  à  part  un  petit 
nombre  de  transcendantes,  toutes  ces  fonctions,  après  les  fonc- 
tions explicites  élémentaires,  sont  définies  soit  comme  racines 
d'équations  non  susceptibles  d'une  résolution  formelle,  soit  comme 


(  '  )  Pour  toul  ce  qui  concerne  celte  question,  je  renveirui  le  lecteur  à  l'excellent 
Ouvr;ige  de  M.  Hadainard  :  La  série  de  Taylor  et  son  prolongement  analytique 
(Naud,   1901).  On  y  trouvera  des  renseignements  bibliographiques  très  complets. 
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intégrales  d'équations  différentielles  algébriques.  On  conçoit  donc 
que  l'étude  des  fonctions  implicites  et  des  fonctions  définies  par 
des  équations  différentielles  a  dû  précéder  logiquement  l'étude 
du  problème  général  dont  ces  deux  problèmes  ne  sont  au  fond  que 
des  cas  très  particuliers. 

[1  est  facile  de  montrer  comment  l'étude  des  équations  différen- 
tielles algébriques  se  rattache  à  la  théorie  du  prolongement  ana- 
lytique. Considérons,  pour  fixer  les  idées,  deux  séries  entières 
i'(x),  5(x),  ordonnées  suivant  les  puissances  positives  de  x  et 
convergentes  dans  un  cercle  G  de  rayon  R  décrit  du  point  a?  =  o 
pour  centre.  Soit  d'autre  part  F(x,y,y,y',  ...^y'-PK  z,  z',  ...,5'?^) 
un  polynôme  entier  en  x^y,y,  . . . ,  y^P^,  z,  z',  ...,  z^iK  Suppo- 
sons que  l'on  remplace  dans  ce  polynôme  y  et  z  parles  séries  pré- 
cédentes, y',  j^',  . . . ,  y^P^  par  les  dérivées  successives  de  la  série 
y{x),  et  5',  z",  ...,  z^'i^  par  les  dérivées  de  la  série  z(x);  le 
lésullat  est  encore  une  série  entière  convergente  dans  le  cercle  G. 
Si  tous  les  coefficients  de  cette  série  sont  nuls,  les  fonctions  holo- 
morphes  j'(vc)  et  z{x)  satisfont,  dans  le  cercle  G,  à  la  relation 

(9)  ¥{T,y,y,...,yU>\z,z\  . . .,  z'i^)  =  o. 

Nous  allons  maintenant  établir  que  les  /onctions  obtenues  par  le 
prolongement  analytique  des  séries  y  [x)  et  z(x)  satisfont  à  la 
même  relation  dans  tout  leur  domaine  d'existence.  D'une  façon 
plus  précise,  si  l'on  fait  décrire  à  la  variable  x  un  chemin  L  par- 
tant de  l'origine  et  sortant  du  cercle  G  pour  aboutir  à  un  point 
quelconque  a  du  plan,  et  si  l'on  peut  poursuivre  le  prolongement 
analytique  des  deux  séries  ^(x)  et  z{x)  tout  le  long  de  ce  chemin 
sans  rencontrer  aucun  point  singulier,  les  séries  entières  Y  (x  —  a) 
et  Z(x  —  a)  avec  lesquelles  on  arrive  au  point  a  représentent  dans 
le  douiaine  de  ce  point  deux  fonctions  holomorphes  qui  vérifient 
la  relation  (9).  Soit,  en  ellet,  .r,  un  point  du  chemin  L  intérieur 
au  cercle  G  et  voisin  du  point  où  ce  chemin  L  sort  du  cercle  G;  du 
,  point  Xi  comme  centre  on  peut  décrire  un  cercle  G|,  en  partie 
extérieur  au  cercle  G,  et  il  existe  deux  séries  entières  y(x  —  x^), 
z(x  —  Xi)  convergentes  dans  le  cercle  d  et  dont  les  sommes  sont 
identiques  aux  sommes  des  deux  sériesj'(.r)  elz(x)  dans  la  partie 
commune  aux  deux  cercles  G,  G,.  En  remplaçant  dans  F  les 
fonctions  ^  et  s  par  ces  deux  séries,  le  résultat  obtenu  est  une 
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série  entière  P{x  —  Xt)  convergente  dans  le  cercle  C, .  Or,  dans  la 
partie  commune  aux  deux  cercles  C,  C, ,  on  a  P(x  —  a:,  )  =  o  ;  la 
série  P(^  —  Xt)  a  donc  tous  ses  coefficients  nuls,  et  les  deux  nou- 
velles séries  y(x  —  Xt)  et  z{x  —  ;r,)  satisfont  à  la  relation  (g) 
dans  le  cercle  C».  En  continuant  de  la  sorte,  on  voit  que  celte 
relation  ne  cesse  jamais  d'être  vérifiée  par  les  prolongements  ana- 
lytiques des  deux  séries  y{x)  et  z{x),  quel  que  soit  le  chemin 
suivi  par  la  variable;  ce  qui  démontre  la  proposition. 

L'étude  d'une  fonction  définie  par  une  équation  diflérentielle 
n'est  donc  au  fond  qu'un  cas  particulier  du  problème  général  du 
prolongement  analytique.  Mais,  d'un  autre  côté,  il  est  aisé  de  com- 
prendre que  la  connaissance  d'une  relation  particulière  entre  une 
fonction  analytique  et  quelques-unes  de  ses  dérivées  puisse  dans 
certains  cas  faciliter  la  solution  du  problème.  Nous  aurons  à  revenir 
sur  ce  point  dans  l'élude  des  équations  diflérenlielles. 

II.  —  ESPACES  LACUNAIRES.  —  COUPURES. 

L'étude  des  fonctions  modulaires  elliptiques  avait  fourni  à 
M.  Hermile  le  premier  exemple  d'une  fonction  analytique  définie 
dans  une  portion  du  plan  seulement.  Nous  allons  indiquer  une 
méthode  très  simple  pour  obtenir  des  fonctions  analytiques  admet- 
tant pour  espace  lacunaire  une  région  quelconque  du  plan, moyen- 
nant certaines  hypothèses,  d'un  caractère  très  général,  sur  la 
courbe  qui  limite  cette  région. 

'6Ao.  Lignes  singulières.  Espaces  lacunaires.  —  Nous  démon- 
trerons d'abord  une  proposition  préliminaire  (*). 

Soient  «, ,  «2?  •  •  •  i  ct-m  •  •  •  et  C) ,  Co,  . . . ,  c„,  ...  deux  séries,  à 
termes  quelconques,  dont  la  seconde  est  absolument  convergente 
et  a  tous  ses  termes  différents  de  zéro  ;  soit  C  un  cercle  de  centre  ^o 
ne  contenant  à  son  intérieur  aucun  point  a<  et  passant  par  un 
seul  de  ces  points  :  la  série  . 


(io)  ^("^^^^^ 


(•)  PoiNCARÉ,  Acta  Societalis  Fennicœ^   t.  Xlll,  1881.    —    Goursat,    Bulletin 
des  Sciences  mathématiques^  1'  série,  t.  XI,  p.  109,  et  t.  XVII,  p.  2/(7. 
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représente  dans  le  cercle  G  une  fonction  holoraorphe  qui  peut 
être  développée  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  z  —  ^o- 
Le  cercle  de  convergence  de  cette  série  est  précisément  te 
cercle  G. 

On  peut  évidemitient  supposer  que  ^o  =  o,  car,  si  l'on  change  z 
en  Z(,-\-z\  tty  est  remplacé  par  «v  —  -o?  et  ^v  ne  change  pas.  Nous 
supposerons  aussi  que  l'on  a  |«||  =  R,  en  désignant  par  R  le 
rayon  du  cercle  G,  et  |rt||>R,  pour  /  >•  i.  Dans  le  cercle  G,  le 

terme  général  — - —  peut  être  développé  en  série  entière,  et  cette 

série  admet,  comme  il  est  facile  de  le  voir,  la  fonction  majo- 

ICvl  I  , 

ranle  —^  ;•  D'après  une  proposition  générale  démontrée  plus 


'-R 


haut  (n"  267).  la  série  S|Cy|  élant  convergente,  la  fonction  F(3) 
peut  être  développée  en  série  entière  dans  le  cercle  G,  et  celte  série 
peut  être  obtenue  en  ajoutant  terme  à  terme  les  séries  entières  qui 
représentent  les  différents  termes.  On  a  donc,  dans  ce  cercle  G, 

-f-OB 

(lo)'     F(i)  =Ao-t- A,-s4- A,-sî-H...-l-A„z'«  +  ...,         ^"  =  2  ô^^  ' 

V=:! 

■+■  » 

Ghoisissons  un  nombre  entier/?  tel  que       7      \c.,\  soit  plus   petit 

V  =  />  -f- 1 

que-|c,|,  ce  qui  est  possible  puisque  Ci  n'est  pas  nul  et  que  la 

série  S[cv|  est  convergente.  Le  nombre  p  étant  choisi  de  cette 
façon,  nous  pouvons  écrire  F(5)  =  F,(5)-hF2(5),  en  posant 


F«(-')  =  ^r^'  Fî(^)  = 


Cl 


av  —  z  ay  —  z  ^imk     a\i  —  z 

y—t  v=;>-t-l 

F|(5)  est  une  fonction  rationnelle  qui  n'a  que  des  pôles  extérieurs 
au  cercle  G,  elle  est  donc  développable  en  série  entière  dans  un 
cercle  G'  de  rayon  R'  >  R.  Quant  à  F2(-),  on  a 

(II)  Fj(^)  =  Bo-4-B,c^...-(-B„z''  +  ..., 

où 


B„  = 


aî+i        (a/,^,/'-'        («;,+!  )«^' 
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On  peut  encore  écrire  ce  coefficient 


«1 
c 


a, 


mais  on  a  par  hypothèse    —    <  i ,  et  le  module  de  la  somme 


2  -(i 

est,  d'après  la  façon  dont  on  a  choisi  le  nombre  yo,  inférieur  à 
- 1  Cl  |.  Le  module  du  coefficient  B„  est  donc  compris  entre    p„4-i  I  ^  ' 

et       ^^Jc<  I,  et  le  module  du  terme  général  de  la  série  (i  i)estcom- 

'    z 


pris  entre  —^ 


-3  I"  31  C, 

'    et    ' 


K  ^.K 


H 


;  cette  série  est  donc  divergente  si 

l'on  a  I  2  I  >  R.  En  ajoutant  à  la  série  Fa  (s),  convergente  dans  le 
cercle  de  rayon  R,  une  série  F,(z)  convergente  dans  un  cercle  de 
rayon  R'>  R,  il  est  clair  que  la  somme  F(2)  admet  le  cercle  C  de 
rayon  R  pour  cercle  de  convergence;  ce  qui  démontre  la  proposi- 
tion énoncée. 

Cela  posé,  soit  L  une  courbe,  fermée  ou  non,  admettant  en 
chaque  point  un  rayon  de  courbure  déterminé.  La  série  2|  Cv  |  étant 
absolument  convergente,  supposons  que  les  points  de  la  suite  ûT), 
«2,  . . . ,  «I,  ...  soient  tous  sur  la  courbe  L,  et  y  soient  distribués 
de  telle  sorte  que,  sur  un  arc  fini  de  la  courbe  L,  il  y  ait  toujours 
une  infinité  de  points  de  cette  suite.  La  série 


est  convergente  pour  tout  pointée  n'appartenant  pas  à  la  courbe  L 
et  représente  une  fonction  holomorphe  dans  le  domaine  de  ce 
point;  il  suffirait  de  reprendre  la  première  partie  de  la  démonstra- 
tion précédente,  en  prenant  pour  le  cercle  C  un  cercle  quelconque 
de  centre  z^  et  ne  renfermant  aucun  point  ai.  Si  la  courbe  L  n'est 
pas  fermée  et  ne  présente  pas  de  point  double,  la  série  (12)  repré- 
sente  une    fonction  holomorphe    dans    toute  l'étendue  du  plan^ 
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sauf  pour  les  points  de  la  courbe  L.  jNous  ne  pouvons  en  conclure 
que  celte  courbe  L  est  une  ligne  singulière;  il  faut  encore  être 
assuré  que  le  prolongement  analytique  de  F(5)  n'est  pas  possible 
à  travers  une  portion,  aussi  petite  qu'elle  soit,  de  L.  Il  suffit  de 
vérifier  pour  cela  que  le  cercle  de  convergence  de  la  série  entière 
qui  représente  F  (g)  dans  le  domaine  d'un  point  quelconque  Zo-, 
non  situé  sur  L,  ne  peut  jamais  renfermer  un  arc  de  cette  ligne, 
quelque  petit  qu'il  soit.  Supposons  en  efl'et  que  le  cercle  G  de 
ctrntre  Zn  renferme  un  arc  a^  de  la  ligne  L.  Sur  cet  arc  a^  prenons 
un  point  a/,  et  sur  la  normale  en  «/à  cet  arc  prenons  un  point  ;;' 
assez  voisin  du  point  r/,  pour  que  le  cercle  G,-  décrit  du  point  z' 
comme  centre  avec  |  :;'  —  a/ 1  pour  rayon  soit  tout  entier  à  l'inté- 
rieur de  G  et  n'ait  pas  d'autre  point  commun  avec  l'arc  a^  que  le 
point  a,  lui-même.  D'après  le  théorème  qui  vient  d'être  démontré, 
le  cercle  G/  est  le  cercle  de  convergence  de  la  série  entière  qui 
représente  ¥{z)  dans  le  domaine  du  point  z'.  Mais  ceci  est  en 
contradiction  avec  les  propriétés  générales  des  séries  entières, 
car  ce  cercle  de  convergence  ne  peut  être  plus  petit  que  le  cercle 
de  centre  z'  qui  est  tangent  intérieurement  au  cercle  G. 

Si  la  ligne  L  est  fermée,  la  série  (12)  représente  deux  fonctions 
analytiques  distinctes,  dont  l'une  n'existe  que  dans  l'aire  A  inté- 
rieure à  la  ligne  L  et  pour  laquelle  la  portion  du  plan  extérieure  à 
cette  ligne  est  un  espace  lacunaire;  l'autre  fonction,  au  contraire, 
n'existe  qu'à  l'extérieur  de  la  ligne  L  et  admet  la  région  intérieure 
pour  espace  lacunaire.  On  dit  aussi  que  la  ligne  L  est  une  coupure 
essentielle  pour  chacune  de  ces  fonctions. 

Etant  données  plusieurs  lignes,  fermées  ou  non,  L,,  L25  •••» 
hp,  on  pourra  former  de  cette  façon  des  séries  de  la  forme  (12) 
admettant  ces  lignes  pour  coupures  essentielles;  la  somme  de  ces 
séries  admettra  toutes  ces  lignes  pour  coupures  essentielles. 

316.  Exemples.  —  Soient  AB   un  segment  de  dioile  et  a,  ^  les  affixes 

.     ■   .     ,     ^    m         1                            «i  a  -t-  n  B       , 
des  extrémités  A,  B.  tous  les  points  v  = »  ou  m  et  n  sont  deux 

nombres  entiers  positifs  variant  de  i  à  -r-  x,  sont  situés  sur  le  segment  AB, 
et  sur  une  portion  finie  de  ce  segment  il  y  a  toujours  une  infinité  de  points 
de  cette  espèce,  puisque  le  point  y  divise  le  segment  AB  dans  le  rap- 
port —  Soit  d'autre  part  C„,  „  le  terme  général  d'une  série  à  deii\  indices 
^         n 
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absolument  convergente.  La  série  à  deux  indices 


Y{z)  =  y  — 

^    '      ^  met 


n^ 


représente  une  fonction  analytique  admettant  le  segment  AB  pour  coupure 
essentielle.  On  peut,  en  effet,  transformer  cette  série  en  une  série  à  un  seul 
indice  d'une  infinité  de  manières.  Il  est  clair  qu'en  ajoutant  plusieurs  séries 
de  cette  espèce  on  pourra  former  une  fonction  analytique  admettant  pour 
espace  lacunaire  un  polygone  quelconque. 

Voici  un  autre  exemple  où  la  ligne  L  est  une  circonférence.  Soient  a  un 
nombre  positif  incommensurable,  v  un  nombre  entier  positif.  Posons 

a  =  eî'iïa,         av  =  «^  =  e»''7r/a  ; 

tous  les  points  ct^  sont  distincts  et  situés  sur  le  cercle  G  de  rayon  un  ayant 
pour  centre  l'origine.  De  plus,  nous  savons  qu'on  peut  trouver  deux  nom- 
bres entiers  m  et  n  tels  que  la  différence  'n:(na  —  m)  soit  moindre  en 
valeur  absolue  qu'un  nombre  s,  aussi  petit  qu'on  le  suppose. 

Il  existe  donc  des    puissances  do  a  dont  l'argument  est  aussi  voisin  de 
zéro  qu'on  le  veut  et,  par  suite,  sur  un  arc  fini  de  la  circonférence,  il  y 

aura  toujours  une  infinité  de   points  a^.  Posons  ensuite  Cv  =  — ;   la  série 


■'(^)=2i 


■-5Î 


représente,  d'après  le  théorème  général,  une  fonction  holomorphe  dans  le 
cercle  G,  qui  admet  comme  espace  lacunaire  toute  la  portion  du  plan  exté- 
rieure à  ce  cercle.  En  développant  chaque  terme  suivant  les  puissances 
de  z,  on  trouve  pour  le  développement  de  F(z)  la  série  entière 

(l3)  V  (z)     =^     l    -h     -—^    -h     —^ 7-^----^r^. --^■■^' 


Il  est  facile    de   vérifier   directement   que   la    fonction    représentée  par 
celle  série  entière  ne  peut  pas  être  prolongée  analyliquemenl  au  delà  du 

cercle  G.  Si  nous  lui  ajoutons  en  effet  la  série ,  il  vient 

F{z)-\ ~  =2-t-s( — Hi  )-f-...-f-5«( ! hi)  -h...  =  -2F(az), 

ou 

Y{az)  =  -F{z)-^  -  — î— • 
•i.  ai  —  z 

En  changeant  dans  celte  relation  z  en  as,  puis  en  a^ -^  . . . ,  on  trouve  la 
relation  générale 

(i4)     F(a«z)  =  -LF(5)H -i \ — 1 ^H,...-!-— 1 — — , 
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qui  montre  que  la  différence  7."F(a"z) — F(5)  est  une  fonction  ration- 
nelle v>(z)  admettant  les  n  pôles  du  premier  ordre  i,  -  »  •  •  •  >  :• 

La  formule  (i4)  a  été  établie  en  supposant  que  l'on  a  |^|<t,etl«|=r. 
Si  l'argument  de  a  est  commensurable  avec  r,  la  formule  (14)  montre  que 
F(^)  est  une  fonction  rationnelle  ;  il  suffirait  de  prendre  pour  n  un  nombre 
entier  tel  que  a"  =  i.  Si  l'argument  de  a  est  incommensurable  avec  -,  il 
est  impossible  que  la  fonction  F(-)  soit  holomorphe  sur  un  arc  fini  AB  de 
la  circonférence,  aussi  petit  qu'on  le  suppose.  En  effet,  soient  a-t>  et  a"-P 
deux  points  situés  sur  l'arc  AB(n>^).  Les  nombres  n  et /)  étant  ainsi 
choisis,  imaginons  que  l'on  fasse  tendre  z  vers  a-'',  a^z  tendra  vers  a"  -/", 
et  les  deux  fonctions  F{z)  et  F(a"z)  devraient  tendre  vers  des  limites 
finies.  Or,  la  relation  (i4)  montre  que  ceci  est  impossible,  puisque  la  fonc- 
tion f(z)  admet  le  pôle  a-P. 

Une  méthode  analogue  s'applique,  comme  l'a  démontré  M.  Hadamard, 
à  la  série  considérée  par  Weierstrass 

(li)  F(z)z=lb"z'''', 

où  a  est  un  entier  positif,  et  b  une  constante  de  module  inférieur  à  un. 
Cette  série  est  convergente  pourvu  que  |  -5  |  ne  dépasse  pas  l'unité,  et  diver- 
gente si|z|>i.  Le  cercle  G  de  rayon  un  est  donc  le  cercle  de  conver- 
gence. La  circonférence  est  une  coupure  essentielle  de  la  fonction  F  (-3). 
Supposons  en  effet  que,  sur  un  arc  fini  a!B  de  la  circonférence,  il  n'y  ait 
aucun    |)oint  singulier  de  cette  fonction.  Si   l'on   remplace  dans  F(z}  la 

ikir: 
variable  z  par  ze  '''  ,  A  et  h  étant  deux  entiers  positifs,  et  c  un  diviseur 
de  a,   tous  les  termes  de  la  série  (i5)  ne  changent  pas  à  partir  du  terme 

de  ranf^  à,  et  la  différence  F(c)  —  F  \ze  ''''  /  est  un  polynôme.  La  fonc- 
tion F  (2)  n'aurait  donc  pas  non  plus  de  point  singulier  sur  l'arc  a>t  ^>i  que 

l'on  déduit  de  l'arc  a3  par  une  rotation  d'un  angle  — -"  autour  de  l'origine. 

ITZ 

Prenons  //  assez  grand  pour  que -r^  soit  inférieur  à  l'arc  3t[i;  en  faisant  suc- 
cessivement /:  =  I,  2,  .  . .,  c'',  il  est  clair  que  les  arcs  aj  Pi,  ajtîî,  ...  recou- 
vriraient complètement  la  circonférence.  La  fonction  F  (z)  n'aurait  donc 
aucun  point  singulier  sur  la  circonférence,  ce  qui  est  absurde  (  n"  34!2). 

Cet  exemple  offre  une  particularité  intéressante;  la  série  (i5)  est  abso- 
lument et  uniformément  convergente  le  long  du  cercle  C,  Elle  représente 
donc  sur  ce  cercle  une  fonction  continue  de  l'argument  0(>). 


(')  M.  Fredholm  a  dénionlré  de  même  que  la  somme  de  la  série    7  a"^"',  où  a 

0 
est  une  quantité  positive  inférieure  à    l'unilé,  ne  peut  être  prolongée  au  delà  du 
eercle  de  convergence  (Comptes  rendus,  :>■-]  mars  1890).  Cet  exemple  conduit  à 
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347.  Singularités  des  expressions  analytiques.  —  Toute  expres- 
sion analytique,  telle  cju'une  série  dont  les  différents  termes  sont 
des  fonctions  d'une  variable  z,  ou  une  intégrale  définie  dans 
laquelle  cette  variable  figure  comme  paramètre,  représente,  moyen- 
nant certaines  conditions,  une  fonction  holomorphe  dans  le  voi- 
sinage de  chacune  des  valeurs  de  z  pour  lesquelles  elle  a  un  sens. 
Si  l'ensemble  de  ces  valeurs  de  z  recouvre  complètement  une 
région  connexe  du  plan  A,  l'expression  considérée  représente  une 
fonction  holomorphe  dans  cette  région  A.  Mais  si  l'ensemble  de 
ces  valeurs  de  z  forme  deux  ou  plusieurs  régions  distinctes  sépa- 
rées, il  peut  se  faire  que  l'expression  analytique  considérée  repré- 
sente dans  ces  différentes  régions  des  fonctions  complètement 
distinctes.  Nous  en  avons  déjà  rencontré  un  exemple  au  n°  296. 
Nous  avons  vu,  en  effet,  comment  on  peut  former  une  série  à 
termes  rationnels,  convergente  dans  les  deux  triangles  curvi- 
lignes PQR,  P'Q'R'  {/Ig-  6i),  dont  la  somme  est  égale  à  une 
fonction  holomorphe  /(z)  dans  le  triangle  PQR  et  à  zéro  dans  le 
triangle  P'Q'R'.  En  ajoutant  deux  séries  analogues,  on  obtiendra 
une  série  à  termes  rationnels,  dont  la  somme  sera  égale  à/(^) 
dans  le  triangle  PQR,  et  à  une  autre  fonction  holomorphe  o(-), 
absolument  quelconque,  dans  le  triangle  P'Q'R'.  Ces  deux  fonc- 
tions/*(.:?)  et  v>{z)  étant  arbitraires,  il  est  clair  que  la  somme  de 


une  conséquence  qui  mérite  d'élre  signiilée.  Sur  le  cercle  de  rayon  i,  la  série  est 
convergente  et  la  somme 

F  (  6  )  =  i:  a"  [  cos  (  n-'  6  )  -f- 1  sin  (  n-  6  )  ] 

est  une  fonction  continue  de  l'argument  6,  qui  admet  une  infinité  de  dérivées. 
Cependant  cette  fonction  F{6)  ne  peut  être  développée  par  la  formule  de  'J'aylor 
dans  aucun  intervalle,  aussi  petit  qu'il  soit.  Supposons  en  effet  que,  dans  l'inter- 

valle(6„ — a,  6„-i-a),  on  ait 

F  (6^  =  A„+A,(fJ-e„)  +...+  .\„(9-e„)''  +  .... 

La  série  qui  est  au  second  membre  représente  une  fonction  holomorphe  de  la 
variable  complexe  6  dans  le  cercle  c  de  rayon  a  décrit  du  point  6^  pour  centre.  A 
ce  cercle  c  la  relation  z  =  e"'  fait  correspondre,  dans  le  plan  de  la  variable  z, 
une  aire  fermée  A  renfermant  l'arc  y  du  cercle  de  rayon  i  allant  du  point  d'ar- 
gument 6,  —  a  au  point  d'argument  6„  -i-  a.  Il  existerait  donc  dans  cette  aire  A  une 
fonction  holomorphe  de  z  coïncidant  avec  la  somme  de  la  série  Sa"^"',  le  long 
de  y  ;  ce  qui  est  impossible,  puisqu'on  ne  peut  prolonger  la  somme  de  cette  série 
au  delà  du  cercle. 
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la  série  dans  le  triangle  P'Q'R'  n'aura  en  général  aucun  rapport 
avec  le  prolongement  analytique  de  la  somme  de  cette  série  dans 
le  triangle  PQR. 

Voici  encore  un  exemple  très  simple,   analogue  à  un  exemple 

signalé  par  Schroder  et  par  M.  Tannerj.  L'expression ~,  où  n 

est  un  entier  positif  qui  augmente  indéfiniment,  a  pour  limite  +  i 
si  I  3  I  <;  I ,  et  —  I ,  si  I  :;  I  >  1  ;  si  |  z  |  =  i ,  celte  expression  n'a  pas 
de  limite,  sauf  pour  5  =  1.  Or  la  somme  des  n  premiers  termes 
de  la  série 

S(z)  = 1-  ( -h. .  .-f-  ( )  -H. . . 

i-hz        \i-t-z-        i-hz/  \i -+-;:"        i-t-z"-'/ 

est  égale  à  l'expression  précédente.  Cette  série  est  donc  conver- 
gente pourvu  que  |  z  \  soit  différent  de  l'unité;  elle  représente  +  i 
à  l'intérieur  du  cercle  C  de  rajon  un  qui  a  pour  centre  l'origine, 
et  —  là  l'extérieur  de  ce  cercle.  Cela  posé,  soient/(.3),  es  (z)  deux 
fonctions  analytiques  quelconques,  par  exemple  deux  fonctions 
entières  ;  l'expression 

'!'('')=  ^[/(-')-^-?(-')]-+-^S(5)t/(z)-0(z)] 

est  égale  à  /(z)  à  l'intérieur  de  C,  et  à  ç  (z)  à  l'extérieur  de  C.  La 
circonférence  elle-même  est  pour  celle  expression  une  coupure, 
mais  d'une  nature  bien  différente  des  coupures  essentielles  dont 
nous  venons  de  parler.  La  fonction  qui  est  égale  à  à{z)  à  l'inté- 
rieur de  C  peut  être  prolongée  analytiquement  en  dehors  du 
cercle,  et  de  même  la  fonction  qui  est  égale  à  à(z)  à  l'extérieur 
de  C  peut  être  prolongée  analytiquement  à  l'intérieur. 

Des  singularités  analogues  se  présentent  pour  les  fonctions 
représentées  par  des  intégrales  définies.  L'exemple  le  plus  simple 
est  fourni  par  l'intégrale  de  Cauchy  ;  si /(s)  est  une  fonction 
holomorphe  à  l'intérieur  d'un  contour  fermé  F  et  sur  ce  contour 

lui-même,  l'intégrale; — -.  f  "^      — ^représente  ^"(a?)  si   le  point  x 

est  à  l'intérieur  de  F.  La  même  intégrale  est  nulle  si  le  point  x  est 

à   l'extérieur  du  contour  F,   car  la   fonction  ^^ — ^  est  alors   holo- 

Z X 

morphe  à  l'intérieur  du  contour.  La  ligne  F  est  encore  une  cou- 
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pure  non  essentielle  pour  l'intégrale  définie.  De  même  Tintégrale 

définie    /      cot  (  ^^^ )  dz  admet  comme  coupure  l'axe  réel;  elle 

est  égale  à  H-  2t:/ou  à  —  27zi,  suivant  que  le  pointer  est  au-dessus 
ou  au-dessous  de  cette  coupure  (n"  303). 

3i8.  Formule  de  M.  Hermite.  —  On  peut  rattacher  au  même  ordre 
d'idées  un  résultat  intéressant  dû  à  M.  Hermite  (  ').  Soient  F{t,z),  G{t,z) 
deux  fonctions  holomorphes  des  deux  variables  t  et  z,  par  exemple  deux 
polynômes,  ou  deux  séries  entières  convergentes  pour  toutes" les  valeurs 
de  ces  deux  variables.  L'intégrale  définie 

(.0)  *(..).^'£<-]., 

prisç  suivant  le  segment  de  droite  qui  unit  les  deux  points  a  et  p,  repré- 
sente, ainsi  que  nous  le  démontrerons  plus  loin  (n"  353),  une  fonction 
holomorphe  de  z,  sauf  pour  les  valeurs  de  z  qui  sont  racines  de  l'équation 
G  (t,  z)  =  o,  t  étant  l'affixe  d'un  point  pris  sur  le  segment  a^.  Cette  équa- 
tion détermine  ainsi  un  nombre  fini  ou  infini  de  courbes  pour  lesquelles 
l'intégrale  ^{z)  cesse  d'avoir  un  sens.  Soit  AB  une  de  ces  courbes,  ne  pré- 
sentant pas  de  point  double;  nous  supposerons,  pour  nous  placer  dans  un 
cas  bien  précis,  qiie,  lorsque  /  décrit  le  segment  a^,  une  des  racines  de 
l'équation  G(t,  z)  =  o  décrit  l'arc  AB,  et  que,  toutes  les  autres  racines  de 
la  même  équation,  s'il  en  existe,  restent  en  dehors  d'un  contour  fermé 
convenablement  choisi  entourant  l'arc  AB,  de  telle  façon  que  le  segment  aj3 
et  l'arc  AB  se  correspondent  point  par  point.  L'intégrale  (i6)  n'a  aucun 
sens  lorsque  z  vient  sur  l'arc  AB;  nous  nous  proposons  de  calculer  la  dif- 
férence des  valeurs  de  la  fonction  ^(z)  en  deux  points  N,  N'  infiniment 
voisins  d'un  point  M  de  la  ligne  AB,  pris  de  part  et  d'autre  de  cette  ligne. 
Soient  !^,  Ç -+- e,  ^-\-t'  les  affixes  des  trois  points  M,  N,  N'  respectivement. 
A  ces  trois  points  la  relation  G(t,  •3)  =  o  fait  correspondre  dans  le  plan  de 
la  variable  t  le  point  m  sur  ajî  et  les  deux  points  infiniment  voisins  n,  n' 
pris  de  part  et  d'autre  de  a(3;  soient  6,  6-4-1(1,6-1-71'  les  valeurs  correspon- 
dantes de  t.  Prenons  dans  le  voisinage  du  segment  ap  un  point  y  assez 
^approché    pour    qu'à    l'intérieur    du    triangle   aJSy    (/iff.   80)    l'équation 

G(^,  ^-t-î)  =  o  n'ait  pas  d'autre  racine  que  <  =  6  -1-  Tj.  La  fonction  „     '  ' 

de  la  variable  t  n'a  donc  qu'un  seul  pôle  6  -f-  vi  à  l'intérieur  du  triangle  ajSy, 
et,  d'après  les  hypothèses  qui  ont  été  faites,  ce  pôle  est  un  pôle  simple. 


(')  Mermite,  Sur  quelques  points   de  la  théorie   des  fonctions  {Journal  de 
C relie,  t.  91  ). 
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En  appliquant  le  théorème  de  Cauchy,  on  a  donc  la  relation 


253 


('/) 


e) 


dt 


.    F^e-+- r,.r-+-E) 

dt  =  11-  T^y-j; '- r  • 

t)  Gi(0-+-T„!;-^-e) 


Les  deux  intégrales  /      >   /       sont  de  la  même  forme  que  4>(.3):  elles 

J^  Jy 

représentent  respectivement  deux  fonctions  4>i(z),  ^î(z)  qui  sont  holo- 
morphes  tant  que  la  variable  n'est  pas  située  surcerlaines  coupures.  Soienl 
AC  et  BG  les  coupures  qui  correspondent  aux  deux  segments  ay  et  p-;  du 
plan    des  /,  et  qui   sont  infiniment  voisines  de  la  coupure  .\B  de  ^(z). 


Donnons  maintenant  à  5  la  valeur  ^-hz';  la  valeur  correspondante  de  t 

I   f      ■     F{/, ::-<-£')  , 

est  O-Hï)  ,  représentée  par  le  point  «  ,  et  la  fonction de  t  est 

holomorphe  à  l'intérieur  du  triangle  «Py*  Nous  avons  donc  la  relation 

r^F(^^  +  £')_,  r^FC/,  ^-he')   ,  /•*F(^^  +  e'), 

(■8)  l  étt^/'^J^  GiTTcTô'"-!  G(7:TTn'"  =  °^ 

en  retranchant  membre  à  membre  les  deux  formules  (17)  et  (18)  on  peut 
écrire  la  relation  obtenue 

*(^ -+-£)- *(C -f- £')  + [*.(^  +  O  -  *i( C-+- £')] 

Mais  les  deux  fonctions  *i  (z),  <I»2  (^)i  n'admettant  pas  la  ligne  AB  comme 
coupure,  sont  holomorphes  dans  le  voisinage  du  point  -s  =  !^,  et,  en  faisant 
tendre  e  et  s'  vers  zéro,  on  obtient  à  la  limite  la  différence  des  valeurs  de 
«!>(;:)  en  deux  points  infiniment  rapprochés  de  part  et  d'autre  de  AB.  Nous- 
écrirons  le  résultat  sous  forme  abrégée 


(«9) 


*(N)-*(N')  =  ..-.^||^; 

de 
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c'est  la  formule  de  M.  Hermite.  On  voit  qu'elle  se  rattache  très  simplement 
au  théorème  de  Gauchy(i).  La  démonstration  indique  bien  comment  on 
doit  prendre  les  deux  points  N  et  N'  ;  le  point  N  (Ç  -+-  e)  doit  être  tel  qu'un 
observateur  décrivant  le  segment  a[3  laisse  à  sa  gauche  le  point  0  +  t)  cor- 
respondant. 

Il  pst  à  remarquer  que  la  ligne  AB  n'est  pas  une  coupure  essentielle  pour 
la  fonction  ^(z).  Dans  le  voisinage  du  point  N',  on  peut  rem|)liicer,  d'a|)rès 
la  formule  (i8),  ^  (z)  par  —  [<ï>i  (^)  4-*2(3)]  ;  or,  la  somme  «ï>i  (3)  +  <ï>j  (z) 
est  une  fonction  holomorphe  dans  le  triangle  curviligne  AGB  et  sur  la  ligne 
AB  elle-même,  ainsi  que  dans  le  voisinnge  de  N'.  On  peut  donc  faire  ira- 
verser  à  la  variable  z  la  ligne  AB  en  un  point  quelconque  M  de  cette 
ligne,  différent  des  extrémités  A  et  B,  sans  rencontrer  aucun  obstacle  au 
prolongement  analytique.  Il  en  serait  évidemment  de  même  si  l'on  faisait 
franchir  à  la  variable  z  la  ligne  AB  dans  le  sens  opposé. 

Exemple.  —  Considérons  l'intégrale 


(20) 


.(.)=r^4 


^/(t)  dt 


l'intégrale  étant  prise  suivant  un  segment  AB  de  l'axe  réel,  elj'{t)  dési- 
gnant une  fonction  holomorphe  le  long  de  ce  segment  AB.  Représentons^ 
sur  le  même  plan  que  t.  La  fonction  <ï>(z)  est  une  fonction  holomorphe 
de  2  dans  le  voisinage  de  tout  point  non  situé  sur  le  segment  AB  lui-même 
qui  est  une  coupure  pour  l'intégrale.  La  différence  <Ï>(1\)  —  <ï'(N')  est  ici 
égale  à  =t  2  7rt\/"(Ç),  ^  étant  un  point  du  segment  AB.  Lorsque  la  variable;; 
franchit  la  ligne  AB,  le  prolongement  analytique  de  ^{z)  est  représenté 
par  *(3)  ±'irùf(z). 

Cet  exemple  donne  lieu  à  une  remarque  importante.  La  fonction  ^(z) 
est  encore  une  fonction  holomorphe  de  z,  sans  quey'(^)  soit  une  fonction 
analytique  de  t,  pourvu  qu'elle  soit  continue  entre  a  et  [B  (n"  291).  Mais, 
dans  ce  cas,  les  raisonnements  précédents  ne  s'appliquent  plus,  et  le  seg- 
ment AB  est  en  général  une  coupure  essentielle  pour  la  fonction  ^{z). 


EXERCICES. 

1.  Trouver  les  lignes  de  discontinuité  des  intégrales  définies 

dt 


^-(--)=/'t^.      *(»>=/ 


t  -i-  IZ 


prises  suivant  la  ligne  droite  qui  joint  les  points  (o,  i),  ou  (a,  b);  pré- 
ciser la  valeur  de  ces  intégrales,  pour  un  point  z  non  situé  sur  les  cou- 
pures. 

(')  GoLUSAT,  Sur  un  théorème  de  M.  //ermite  {Acta  mathematica.,  t.  1). 


EXERCICES.  -155 

2.  On   considère   quatre    cercles    de    rayons —=.,  avant  pour  centres   les 

sn- 

points  -Hi,  -H  f ,  — I,  — i.  L'espace  situé  à  Vextèrieur  de  ces  quatre 
cercles  se  compose  d'une  aire  finie  Ai  renfermant  l'origine  et  d'une 
aire  indéfinie  A». Former,  parla  méthode  du  n"  296,  une  série  de  fonctions 
rationnelles  qui  converge  dans  ces  aires,  et  dont  la  somme  soit  égale  à  i 
dans  A,  et  à  o  dans  A*.  Vérifier  le  résultat  en  faisant  la  somme  de  la  série 
obtenue. 

3.  Traiter  les  mêmes  questions  en  considérant  les  deux  aires  inté- 
rieures au  cercle  de  rayon  i  ayant  pour  centre  l'origine,  et  extérieures 
aux  deux  cercles  de  rayon  i  ayant  pour  centres  les  points  -i-  i  et  —  i  res- 
pectivement, f  ApfELL,  Acta  matheniatica^  t.  I.] 

4.  L'intégrale  définie 

^(z)=  -dt, 

J^  I  —  -i/COSG^^* 

prise  le  long  de  l'axe  réel,  admet  comme  coupures  les  droites  t  =  {ik  -\-  i)r, 
k  étant  entier.  Soit  Ç  =  (aA'  -i-  i)Tr  -r-  t  ï  un  point  de  l'une  de  ces  coupures. 
La  différence  des  valeurs  de  l'intégrale  en  deux  points  infiniment  voisins 
de  celui-là,  de  part  et  d'autre  de  la  coupure,  est  égale  à  t:  (e"5-(- «-«5). 

[Hermite,  Journal  de  C relie,  t.  91.] 
o.  Les  intégrales  définies,  prises  le  long  de  l'axe  réel, 


de, 


admettent  comme  coupure  l'axe  réel  dans  le  plan  de  la  variable  z.  Au- 
dessus  de  cet  axe,  on  a  i=iiT.,  Jq  =  o,  et  au-dessous  on  a  J  =  o, 
Jo  =  —  ?.«Tc.  Déduire  de  ces  formules  les  valeurs  des  intégrales  définies 

r^'    ^''     ^  r^'cosit-z)   , 

r'izîLdt,  r'!i^i^±^dt. 

[Hermite,  Journal  de  Crelle,  t.  91.] 
6.  Etablir,  au  moyen  des  coupures,  la  formule  (Cbap.  XIV,  Ex.  15) 

gat 


L 


dt  = 


I  H-  e'  sinar: 

[Hermite,  Journal  de  Crelle,  t.  91.] 
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jj^^  dt^  qui  admet  comme 

coupures  toutes  les  droites  j' =  (aA- H- 1)7:,  et  qui  reste  constante  dans  la 
bande  comprise  entre  deux  coupures  consécutives.  Puis  on  établit  les  rela- 
tions, z  et  « -t- 'itTr  étant  deux  points  séparés  par  la  coupure  jk  =  t^, 

7*.  Soil/(5)  une  fonction  analytique  holomorphe  dans  le  domaine  de 
l'origine,  /(z;  =  ^a„a";  désignons  par  F(z)  =  ^  — ^  5"  la  fonction 
entière  associée.  On  vérifie  facilement  qu'on  a 

(i)  F(as)  =  -^    f  li!Ûe~  du, 

l'intégrale  étant  prise  le  long  d'un  contour  G,  comprenant  l'origine,  à  l'in- 
térieur duquel  f  (z)  est  holomorphe;  on  déduit  de  là,  en  désignant  par  / 
un  nombre  réel  et  positif, 

(1)  Ç  e"F(a3)«/rt^  — .    f-^^du  f  e"^~'~^)  da. 

Si  la    partie  réelle  de  —   reste   inférieure   à  i  —  î  (où    e>o)  lorsque    u 
^  u 

ni   ,  /  -■  _  1  \ 
décrit     le     contour     C,     lintégrale    j     e   ^"        da    tend     uniformément 

*  0 

vers —  lorsque  /  augmente  indéfiniment  et  la  formule  (2)  devient  à  la 

II.  —  ;: 

limite 

Celte  formule  est  applicable  à  tous  les  points  intérieurs  à  la  podaire 
négative  de  G.  (  Voir  Borel,  Leçons  sur  les  séries  divergentes.) 

8*.  Soient  f{z)  =  I.a„z'\  f  (-)  =  ^b,iZ'^  deux  séries  entières  dont  les 
rayons  de  convergenceà  sont  /•  et  p  respectivement.  La  série 

<\){Z)  =I.anbnZ"- 

a  un  rayon  de  convergence  au  moins  égal  à  /-p,  et  la  fonction  ^(z)  n'a 
d'autres  points  singuliers  que  ceux  qu'on  obtient  en  multipliant  les 
affixes  des  différents  points  singuliers  de/(^)  par  les  affixes  des  différenls 
points  singuliers  de  o{z).  (Voir  IIadamard,  Acta  niathematica,  t.  XXIII, 
p.  55.) 


CHAPITRE  XVII. 

FONCTIONS  ANALYTIQUES  DE  PLUSIEURS  VARIABLES. 


I.  —  Pr\OPRIETES  GENERALES. 

Nous  allons  nous  occuper  dans  ce  Chapitre  des  fonctions  ana- 
lytiques de  plusieurs  variables  complexes  indépendantes.  Pour 
simplifier  le  lan<;age  et  les  formules,  nous  supposerons  qu'il  y  a 
deux  variables  seulement;  mais  il  n'y  a  aucune  difficulté  à  étendre 
les  propriétés  générales  aux  fondions  d'un  nombre  quelconque 
de  variables. 

349.  Définitions.  —  Soient  ^  =  m  +  tV,  z'  ^=.w-\-it  deux  va- 
riables complexes  indépendantes;  toute  autre  quantité  complexe  Z 
dont  la  valeur  dépend  des  valeurs  de  z  et  de  ^'  peut  être  dite/onc- 
tion  des  deux  variables  z  et  :;'.  Représentons  les  valeurs  des  deux 
variables  z  et  z'  par  les  deux  points  de  coordonnées  (m,  v)  et 
(tv,  t)  dans  deux  systèmes  d'axes  rectangulaires,  situés  dans  deux 
plans  P,  P',  et  soient  A,  A'  deux  portions  quelconques  de  ces  deux 
plans.  Nous  dirons  qu'une  fonction  Z=/(;,  z')  est  holomorphe 
dans  les  aires  A,  A',  lorsque,  à  tout  système  de  deux  points  5,  z\ 
pris  respectivement  dans  les  aires  A,  A',  correspond  une  valeur 
bien  déterminée  de  f{z^  5'),  variant  d'une  manière  continue 
avec  z  et  s',  et  lorsque  chacun  des  rapports 

f{z-^h,z')  -fiz,z')        f{z,z'^k)—f{z,z') 
h  '  k 

tend  vers  une  limite  déterminée  quand,  z  et  5'  restant  fixes,  les 
modules  de  h  et  de  k  tendent  vers  zéro.  Ces  limites  sont  les  déri- 
vées partielles  de  la  fonction  /(5,  z')  et  on  les  représente  par  la 
même  notation  que  dans  le  cas  des  variables  réelles. 

Séparons  dans  /(s,  z')  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  1. 
G.,  IL  ,, 
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/(5,  z' )  =  X. -i- ÏY  ;  X  et  Y  sont  des  fonctions  réelles  des  quatre 
variables  indépendantes  réelles  a,  c,  (v,  t,  vérifiant  les  quatre 
relations 


dX 

dY 

dX           dY 

dX        dY 

dX            dY 

-    — 

—     1           . 

_^_     277    ^^^  . 

1              -~~    _.^ 

—  —    ^_    ^-^ 

du 

dv 

dç             du 

(^(v        df 

d^            (J(p 

dont  la  signification  est  évidente  (').  On  peut  éliminer  Y  de  six 
manières  différentes,  en  passant  aux  dérivées  du  second  ordre  ; 
mais  les  six  relations  obtenues  se  réduisent  à  quatre  équations' 
seulement 

diX  d^X  d^X         à^X 

(1) 


dudt 

dv  d(v         '' 

du  dw 

àv  dt 

d^X 
du^ 

diX 

-h       -T =   O, 

dv'            ' 

d^X 
dw* 

d^X 
-^    dt^ 

La  multiplicité  de  ces  relations  explique  aisément  pourquoi  l'on 
s'en  est  peu  servi  jusqu'ici  pour  l'étude  des  fonctions  analytiques 
de  deux  variables. 

3oO.  Cercles  de  convergence  associés.  —  Les  propriétés  des 
séries  entières  à  deux  variables  réelles  (I,  n"^  190-192)  s'étendent 
aisément  au  cas  où  les  coefficients  et  les  variables  ont  des  valeurs 
complexes.  Soit 

(2)  F(2,  s')  =2)«//i«'5'"'3'" 

une  série  double  à  coefficients  quelconques.  Soit 

nous  avons  vu  (I,  n°  190)  qu'il  existe  en  général  une  infinité  de 
systèmes  de  deux  nombres  positifs  R,  R',  tels  que  la  série  des 
modules 

(3)  yA,„„Z"'Z'« 


(')  Si  ;:  et  ^'  sont  des  fonctions  analytiques  d'une  autre  variable  x,  ces  reli!- 
tions  permettent  aisément  d'élablir  que  la  dérivée  de  /(s,  z')  par  rappoit  à  x 
s'obtient  par  la  règle  habituelle  qui  donne  la  dérivée  d'une  fonction  con)poséf. 
Les  formules  du  calcul  différentiel,  en  particulier  les  formules  du  changement 
de  variables,  s'étendent  donc  aux  fonctions  analytiques  de  variables  complexes. 
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soit  convergente  si  l'on  a  à  la  fois  Z  <;  R,  7J  <C.  R',  et  divergente  si 
l'on  a  Z  >  R  et  Z'  >  R'.  Soit  G  le  cercle  décrit  dans  le  plan  de  la 
variable  &  de  l'origine  comme  centre  avec  le  rayon  R;  soit  de  même 
C  le  cercle  décrit  dans  le  plan  de  la  variable  z'  du  point  5' =  o 
comme  centre  avec  le  rayon  R'  {Jig.  81).  La  série  double  (i)  est 


Fig.  81. 


absolument  convergente  lorsque  les  variables  s  et  z'  sont  respecti- 
vement à  l'intérieur  des  deux  cercles  C,  G',  et  divergente  lorsque 
ces  variables  sont  respectivement  à  l'extérieur  de  ces  deux  cercles 
(I,  n"  191).  On  dit  que  les  cercles  G,  G'  forment  un  système  de 
cercles  de  convergence  associés.  Get  ensemble  de  deux  cercles 
joue  le  même  rôle  que  le  cercle  de  convergence  pour  une  série 
enlière  à  une  variable  ;  mais,  au  lieu  d'un  cercle  unique,  il  y 
a  une  infinité  de  systèmes  de  cercles  associés  pour  une  série  entière 

à  deux  variables.  Par  exemple,  la  série  ^ p — j-z'"z'"  est  abso- 
lument convergente,  pourvu  qu'on  ait  |  ^  |  +  |  5'  |  <[  i  et  dans  ce  cas 
seulement.  Tout  système  de  cercles  G,  G',  dont  les  rayons  R,  R' 
vérifient  la  relation  R4-R'=i,  est  un  système  de  cercles  de 
convergence  associés.  Il  peut  arriver  qu'on  puisse  se  borner  à 
considérer  un  seul  système  de  cercles  associés;  c'est  ce  qui  a  lieu 
pour  la  série  ^  5"*^'",  qui  n'est  convergente  que  si  l'on  a,  à  la 
fois,   |.-l<i,   |5'|<I. 

Soit  G|  un  cercle  de  rayon  R|  «<R  concentrique  à  G;  soit  de 
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même  G',  un  cercle  de  rayon  R',  <<  R'  concentrique  à  G'  ;  lorsque 
les  variables  z  et  z'  restent  comprises  respectivement  à  l'intérieur 
des  cercles  G,  et  G,,  la  série  (2)  est  uniformément  convergente 
(voir  n"  191)  et  la  somme  est  par  conséquent  une  fonction  con- 
tinue F(^,  z')  des  deux  variables  z,  z',  à  l'intérieur  des  deux 
cercles  G  et  G'. 

En  différentiant  terme  à  terme  la  série  (2),  par  rapport  à  la  va- 
riable z  par  exemple,  la  nouvelle  série  obtenue  ^  ma„iu  z"^~*  z'" 
est  encore  absolument  convergente  lorsque  z  et  ;;'  restent  respec- 
tivement dans  les  deux  cercles  G  et  G',  et  a  pour  somme  la  dérivée 

-7— de  F(s,  z')  par  rapport  à  5.  La  démonstration  est  tout  à  fait 

pareille  à  celle  qui  a  été  donnée  pour  les  variables  réelles  (I,  n°  191). 

De  même  F(z,  z')  admet  une  dérivée  partielle  777  par  rapport  à  z', 

qui  est  représentée  |)ar  la  série  double  obtenue  en  difl'érentiant 
terme  à  terme  la  série  (2)  par  rapport  à  z'.  La  fonction  F  (^,  ^')  est 
donc  une  fonction  analytique  des  deux  variables  z,  z',  dans  le 
domaine  précédent.  Il  en  est  évidemment  de  même  des  deux  déri- 

dF      ÔF  •        T-/  /N  A  i-n- 

vees  — >  -j-7)  et  par  suite  r  {z,z)  peut  être  ditlerentiee  terme  a 

terme  un  nombre  quelconque  de  fois;  toutes  ses  dérivées  partielles 
sont  aussi  des  fonctions  analytiques. 

Prenons  à  l'intérieur  de  G  un  point  quelconque  z  de  module  /•,  et 
de  ce  point  comme  centre  décrivons  un  cercle  c  de  rayon  R  —  /■ 
tangent  intérieurement  au  cercle  G.  Soient  de  même  z'  un  point 
quelconque  de  module  /'  <<  R',  et  c'  le  cercle  décrit  du  point  z' 
comme  centre  avec  R'  —  r'  pour  rayon.  Soient  enfin  z  -{-  helz'  -\-  k 
deux  points  quelconques  pris  respectivement  dans  les  cercles  c  et  c', 
de  telle  sorte  que  l'on  ait 

|'^|-+-|A1<R,         |;j'l  +  |A|<R'. 

Si  l'on  remplace  z  et  z'  par  z  -\-  h  eX,  z'  -\~  k  dans  la  série  (2),  on 
peut  développer  chaque  terme  en  une  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  de  h  et  de  A",  et  la  série  multiple  ainsi  obtenue  est 
absolument  convergente.  En  ordonnant  cette  série  suivant  les 
puissances  de  h  et  de  k,  nous  obtenons  la  formule  de  Taylor 

()in-hn  p 


Oz'"-  àz'"^ 


2  0Z'"-  ()Z  " 

i.'2.  ..m. 1.2.  .  .n 


]i"'k'K 
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351.  Intégrales  doubles.  —  Quand  on  se  propose  d'étendre 
aux  fonctions  de  plusieurs  variables  complexes  les  théorèmes 
généraux  que  Cauchy  a  déduits  de  la  considération  des  intégrales 
définies  prises  entre  des  limites  imaginaires,  on  rencontre  des 
difficultés,  qui  ont  été  complètement  élucidées  par  M.  Poincaré  (  '  ). 
Nous  n'étudierons  ici  qu'un  cas  particulier  bien  simple  qui  nous 
suffira  pour  la  suite.  Soit  /(-,  ^')  une  fonction  holomorphe 
lorsque  les  variables  z,  z'  restent  comprises  respectivement  dans 
les  deux  régions  A,  A'  {fig-  82).    Considérons   une  courbe    ab 


située  dans  A  et  une  courbe  a' b'  dans  A',  et  divisons  chacune  de 
ces  courbes  en  arcs  plus  petits  par  des  points  de  division  en 
nombre  quelconque;  appelons  :;„,  ;;,,  Zn,  ...,  Z/i-.\,  -a,  •••,  Z  les 
points  de  division  de  ab,  Zo  et  Z  coïncidant  avec  a  et  6,  et  z'^,  z[, 
^j,  ...,  -/,_,,  -3/.,  ...,  5',„_,,  Z'  les  points  de  division  de  a' b\  z'^  et 
Z'  coïncidant  avec  a'  et  b'.  La  somme  à  deux  indices 


(5) 


S  =2]    2/(^A-l,«Â-i)('SA— -/.-l)(2/,— -SÂ-l) 


A  =  l   /i  =  t 


tend  vers  une  limite  lorsque  les  deux  nombres  m  et  n  augmentent 
indéfiniment  de  façon  que  tous  les  modules  |^a  —  Zf,-i  \gI\z',,  —  z'^_t  | 
tendent  vers  zéro,  Soit/(;,  ^')  =  X  +  i\,  X  et  Y  étant  des 
fonctions  réelles  des  quatre  variables  w,  v,  w,  t  ;  posons  encore 
zif  =  uii  -\-  iç/s,  ^/,  =  ^Vh  +  ii/i-  Le  terme  général  de  la  somme  S  peut 


(')  PoiNCAuÉ,  Sur  les  résidus  des   intégrales   doubles  (Ac ta  mathematica^ 
t.  IX). 
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s'écrii'e 

[  X (  M/,_, ,  v/,-1  ;  (-^/;_  1 ,  ^/,_i  )  -i-  î  Y  (  i</,_  1 ,  i»/,-!  ;  w/,_i ,  i/,-i  )] 
X  [  llA  —  UA-i  -+-  t(  C/,—  ('/,_i  )J  [  tï^/i  —  iï7,_i  -h  {■(  Oi  —  t/,-i  )], 

el,  si  l'on  effectue  les  produits  indiqués,  on  a  huit  produits  par- 
tiels. Démontrons  par  exemple  que  la  somme  des  produits  partiels 

n         tn 

(6)  2   ^X(«/,_i,  p/,_,  ;  w/t-i,  t/,-i){u,,—  Uk-i)  (w/i—  w/t-i) 

A-=l    /i  =  \ 

tend  vers  une  limite.  IS'ous  supposerons,  comme  c'est  le  cas  dans 
la  figure,  que  la  courbe  a^  n'est  rencontrée  qu'en  un  point  par 
une  parallèle  à  l'axe  Ov,  el  de  môme  qu'une  parallèle  à  l'axe  O^ 
ne  rencontre  qu'en  un  point  au  plus  la  courbe  a'b'.  Soient 
çz=o(^u),  t:=<l(iv)  les  équations  de  ces  deux  courbes,  Uq  et  U 
les  limites  entre  lesquelles  varie  «,  (Vq  et  W  les  limites  entre 
lesquelles  varie  w.  Si  l'on  remplace  dans  X  les  variables  i>  el  t 
par  o(w)  et  à  (w)  respectivement,  elle  devient  une  fonction  con- 
tinue P(m,  w)  des  variables  u  et  iv  et  la  somme  (6)  peut  encore 
s'écrire 

n         tn 

Lorsque  ni   et  /i  croissent  indéfiniment,    celte  somme  a  pour 

limite  l'intégrale  double  /    /  l*  (if,  «t)  du  dw  étendue  au  rectangle 

limité  par  les  droites  u  =  Kq,  u  =  U,  çv  =  «'o,  (V'  =  .W. 
Celte  intégrale  double  a  aussi  pour  expression 

/      du   j       P {u,  w)  div, 

OU  encore,  en  introduisant  les  intégrales  curvilignes, 

(7)  /      'ta  I        X{u,v\  w,t)dw. 

Dans  celte  dernière  expression,  on  suppose  que  u  et  v  sont  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  de  l'arc  ab,  et  «',  t  les  coor- 
données  d'un  point   quelconque  de  l'arc    a'b'.   Le  point  (m,   v) 
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étant  supposé  fixe,  on  fait  décrire  au  point  («•,  t)  l'arc  a'b'  et  l'on 
prend  l'intégrale  curviligne  /  Xc?(T"  le  long  de  a'b'.  Le  résultat 
est  une  fonction  de  u,  ç;  soit  R(f<,  t'),  et  l'on  calcule  ensuite  l'in- 
tégrale curviligne  /  R(«,  v)  du  le  long  de  l'arc  ab. 

La  dernière  expression  obtenue  (7)  pour  la  limite  de  la 
somme  (6)  s'applique  quels  que  soient  les  chemins  ab  et  a'b' . 
Il  suffit,  comme  on  l'a  déjà  fait  plusieurs  fois,  de  décomposer 
chacune  des  courbes  ab  et  a'b'  en  arcs  assez  petits  pour  satis- 
faire aux  conditions  requises,  d'associer  de  toutes  les  manières 
possibles  une  portion  de  ab  à  une  portion  de  a!b' ^  puis  d'ajouter 
les  résultats.  En  opérant  de  la  même  façon  avec  toutes  les  sommes 
de  produits  partiels  analogues  à  la  somme  (6),  on  voit  que  S  a 
pour  limite  la  somme  de  huit  intégrales  doubles  analogues  à  l'in- 
tégrale (7).  Représentons  cette  limite  par  /  1  F(z,  z')dz  ds', 
nous  avons  l'égalité 

C  f?{z,z')dzdz'=         f  du  f  \dw—    Ç     dv  f  Xdt 

—    f  du  f  \  dt  —    f     dv  f  Ydw 

-+-  i  f  du  f  Y  dw  —  ifdvC  Y  dt 

-+-i  f  du  I  X  dt  -hi  I      dv  j  X  dw^ 

^lab)         ^{a'b')  '^(ab)        ^[ab') 

que  l'on  peut  écrire  d'une  façon  abrégée 

I     fF(z,z')dzdz'=  r    (du-^idv)f      {X -^  i\)(dw -h  i  dt) 

^     «^  *^inbi  '-{,1'b) 


(8) 


ou  encore 

(9) 


C  j   ¥{z,z')dzdz  =  f     dz  f       F(z,z')dz'. 


La  formule  (9)  est  tout  à  fait  semblable  à  celle  qui  permet  de 
calculer  une  intégrale  double  ordinaire,  étendue  à  la  surface  d'un 
rectangle,  au  moyen  de  deux  quadratures  successives  (I,  n°  120). 

On  calcule  d'abord  l'intégrale /F' (2,  z')dz'  le  long  de  l'arc  a'b'^ 
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en  y  supposant  z  constant;  le  résultat  est  une  fonction  ^{z)  de  v, 
que  l'on  inlègi'e  ensuite  le  long  de  l'arc  ab.  Comme  les  deux  che- 
mins ah  et  a'b'  jouent  un  rôle  analogue,  il  est  clair  que  Ton  peut 
intervertir  l'ordre  des  intégrations. 

Soit  M  un  nombre  positif  supérieur  au  module  de  F  (5,  z') 
lorsque  z  et  z'  décrivent  les  arcs  ab  et  a'b';  si  L  et  L'  désignent 
les  longueurs  respectives  de  ces  arcs,  le  module  de  l'intégrale 
double  est  inférieur  à  MLL'  (n"  283).  Lorsqu'un  des  chemins,  a'b' 

par  exemple,  forme  une  courbe  fermée,  l'intégrale  /       F(;s,  z')  dz' 

^(  a'  b') 

sera  nulle  si  la  fonction  F  (5,  z')  est  holomorphe  pour  les  valeurs 
de  z'  à  l'intérieur  de  cette  courbe  et  les  valeurs  de  z  situées  sur  «/^. 
11  en  sera  donc  de  même  de  l'intégrale  double. 

352.  Extension  des  théorèmes  de  Cauchy.  —  Soient  C,  C  deux 
courbes  fermées  sans  point  double,  situées  respectivement  dans 
les  plans  des  variables  z  et  z',  F(z,  z')  une  fonction  holomorphe 
lorsque  ;;  et  z'  restent  dans  les  aires  limitées  par  ces  deux  courbes 
et  sur  ces  courbes  elles-mêmes.   Considérons  l'intégrale   double 


où  a;  est  un  point  intérieur  au  contour  G  et  x'  un  point  intérieur 
au  contour  C,  et  supposons  ces  deux  contours  décrits  dans  le  sens 


direct.  L'intégrale 


OÙ  z  désigne  un  point  fixe  du  contour  Ç,  est  égale  à  27zi 
On  a  donc 

1  =  2  TT  t     /        dz 

et,  en  appliquant  encore  une  fois  le  théorème  de  Cauchy, 
ce  qui  nous  conduit  à  la  formule 


(10)  Y(x,x')  =  --^   f  dz  f    ,    ^'^^-') 


F('^,  z')  dz' 
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tout  à  fait  pareille  à  la  formule  fondamentale  de  Cauchj,  et  d'où 
l'on  peut  tirer  des  conséquences  analogues.  On  en  déduit  l'exis- 
tence  des   dérivées  partielles   de  tous   les  ordres  de  la  fonction 

F (5,  3')  dans  les  aires  considérées,  la  dérivée  ^^^  ,  ,^,  ayant  pour 
expression 

^m+n  F      _  l.2.../rt.I.2...n     /'      ,,     /*  F  (-5,  z' )  dz' 

^'^^    dx"^  dx'»-  ~  '\^^  ^(./  "  J^ç,^{z-x)"^-^^{z'—x')>^^^' 

Pour  obtenir  la  formule  de  Taylor,  supposons  que  les  con- 
tours C  et  C  soient  des  circonférences  ;  soient  a  le  centre  de  C 
et  R  son  rayon,  b  le  centre  de  C  et  R'  le  rayon.  Les  points  x  et  x^ 
étant  pris  respectivement  à  l'intérieur  de  ces  circonférences,  on  a 
\x  —  a  I  ^  /•  <;  R,  et  I  a?'  —  6  I  =  /•'  <  R',  et  la  fraction  rationnelle 


{z  —  x)(z'  —  x' )        \z  —  a  —  (x  —  rtjjl^' — b  —  {x' — b)\ 
peut  être  développée  suivant  les  puissances  de  .r  —  «  et  de  x'  —  6, 

+  00  -+-90 

I  _  ■^    ^      {x  —  a^'^ix' — 6)" 

{z  —  x){z'—x')~Zd    ^  (z  —  a)'"-^-»  {z'—  6)"+'* 

/H  =  0    n  =  0 

la    série    du    second    membre   étant   uniformément   convergente 
lorsque  z  et  z'  décrivent  respectivement  les  cercles  C  et  C,  car 

le  module  du  terme  général  est  ■^^,  (  r-\     (  ir,  )    •  On  peut  donc 

remplacer  ; r-    l>ar  la   série  précédente  dans    la    for- 

'  (z  —  -'P ){z  — X  )    ^  r- 

mule  (lo)et  intégrer  terme  à  terme,  ce  qui  donne 


m  =  0    71  =  0 


(C)        ^(C 


en  tenant  compte  des  formules  obtenues  en  remplaçant  x  et  x' 
par  a  ^^  b  dans  les  relations  (lo)  et  (i  i),  on  retrouve  la  formule 
de  Taylor 

-1-00        -H  00 

(12)       F{x,x')—F{a,b)-^y      >- —-^ ^--i , 

7n  =  0    n  =  0 

la  combinaison  m  =  n  =  o  étant  exclue  de  la  sommation. 
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Remarque.  —  Le  coefficient  amu  de  {x  —  a)"'^{x' — 6)"  dans 
la  série  précédente  est  égal  à  l'intégrale  double 

si  M  est  une  limite  supérieure  de  [  F(^,  z')\  le  long  des  cercles  G 
et  C,  on  a,  d'après  une  remarque  générale, 

O'inn    <  -; — z  TT Trr, r  2  t:  U .  2  7:  K  : 


La  fonction 

M 


X  —  a\  I         x'  —  b 


est  donc  une  fonction  majorante  pour  F(a:,  ^■')(I,   n"  192). 

353.  Fonctions  représentées  par  des  intégrales  définies.  —  Pour 
étudier  certaines  fonctions,  on  cherche  souvent  à  les  exprimer  par 
des  intégrales  définies,  où  la  variable  indépendante  figure  comme 
paramètre  sous  le  signe  intégral.  Nous  avons  déjà  donné  des  condi- 
tions suffisantes  pour  qu'on  puisse  appliquer  la  formule  habituelle 
de  différentiation  lorsque  les  variables  sont  réelles  (1,  n"*  98,  100). 

Nous  allons  reprendre  la  question  pour  les  variables  complexes. 
Soit  F  (s,  z')  une  fonction  holomorphe  des  deux  variables  z  et  2', 
lorsque  ces  variables  restent  comprises  respectivement  dans  deux 
régions  A  et  A/.  Prenons  dans  la  région  A  un  chemin  déterminé  L 
de  longueur  finie,  et  considérons  l'intégrale  définie 

(i3)  ^{x)=  f    V(z,x)dz, 

OÙ  X  est  un  point  quelconque  de  la  région  A'.  Pour  démontrer  que 
cette  fonction  ^(x)  est  une  fonction  holomorphe  de  .r,  décrivons 
du  point  X  comme  centre  une  circonférence  G  de  rayon  R,  située 
tout  entière  dans  la  région  A'.  La  fonction  F(2,  z')  étant  holo- 
morphe, on  a,  d'après  la  formule  fondamentale  de  Gauchj, 


i.uj^f,^      z 


V(z,  z')  dz' 
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et  l'intégrale  (i3)  peut  encore  s'écrire 

<t>(x)=   r     I        dz      I        ; • 


Soit  X  -\-  Ax  un  point  voisin  de  x  dans  le  cercle  C;  on  a  de  même 

F(z,z')dz' 


et  par  suite,  en  reprenant  un  calcul  déjà  fait  (n°  291), 

♦l>(j- -+- Aar )  —  '!>( a:)  ^       C     i      C  ^{z,z')dz' 


'-'J,,.       ./„,(5— j-)*(z— ar  — 


'(L)         '^(Ci 


IT) 


Soient  M  un  nombre  positif  supérieur  au  module  de  F(5,  z') 
lorsque  les  variables  z  et  z'  décrivent  respectivement  les  lignes  L 
et  C,  S  la  longueur  de  la  ligne  L,  et  p  le  module  de  Ax.  Le  module 


de  la  seconde  intégrale  est  inférieur  à 


9.  t:  R .  b 


9.r.  K»(H  — p)  R(R  — p) 

et  par  conséquent  tend  vers  zéro  lorsque  le  point  x  +  A^  se  rap- 
proche indéfiniment  du  pointa:.  La  fonction  ^(x)  admet  donc  une 
dérivée  unique  qui  a  pour  expression 


.,,  ,      ^    r  ,  r  F(s,z')dz 

*(ar)  =  r   /      dz   /     ; — - 


F(z,z')dz' 

'(L)        --(Cl 

Mais  on  a  aussi  (n°  291)  ■ 

âF  i       r  F(z,z')dz' 


ôx        -i-nij  ^^     (z — x)^ 

et  la  formule  précédente  peut  encore  s'écrire 

dF 


(■4)  ,H'^)=f^d.. 


Nous  retrouvons  la  formule  habituelle  de  difl'érentiation  sous  le 
signe  intégral. 

Le  raisonnement  ne  s'applique  plus  lorsque  le  chemin  d'in- 
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légration  L  s'étend  à  l'infini.  Supposons,  pour  fixer  les  idées, 
t[ue  L  soit  une  demi-droite  indéfinie  issue  d'un  point  Oq  et  faisant 
un  angle  9  avec  l'axe  réel.  Nous  dirons  que  l'intégrale 

est  uniformément  convergente  si  à  tout  nombre  positif  e  on  peut 
faire  correspondre  un  nombre  positif  N  tel  que  l'on  ait 


/: 


F{z,  x)  dz 


<£, 


pourvu  que  p  soit  supérieur  à  N,  quel  que  soit  x  dans  A'.  En 
partageant  le  chemin  d'intégration  en  une  infinité  de  segments 
rectilignes,  on  démontre  que  toute  intégrale  uniformément  con- 
vergente est  égale  à  la  somme  d'une  série  uniformément  conver- 
gente dont  les  termes  sont  des  intégrales  prises  le  long  de  certains 
segments  delà  demi-droite  indéfinie  L.  Toutes  ces  intégrales  sont 
des  fonctions  holomorphes  de  x]  il  en  est  donc  de  même  de  l'inté- 
grale f    ¥{z,  ^)</s(n"297). 

On  voit  de  la  même  façon  que  l'on  peut  appliquer  la  formule  ha- 
bituelle de  différentiation,  pourvu  que  l'intégrale  obtenue  /     -r~dz 

soit  elle-même  uniformément  convergente. 

Si  la  fonction  ¥{z^z')  devient  infinie  pour  une  limite  «o  de  la 
ligne  d'intégration,  on  dira  de  même  que  l'intégrale  est  uniformé- 
ment convergente  dans  un  certain  domaine  si  à  tout  nombre 
positif  £  on  peut  faire  correspondre  sur  la  ligne  L  un  point  Uq+ti 
tel  que  l'on  ait 

,b 

¥{z,x)dz    <  ^> 


b  étant   un  point  quelconque  de  la  ligne  L  compris  entre  a^  et 
<3^o+ '^15  cette  inégalité  devant  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  dans  le  domaine  considéré.  Les  conclusions  sont  les  mêmes 
que  dans  le  cas  où  une  limite  de  l'intégrale  est  rejetée  à  l'infini,  et* 
s'établissent  de  la  même  façon. 
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354.  Application  à  la  fonction  r.  —  L'intégrale  définie  prise  le  long  de 
l'axe  réel 

(i5)  !'(•«)=  /         t'-^e-'dt, 

que  nous  n'avons  étudiée  que  pour  les  valeurs  réelles  et  positives  de  z 
(I,  n"  94),  a  une  valeur  finie  pourvu  que  la  partie  réelle  de  z,  que  nous  dési- 
gnerons par  A{z),  soit  positive.  Soit  en  effet  z  =  x -h  iy;  on  en  déduit 

I  t'-^e-'\  =t^-^e~'.  Comme  l'intégrale  1  t^-^e-'dt  a  une  valeur  finie 

lorsque  x  est  positif,  il  en  est  évidemment  de  même  de  l'intégrale  (i5) 
(I,  n°'  91-92).  Cette  intégrale  est  uniformément  convergente  dans  tout  le 
domaine  défini  par  les  conditions  N>Jl(i)>7i,  N  et  tj  étant  deux 
nombres  positifs  arbitraires.  Nous  pouvons  écrire  en  effet 

r(«)=  r  t=-^e-'dt-h  f       t--^e-tdt, 

et  il  suffit  de  prouver  que  chacune  des  intégrales  du  second  membre  est 
uniformément  convergente.  Démontrons-le  par  exemple  pour  la  seconde. 
Soit  /  un  nombre  positif  supérieur  à  un  ;  si  ^(s)  •<  \,  on  a 


U 


tz-\  e~t  dt\<l         t^-i  e~'  dt, 


et  l'on  peut  trouver  un  nombre  positif  A  assez  grand  pour  que  la  dernière 
intégrale  soit  inférieure  à  tout  nombre  positif  e,  pourvu  que  l'on  ait  /^  A. 
La  fonction  r(^)  définie  par  l'intégrale  (i5)  est  donc  une  fonction  holo- 
morphe  dans  toute  la  région  du  plan  située  à  droite  de  l'axe  O^.  Cette 
fonction  Y{z)  satisfait  encore  à  la  relation  . 

(i6)  r(j-+-i)  =  ;îr(s) 

obtenue  par  une  intégration  par  parties,  et  par  suite  à  la  relation  plus 
générale 

(17)  r(z-i-«)  =  z(«-M).. .(- 4- «  — i)r(^) 

qui  en  est  une  conséquence  immédiate. 

Cette  propriété  permet  d'étendre  la  définition  de  la  fonction  r(i;)  aux 
valeurs  de  z  dont  la  partie  réelle  est  négative.  Considérons  en  effet  la  fonc- 
tion 

(,8)  ^(.)=-  '■<=-*-»> 


z(z-^\)..  \z  -\-  n  —  i) 
où  n  est  un  nombre  entier  positif;  le  numérateur  r(s-i-  n)  est  une  fonc- 
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tien  holomorphe  de  z,  définie  pourvu  que  l'on  ait  S{.{z)  >  —  n;  la  fonc- 
tion ^{z)  est  donc  une  fonction  méromorphc  définie  pour  toutes  les  valeurs 
de  la  variable  dont  la  partie  réelle  est  supérieure  à  —  n.  Or  cette  fonction 
<|'(-s)  coïncide  avec  la  fonction  holomorphe  V {z)  à  droite  de  l'axe  O^, 
d'après  la  formule  (17);  elle  est  donc  identique  au  prolongement  analytique 
delà  fonction  holomorphe  F  (z)  dans  la  bande  comprise  entre  les  deux 
droites  S{.{z)  =  o,  S{.{z)  =  —  n.  Gomme  le  nombre  entier  n  est  arbitraire, 
on  eu  conclut  qu'il  existe  une  fonction  méromorphe,  admettant  comme 
pôles  du  premier  ordre  tous  les  points  z  =  o,  z  =  —  i,z  =  —  i^  ..., 
z=  —  n,  ...,  et  qui,  adroite  de  l'axe  Oy,  est  égale  à  l'intégrale  (i5). 
On  représente  encore  cette  fonction  méromorphe  par  V{z),  mais  la  for- 
mule (i5)  ne  permet  de  calculer  sa  valeur  numérique  que  si  l'on  a^(z)  >  o. 
Si^(z)<o,  il  faut  en  outre  se  servir  de  la  relation  (17)  pour  avoir  1» 
valeur  numérique  de  cette  fonction. 

Voici  une  expression  de  la  fonction  T{z)  qui    est  valable   pour  toute 
valeur  de  z.  Soit  S(5)  la  fonction  entière 


s(.,=.n(-^) 


qui  admet  pour  zéros  les  pôles  de  r(-3).  Le  produit  S(x;)r(5)  doit  être 
une  fonction  entière.  On  démontre  que  cette  fonction  entière  est  égale 
à  g-^^,  G  étant  la  constante  d'Euler  (')  (I,  p.  42),  et  l'on  en  déduit  la 
formule 


(19) 


i\z) 


1(5-4-1)  JLXV        n) 


qui  montre  que est  une  transcendante  entière. 

'  •  l(3-t-l) 

335.  Prolongement  analytique  d'une  fonction  de  deux  variables.  — 

Soit  «=  F(3,  z')  une  fonction  holomorphe  des  deux  variables  z  et  z' 
lorsque  ces  deux  variables  restent  respectivement  dans  deux  régions  con- 
nexes A  et  A'  des  deux  plans  oïi  on  les  représente.  On  démontre,  comme 
dans  le  cas  d'une  seule  variable  (n°  341),  que  la  valeur  de  cette  fonction 
pour  un  système  quelconque  de  points  z,  z'  pris  dans  les  régions  A,  A'  est 
déterminée  si  l'on  connaît  les  valeurs  de  F  et  de  toutes  ses  dérivées  par- 
tielles pour  un  système  de  deux  points  ^  =  «,  z'  =  b,  pris  dans  les  mêmes 
régions.  Il  semble  facile,  d'après  cela,  d'étendre  aux  fonctions  de  deux 
variables  complexes  la  notion  du  prolongement  analytique.  Gonsidéron» 
une  série  à  deux  indices  Savintelle  qu'il  existe  deux  nombres  positifs  r, /-'^ 


(')  Hermite,  Cours  d'Analyse,  f^'  édition,  p.  1^2. 
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jouissant  de  la  propriété  suivante  :  la  série 

(20)  F(z,z')  =  I.a,nn^"'^'" 

est  convergente  si  l'on  a  à  la  fois  |  z  [  <  r,  |  ^'  [  <  /•',  et  divergente  si  l'on  a 
à  la  fois  I  z  I  > /•,  |z' !>/•'.  La  série  précédente  définit  alors  une  fonc- 
tion F(s,  z'),  qui  est  holoinorphe  lorsque  les  variables  z,  z'  restent  res- 
pectivement dans  les  cercles  G,  C,  de  rayons  r  et  /•';  mais  elle  ne  nous 
apprend  rien  sur  le  mode  d'existence  de  cette  fonction  lorsque  l'on  a|3  |>/", 
ou  I  a'  I  >  /•'.  Imaginons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  fasse  décrire  à  la 
variable  z  un  chemin  L  allant  de  l'origine  à  un  point  Z  extérieur  au  cercle  C, 
et  à  la  variable  z'  un  autre  chemin  L'  allant  du  point  z'  =  o  à  un  point  Z' 
extérieur  au  cercle  G'.  Soient  a  et  ^  deux  points  pris  respectivement  sur 
les  deux  chemins  L  et  L',  a  étant  à  l'intérieur  de  G  et  ^  à  l'intérieur  de  G'. 
La  série  (20)  et  celles  qu'on  en  déduit  par  des  diiférentiations  répétées 
permettent  de  former  une  nouvelle  série  entière 

(21)  2  6,„„(x;  — a)"'(z'— p)* 

qui  est  absolument  convergente  lorsque  l'on  a  |  5  —  a|  <ri,  et|^'  —  ^|<r',, 
/'i  et  r'i  étant  deux  nombres  positifs  convenablement  choisis.  Appelons  Gi 
le  cercle  de  rayon  rj  décrit  du  point  a  pour  centre  dans  le  plan  des  z,  et  G', 
le  cercle  de  rayon  r\  décrit  du  point  3  pour  centre  dans  le  plan  de  la  va- 
riable z'.  Lorsque^  est  dans  la  partie  commune  aux  deux  cercles  G  et  Gi, 
et  le  point  z'  dans  la  partie  commune  aux  deux  cercles  G'  et  G'i,  la  somme 
de  la  série  (21)  est  identique  à  la  somme  de  la  série  (20).  Si  l'on  peut 
choisir  les  deux  nombres  /'i  et  r'i  de  façon  que  le  cercle  Gj  soit  en  partie 
extérieur  au  cercle  G,  ou  le  cercle  G'i  en  partie  extérieur  au  cercle  G',  on 
aura  étendu  la  définition  de  la  fonction  F(^,  c')  à  un  domaine  en  partie 
extérieur  au  premier.  En  continuant  de  la  sorte,  on  conçoit  bien  la  possi- 
bilité d'étendre  de  proche  en  proche  la  fonction  F(;;,  z').  Mais  il  inter- 
vient ici  un  nouvel  élément  important.  En  effet,  il  est  nécessaire  de  tenir 
compte  des  manières  relatives-  dont  les  variables  se  déplacent  sur  leurs 
chemins  respectifs.  En  voici  un  exemple  très  simple  dû  à  ^L  Sauvage  (*). 
Soit  «  =  <^ z  —  V-f- 1  ;  nous  prenons  pour  valeurs  initiales  ^  =z'  =  o,  m=  i, 
et  les  chemins  décrits  par  les  variables  a,  z'  sont  définis  comme  il  suit  : 
1°  le  chemin  décrit  par  la  variable  z  se  compose  du  segment  recliligne 
allant  de  l'origine  au  point  s' =  i  ;  2°  le  chemin  décrit  par  ;;  se  compose 
de  trois  demi-circonférences  :  la  première  OMA  ijig.  83)  a  son  centre  sur 

l'axe  réel,  à  gauche  de  l'origine,  et  son  rayon  inférieur  à  -  ;  la  seconde  ANB 


C)  Sauvage,  Premiers  principes  de  la  Théorie  générale  des  fonctions  de 
plusieurs  variables  {Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille,  t.  XIV). 
Ce  INIémoire  est  une  excellente  introduction  à  l'étude  des  fonctions  analytiques 
de  plusieurs  variables. 
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a  encore  son  centre  sur  l'axe  réel,  et  placé  de  telle  façon  que  le  point  —  i 
soit  sur  le  diamètre  AB;  enfin  la  troisième  BPC  a  pour  centre  le  milieu  du 
segment  qui  va  du  point  B  au  point  C(z  =  1).  La  première  et  la  troisième 
de  ces  demi-circonférences  sont  au-dessus  de  l'axe  réel,  et  la  seconde  au- 
dessous,  de  façon  que  le  contour  OMANBPGO  entoure  le  point  z  =  —  i. 
Gela  posé,  choisissons  les  marches  suivantes  : 

1°  z'  reste  nul,  et  z  décrit  tout  le  chemin  OABG; 
2"  z  reste  égal  à  i,  et  z'  décrit  tout  son  chemin. 

Si  l'on  considère  la  variable  auxiliaire  t=  z — z',  on  voit  facilement  que 
le  chemin  décrit  par  la  variable  <,  si  l'on  représente  cette  variable  t  par  un 

Fisr.  83. 


point  du  plan  des  z,  est  précisément  le  contour  fermé  OABGO  qui  entoure 

le   point  critique   t=  —  i   du  radical  \/t-f-i.    La    valeur    finale    de    u   est 
donc  u  =  —  I. 
Choisissons  au  contraire  les  marches  suivantes  : 

1°  z  reste  nul  et  z'  varie  de  o  à  1  —  e  (s  étant  un  nombre  positif  très 
petit); 

2»  z'  reste  égal  à  i  —  z  el  z  décrit  tout  le  chemin  OABG  ; 
3"  z  reste  égal  à  i,  et  z' varie  de  i  —  e  à  i. 

Lorsque  z'  varie  de  o  à  i  —  £,  la  variable  auxiliaire  t  décrit  un  chemin  O  O' 
aboutissant  à  un  point  0'  très  voisin  du  point  —  i  sur  l'axe  réel.  Lorsque  z 
décrit  ensuite  le  chemin  OABG,  t  décrit  un  chemin  O'A'B'G'  superposable 
au  précédent  et  aboutissant  au  point  G'(OG'=:£)  sur  l'axe  réel.  Enfin, 
lorsque  z'  varie  de  i  —  £  k  1,  t  ira  de  G'  à  l'origine.  La  variable  auxiliaire  t 
décrit  donc  le  contour  fermé  OO'A'B'G'O  qui  laisse  à  l'extérieur  le 
point — I,  pourvu  que  e  soit  pris  assez  petit.  La  valeur  finale  de  u  sera 
donc  égale  à  -i-  i . 

La  nature  des    singularités  des  fonctions   analytiques  de   plusieurs   va- 
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riables  est  beaucoup  moins  bien  connue  que  celle  des  fonctions  d'une  seule 
variable.  Une  des  plus  grandes  difficultés  du  problème  tient  à  ce  que  les 
couples  de  valeurs  singulières  ne  sont  pas  isolés  (•). 
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356.  Théorème  de  "Weierstrass.  —  Nous  avons  déjà  établi 
(I,  n"  193)  l'existence  des  fonctions  implicites  définies  par  des 
équations  dont  le  premier  membre  peut  être  développé  en  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  positives  et  croissantes  des  deux 
variables.  Les  raisonnements,  qui  étaient  faits  en  supposant  les 
variables  et  les  coefficients  réels,  s'appliquent  sans  modification 
lorsque  les  variables  et  les  coefficients  ont  des  valeurs  quelconques 
réelles  ou  ima'iinaires,  pourvu  que  Ton  conserve  les  autres  hypo- 
thèses. JNous  allons  établir  maintenant  un  théorème  plus  général, 
et  nous  conserverons  les  notations  déjà  employées  dans  cette 
étude;  les  variables  complexes  seront  désignées  par  x  e.\.y. 

Soit  F(j7,y)  une  fonction  holomorphe  dans  le  domaine  d'un 
système  de  valeurs  j7  =  a,  y  =  ^,  et  telle  que  l'on  ait  F(a,  3)=  o; 
nous  supposerons,  ce  qui  est  toujours  permis,  a  =  P  =  o.  L'équa- 
tion F(o,y)=o  admet  la  racine  j' =  o  à  un  certain  degré  de 
multiplicité.  Le  cas  qui  a  été  étudié  est  celui  o\\y=zo  est  une 
racine  simple;  on  va  maintenant  étudier  le  cas  général  où  y  =  o 
est  une  racine  multiple  d'ordre  n  de  l'équation  F(o,jk)=o.  Si 
l'on  ordonne  le  développement  de  Yl^x^y')  dans  le  domaine  du 
point  x=j'r=o,  suivant  les  puissances  de  y^  ce  développement 
est  de  la  forme 

(•2ï)  F(a:,jK)  =  Ao-i- A,^ -f-. .  .-h  A„  jk"  +  A„+,^''+« -t-. . . , 

les  coefficients  A,  étant  des  séries  entières  en  x  dont  les  n  pre- 
mières sont  nulles  pour  x  =  o,  tandis  que  A,,  ne  s'annule  pas 
pour  j:  =  o.  Soient  G  et  C'deux  cercles  de  rayons  R  et  R'  décrits 
de  l'origine  comme  centre  dans  les  plans  des  x  et  des  y  respec- 
tivement.  Nous  supposerons   que  la  fonction  F(x,y)   est   holo- 


(•)  Pour  tout  ce  qui  concerne  celte  question,  voir  un  Mémoire  de  M.  Poincaré 
dans  les  Acta  mathematica  (t.  XXVI),  et  la  Thèse  de  M.  P.  Cousin  {Ibid., 
l.  XIX). 

G.,  II.  r8 
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morphe  dans  le  domaine  défini  par  ces  deux  cercles  et  aussi  sur 
les  cercles  eux-mêmes;  comme  A^  n'est  pas  nul  pour  x  =  o,  nous 
pouvons  supposer  le  rajon  R  du  cercle  G  assez  petit  pour  que  la 
fonction  A^  ne  s'annule  pas  à  l'intérieur  de  G,  ni  sur  ce  cercle. 
Soient  M  la  limite  supérieure  de  |  F  (a?,  y)  |  dans  le  domaine  précé- 
dent et  B  la  limite  inférieure  de  |  A,,  |.  D'après  le  théorème  fonda- 
mental de  Gauchj,  l'on  a 

•^       îTTtJ,^,,    y-y 

a:  et  y  étant  deux  points  quelconques  pris  dans  les  cercles  G  et  G'; 

on  en  conclut  que  le  module  du  coefficient  A„i  de^"'  dans  la  for- 

M 
mule (22)  est  inférieur  à  ttt;;^'  quelle  que  soit  la  valeur  de  x  dans 

le  cercle  G. 

Gela  posé,  nous  pouvons  écrire 

(a3)  F(ar,jK)  =  A„7''(i  +  P  +  Q) 

en  posant 

^'  =  -Â7-^-"-Â7^^-^---' 
q  =  ^±.+...^^^. 

An  y"  A„     y 

Soit  0  le  module  dej^;  on  a 

M     /  p         p2  \  _     M         H' 


i-i<«^( 


HR'«  VU'        R''  1        IJK'"  p 

et  ce  module  sera  inférieur  à  -  pourvu  que  l'on  ait 

BR'« 

Soit  d'autre  part  [J.(/)  la  valeur  maximum  du  module  des  fonc- 
tions Aq,  a,,  . . ,,  A„_,  pour  toutes  les  valeurs  de;r  dont  le  module 
ne  dépasse  pas  un  nombre  /'^R.  Ges  11  fonctions  étant  nulles 
pour  a7  =  o,  [J.(/')  tend  vers  zéro  avec  /•,  et  l'on  peut  toujours 
prendre  /•  assez  petit  pour  que  l'on  ait 

p  étant  un  nombre   positif  déterminé.  Les  nombres'/*  et  p  ajant 
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été  choisis  de  façon  à  satisfaire  aux  conditions  précédentes,  rem- 
plaçons le  cercle  G  par  le  cercle  C^  décrit  dans  le  plan  des  x, 
du  point  a:  =  o  pour  centre,  avec  le  rayon  /■,  et  de  même  le 
cercle  G',  du  plan  de  la  variable  y,  par  le  cercle  concentrique  G'p 
de  rayon  p.  Si  l'on  donne  à  x  une  valeur  telle  que  |  x  |  ^  /•,  et  que 
l'on  fasse  décrire  à  la  variable  y  le  cercle  G'p,  tout  le  long  de  ce 
cercle  on  a,  d'après  la  façon  dont  on  a  choisi  les  nombres  /'  et  p, 

jP|  ■<  ->  I  Q|<;  ->  et  par  suite  I  P  +  Q  |  <[  i .  Lorsque  la  variable^ 

décrit  le  cercle  Gl  dans  le  sens  direct,  l'argument  de  i  +  P  +  Q 
revient  à  sa  valeur  initiale,  tandis  que  l'argument  du  facteur  A„y" 
augmente  de  2mz.  Uéquation  F(jc,y)  =  o,  où  \x\^r,  a  donc 
n  racines  dont  le  module  est  inférieur  à  p,  et  n  seulement. 

Toutes  les  autres  racines  de  l'équation  F(j:,  y)=:o,  s'il  en 
existe,  ont  leurs  modules  supérieurs  à  p.  Gomme  on  peut  rem- 
placer le  nombre  p  par  un  nombre  aussi  petit  qu'on  le  voudra, 
inférieur  à  p,  à  la  condition  de  remplacer  en  même  temps  ;•  par 
un  nombre  plus  petit  vérifiant  toujours  la  condition  (25),  on  voit 
que  l'équation  ¥[x^y)  =  o  admet  n  racines  et  n  seulement  qui 
tendent  vers  zéro  en  même  temps  que  x. 

Lorsque  la  variable  x  reste  à  l'intérieur  de  G,-  ou  sur  ce  cercle 
lui-même,  les  n  racines  y,,  y^^  ...,y„,  dont  le  module  est  infé- 
rieur à  p,  restent  dans  le  cercle  Gi.  Ges  racines  ne  sont  pas  en 
général  des  fonctions  holomorphes  de  x  dans  le  cercle  G^,  mais 
toute  fonction  symétrique  entière  de  ces  n  racines  est  une  fonc- 
tion liolomorphe  de  x  dans  ce  cercle.  Il  suffit  évidemment  de  le 
démontrer  pour  la  somme  y^  -hjK*  +•  •  •+>'«?  où  A"  est  un  nombre 
entier  positif.  Gonsidérons  pour  cela  l'intégrale  double 

) 

fix' 

(Cj)  «V(Cr)  '   ^-^   '-^') 

OÙ  l'on  suppose  |  J7|  <  /•.  Si  \y'\  =  p,  la  fonction  F (.r',  y')  ne  peut 
s'annuler  pour  aucune  valeur  de  la  variable  x'  à  l'intérieur  de  G,- 
ou  sur  G,-,  et  le  seul  pôle  de  la  fonction  sous  le  signe  intégral  à 
l'intérieur  de  G,-  est  le  point  x'  =  x.  On  a  donc 

dF(x',y)  dF(x,r') 


1=  /    dy       y  A-      ^y  ^ 


»^lCr) 


,,  dy'  dx'  .    ,,  ôy' 


i'{^x',y)   x' — X         '^     v{x.y) 
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et  par  suite 


l  =  T-Tli 


D'après  une  propriété  générale  (n°  306),  cette  intégrale  est  égale 
à  — 'i'^'iy'l +xl-'r-"-hy'lt),  yi,y2,  ••-lyn  étant  les  n  racines 
de  l'équation  F(;r,  y)  =  o  de  module  inférieur  à  p.  D'autre  part, 
l'intégrale  I    est  une  fonction  liolomorphe  de  x  dans  C,-,  car  on 

peut  développer  — ; en  série  uniformément  convergente  or- 
donnée suivant  les  puissances  de  x^  et  calculer  ensuite  l'intégrale 
terme  à  terme.  Les  diverses  sommes  Hy'l  étant  des  fonctions  holo- 
morphes  dans  le  cercle  C^,  il  en  est  de  même  de  la  somme  de  ces 
racines,  de  la  somme  des  produits  deux  à  deux,  etc.,  et  par  con- 
séquent les  n  racines  yi,  jKa 5  '  -  •  •>  yn  sont  aussi  les  racines  d'une 
équation  de  degré  n 

(26)        f{x,  y)  =jK«-H  a,jK"-'-l-  «îr""^  +  -  •  •-+-  «/i-ir  +  ««=  «. 


dont  les  coefficients  «i,  «j,  ....  a„  sont  des  fonctions  holo- 
morphes  de  x  dans  le  cercle  C,-,  s'annulant  pour  .r  =  o. 

Les    deux   fonctions  V[x^y)  elf{x,y)  s'annulent    pour    les 
mêmes  systèmes  de  valeurs  des  variables  x,  y,  à  l'intérieur  des 

cercles  Cr  et  CL.  Nous  allons  montrer  que  le  rapport    .,    '  -^     est 

^  ^  ^^       A^,y) 

une  fonction  liolomorphe  dans  ce  domaine.  Prenons  pour  ces 
variables  des  valeurs  déterminées  telles  que  |a7|<;/",  |jk|<C35  et 
considérons  l'intégrale  double 

j  =  r  dy  f  ^^^y? ^ 

Pour  une  valeur  de  y'  de  module  p,  la  fonction  /{x',  y')  de  la 
variable  x'  ne  peut  s'annuler  pour  aucune  valeur  de  x'  intérieure 
à  Cr  ou  située  sur  ce  cercle.  La  fonction  sous  le  signe  intégral 
admet  donc  le  seul  pôle  x'  =  x  à  l'intérieur  de  C,-,  et  le  résidu 

F  (^  37   y'  ^        I  • 

correspondant  est  -r — '-^  —, •  Par  suite,  on  a  encore 

^  J{^,y  )  y  —  y 


M,    —    FONCTIONS   IMPLICITES   ET   ALGÉBRIQUES.  277 

mais  les  deux  fonctions  holomorphes  ¥{3:,  y'),  /{x,  y')  de  la 
variable  jk' ont  les  mêmes  zéros  avec  les  mêmes  degrés  de  multi- 
plicité à  l'intérieur  de  Cl.  Leur  quotient  est  donc  une  fonction 
holomorplie  dey'  dans  Cp,  et  le  seul  pôle  de  la  fonction  à  intégrer 
dans  ce  cercle  est  y' =  y,  on  a  donc 

D'autre  part,  on  peut  remplacer,  dans  l'intégrale,  - — r— — -- — r^- — - 

par  une  série  entière  uniformément  convergente,  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  positives  de  x  et  dey.  En  intégrant  terme  à 
terme,  on  voit  que  cette  intégrale  est  égale  à  la  somme  d'une  série 
entière  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x  et  de  y,  et  conver- 
gente dans  les  cercles  C^,  Cl.  Nous  pouvons  donc  écrire 

F(a:,^)=/(a7,^)H(a?,^) 
OU 

(27)  F(^,y)  =  (y" -^  aiy'^-^  -+- . .  .^  an)  H{a;,  y), 

la  fonction  H(x,  y)  étant  liolomorphe  dans  les  cercles  C,-,  Cl. 

Le  coefficient  A„  de^^"  dans  F(x,y)  contient  un  terme  constant 
diflerent  de  zéro  ;  comme  a, ,  «2?  •  •  •  j  ««  sont  nuls  pour  x  =  0,  le 
développement  de  Hix^y)  contient  forcément  un  terme  constant 
différent  de  zéro,  et  la  décomposition  donnée  par  la  formule  (27) 
met  en  évidence  ce  fait  que  toutes  les  racines  de  F(x,y)  =  o  qui 
tendent  vers  zéro  avec  x  s'obtiennent  en  annulant  le  premier 
facteur.  L'important  théorème  qui  précède  est  dû  à  Weier- 
strass  (').  Il  généralise,  du  moins  autant  que  cela  est  possible  pour 
une  fonction  de  plusieurs  variables,  la  décomposition  en  facteurs 
des  fonctions  d'une  seule  variable. 

357.  Points  critiques.  —  Nous  sommes  donc  ramenés,  pour 
étudier  les  n  racines  de  l'équation  F{x,y)  =  o,  qui  sont  infini- 
ment petites  en  même  temps  que  x,   à  étudier,  pour  les  valeurs 


(  '  )  Abhandlungen  ans  der  Functionenlehre  von  K.  Weierstrass  (Berlin,  1860). 
On  peut  aussi  démontrer  la  proposition  en  s'appuyant  uniquement  sur  les  pro- 
priétés des  séries  entières  et  le  théorème  d'existence  des  fonctions  implicites. 
{Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  XXXVI,  1908,  p.  209-215). 


278      CHAPITRE    XVII.    —    FONCTIONS   ANALYTIQUES   DE    PLUSIEURS   VARIAHLE8. 

de  X  voisines  de  zéro,  les  racines  d'une  équation  de  la  forme 

(•28)        f{x,  y)  =  y  -t-  ai  jK"-'  -H  «2 JK«"2  -+-...+  «„_,  jk  +  «„  =  o, 

où  ai,  «27  •••5  ^if//  sont  des  fonctions  holomorphes  s'annulant 
pour  X  ■=■0.  Lorsque  n  est  >  i  (seul  cas  dont  nous  ayons  à  nous 
occuper),  le  point  x=^o  est  en  général  un  point  critique.  Eli- 

df 
minons  j^  entre  les  deux  équations  y  =  o  et  — =  0;  le  résul- 
tant A(a7)  est  un  polynôme  entier  {)ar  rapport  aux  coefficients  «(, 
«27  •••5  CLni  et  par  conséquent  une  fonction  holomorphe  dans  le 
domaine  de  l'origine.  Ce  résultant  (')  est  nul  pour  j7  =  o,  et^ 
comme  les  zéros  d'une  fonction  holomorphe  forment  un  système 
de  points  isolés,  nous  pouvons  supposer  qu'on  a  pris  le  rayon  ;• 
du  cercle  G^  assez  petit  pour  qu'à  l'intérieur  de  G,,  l'équation 
A(;r)  =  o  n'ait  pas  d'autre  racine  que  .r  =  o.  Pour  tout  point  x^ 
pris  dans  ce  cercle,  autre  que  l'origine,  l'équation /(.Tq, y)  =  o 
admettra  n  racines  distinctes;  d'après  le  cas  déjà  étudié  (I,  n^lQ^), 
les  n  racines  de  l'équation  (28)  seront  des  fonctions  holomorphes 
de  X  dans  le  domaine  du  point  x^^.  Il  ne  peut  donc  y  avoir  à  l'inté- 
rieur du  cercle  G^  d'autre  point  critique  que  l'origine. 

Soient  j)^4,  j)^2^  ...,  ^«  les  Ai  racines  de  l'équation  y(a7o,  j)  =  o. 
Faisons  décrire  à  la  variable  x  un  lacet  autour  du  point  x  =  o, 
en  partant  du  point  a^o  ;  tout  le  long  de  ce  lacet,  les  n  racines  de 
l'équation  y(^,  ^)  =0  sont  distinctes  et  varient  d'une  manière 
continue.  Si  l'on  part  du  point  x^^  avec  la  racine  j^,  par  exemple^ 
en  suivant  la  variation  continue  de  cette  racine  tout  le  long  du 
lacet,  on  reviendra  au  point  de  départ  avec  une  valeur  finale  égale 
à  une  des  racines  dey(a:'o,  y)  =  o.  Si  cette  valeur  finale  est  yt ,  la 
racine  considérée  est  uniforme  dans  le  domaine  de  l'origine.  Si 
cette  valeur  finale  est  difTérente  dey^,  supposons  qu'elle  soit  égale 
àya-  Un  nouveau  lacet  décrit  dans  le  même  sens  conduira  de  la 
racine  j>'2  à  une  autre  des  racines  j)^,,  JK27  •••■ty/i-  I^a  valeur  finale 
ne  peut  être ^25  puisque  le  chemin  inverse  doit  conduire  de  ^2 
à  yt.  Gette  valeur  finale  doit  donc  être  une  des  i-acines  y,^ 
yg,  ...,  yn',  si  c'esty,,  on  voit  que  les  deux  racines  ri  et  jKa  se 

(')  Nous  écartons  le  cas  où  ce  résultant  serait  identiquement  nul.  Dans  ce 
cas  /{a;, y  )  serait  divisible  par  un  facteur  [/i(^,jK)]*',  où  Ar  >  i,  f\{x,y)  étant 
de  même  forme  que /(a;,  y). 
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permutent  quand  la  variable  décrit  un  lacet  autour  de  l'origine. 
Si  cette  valeur  finale  n'est  pasy^,  c'est  une  des  {n  —  2)  racines 
restantes;  soit  y^  cette  racine.  Un  nouveau  lacet  décrit  dans  le 
même  sens  conduira  de  la  racine  ^3  à  une  des  racines  ^1,^21  ^3» 
y^,  ..  .,jK«-  Ce  ne  peut  être  j-;,  pour  la  même  raison  que  tout  à 
l'heure;  ce  n'est  pas  non  plusy^,  puisque  le  chemin  inverse  con- 
duit de  j^2  àj',.  Cette  valeur  finale  est  donc  y,  ou  une  des  (Vi  —  3) 
racines  restantes  y»,  ^5,  ..,,^„.  Si  c'est  ri,  les  trois  racines  y,, 
yi,y:i  se  permutent  circulairement  quand  la  variable  x  décrit  un 
lacet  autour  de  l'origine.  Si  la  valeur  finale  est  dilTérente  dey,, 
on  continuera  à  faire  tourner  la  variable  autour  de  l'origine,  et, 
au  bout  d'un  nombre  fini  d'opérations,  on  retombera  forcément 
sur  une  racine  déjà  obtenue,  qui  sera  la  racine  y,.  Supposons, 
par  exemple,  que  cela  arrive  après  p  opérations;  les  p  racines 
obtenues^,,  ^25  •  •  •5^/>  se  permutent  circulairement  quand  la  va- 
riable X  décrit  un  lacet  autour  de  l'origine,  on  dit  qu'elles  forment 
un  système  circulaire  de  p  racines.  Lorsque/;  =  /j,  les  n  racines 
forment  un  seul  système  circulaire.  Lorsque/?  est  <<  n,  on  recom- 
mencera le  raisonnement  en  partant  d'une  des  n  — p  racines  res- 
tantes, et  ainsi  de  suite;  il  est  clair  qu'en  continuant  de  la  sorte 
on  finira  par  épuiser  toutes  les  racines,  et  Ton  peut  énoncer  la 
proposition  suivante  :  l.es  n  racines  de  l'écjuation  V{x,y)  =  0, 
qui  sont  nulles  pour  X  ^=1  o^  forment  un  ou  plusieurs  systèmes 
circulaires  dans  le  domaine  de  V origine. 

Pour  la  généralité  de  l'énoncé,  il  suffit  de  convenir  qu'un  sys- 
tème circulaire  peut  se  composer  d'une  seule  racine;  cette  racine 
est  alors  une  fonction  uniforme  dans  le  voisinage  de  l'origine. 

Les  racines  d'un  même  système  circulaire  peuvent  être  repré- 
sentées par  un  développement  unique.  Soient  y,,  y.,.,  ...,  yp 
les  p  racines  d'un  système  circulaire;  posons  x  =  x'p.  Chacune 
de  ces  racines  devient  une  fonction  holomorphe  de  x'  pour  toute 
valeur  de  or' autre  que  x'  =  o;  d'autre  part,  quand  x'  décrit  un 
lacet  autour  de  x'=o,  le  point  x  décrit  p  lacets  successifs  dans  le 
même  sens  autour  de  l'origine.  Chacune  des  racines  y, ,  y^, . .  .,jK/> 
revient  donc  à  sa  valeur  initiale  :  ce  sont  des  fonctions  uniformes 
de  x'  dans  le  domaine  de  l'origine  ;  comme  ces  racines  tendent 
vers  zéro  lorsque  :c' tend  vers  zéro,  l'origine  x' =  o  ne  peut  être 
qu'un  point  ordinaire,  et  l'une  de  ces  racines  est  représentée  par 
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un  développement  de  la  forme 

(29)  y  =  'X\x' -\-  0LiX"^-\-..  .-^  !x,„cr'"'^-h. . . 

1 
OU,  en  remplaçant  x'  par  x^\ 

1  \  m 


')  -+-... -^ci„Xxl') 


(3o)  y  =  «i  xl' -T- (X2\3rl' 

Je  dis  maintenant  que  le  développement  (3o)  représente  toutes 

les  racines  d'un  même  système  circulaire,  pourvu  que   l'on 
1 

attribue  à  xf'  ses  p  déterminations.  En  effet,  supposons  qu'en 
prenant  pour  le  radical  sj x  une  de  ses   déterminations  on  ait  le 

développement  de  la  racine  y^  ;   si  la  variable  x  décrit  un  lacet 

1 

dans  le  sens  direct  autour  de  l'origine,  y^  se  change  en  y-^^  et  x^ 

iTZi 

est  multiplié  par  e''  .  On  verra  de  même   qu'on  aura  y  g  en  rem- 
i  1  2711/ 

plaçant  x^'  par  x^e  ''    dans  la  formule  (3o).    Ce    développement 

unique    met  bien  en   évidence  la  permutation   circulaire  des  p 

racines.  11  nous  resterait  à  montrer  comment  on  peut  séparer  les 

/i  racines  de  F(x,  y)  ^  o  en  systèmes  circulaires  et  calculer  les 

coefficients  a/ des  développements  (3o).  Nous  avons  déjà  traité  le 

cas  où  le  point  x  =y  =  o  est  un  point  double  (I,  n°  199).  Nous 

traiterons  encore  un  autre  cas  particulier. 

Si,  pour  X  =-y  =  o  la  dérivée  —  n'est  pas  nulle,  le  développe- 
ment de  F(.r,  y)  renferme  un  terme  du  premier  degré  eux,  et  l'on  a 
<3i)  F(x,y)  =  Ax-^By'^-h...         (ABj^o), 

les  termes  non  écrits  étant  divisibles  par  l'un  des  facteurs  x^, 
a^y,  y""^* .  Considérons  pour  un  moment  y  comzue  la  variable 
indépendante;  l'équation  F(;r,  i')  =  o  admet  une  seule  racine 
tendant  vers  zéro  avec  y,  et  cette  racine  est  holomorphe  dans  le 
•domaine  de  l'origine.  Le  développement,  que  l'on  a  appris  à  cal- 
culer (I,  n°^  35,  193),  est  de  la  forme 

(32)  x=y'^{ao-h  aiy-^...)         (uq^^  o). 

En  extrayant  les  racines  /i^^'"*^*  des  deux  membres,  il  vient 

1^  

(33)  ar"  =  y  y/aoH-  «ij'-r- 
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Poury^o.  l'équation  auxiliaire  w"  =  «o -+- <ïijK+ ••.  admet  n 
racines  distinctes,  dont  chacune  est  développable  en  série  entière 
suivant  les  puissances  de  y.  Comme  ces  ti  racines  se  déduisent  de 

Î7Î» 

l'une  d'elles  en  la  multipliant  par  les  puissances  successives  de  e  , 
on  peut  prendre  pour  (,'/«„  +  «,  )^  H-. . .  dans  la  formule  (33)  l'une 
quelconque  de  ces  racines,  à  la  condition  d'attribuer  successive- 

ment  à  x"^  ses  n  déterminations. 

On  peut  donc  écrire  l'équation  (33) 

\_ 

et  Ton  en  tire  inversement  un  développement  de  y  suivant  les 

puissances  de  ^r"  : 

(34)  ^  =  c,a:"-4-c,(a:»j  -h.... 

1 

Ce  développement,  lorsque  l'on  donne  successivement  à  x  ses 
n  valeurs,  représente  les  n  racines  qui  tendent  vers  zéro  avec  x. 
Ces  n  racines  forment  donc  un  seul  système  circulaire. 

Pour  l'étude  du  cas  générai,  nous  renverrons  aux  Ouvrages  con- 
sacrés à  la  théorie  des  fonctions  algébriques  ('  ). 

358.  Fonctions  algébriques.  —  Les  fonctions  implicites  les 
mieux  étudiées  jusqu'ici  sont  les  fonctions  algébriques,  définies 
par  une  équation  ¥  (x,  y)  =  o,  dont  le  premier  membre  est  un 
polynôme  entier  indécomposable  en  x  et  y.  On  dit  qu'un  poly- 
nôme entier  est  indécomposable  lorsqu'il  n'est  pas  possible  de 
trouver  deux  autres  polynômes  entiers  de  degré  moindre  F|  {x,  y) 
et  Fo  (jr,  y)  tels  que  l'on  ait  identiquement 

Si  le  polynôme  F  [x,  y)  était  égal  à  un  produit  de  cette  espèce,  il 
est  clair  que  l'équation  F(.r,  ^)  =  o  pourrait  être  remplacée  par 
deux  équations  distinctes  Fi  (x,  y)  =  o,  Fi^x,  y)  =  o. 


(  '  )  Voir  aussi  le  célèbre   Mémoire  de   Puiseux  sur  les  fonctions  algébriques 
(Journal  de  Mathématiques,  t.  XV,  i85o). 
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Soit  donc 

(35)     F(x,y)  =  cpo(a7)j''-t-  c5,(a:)JK"-l-^. .  .-h  On-i(x)j^ -h  Onia:)  =  o 

l'équation  proposée  de  degré  n  en  y,  a^,  cp,,  ...,  -j,,  étant  des 
polynômes  entiers  en  x.   En  éliminant  y  entre  les  deux  relations 

F  =  o,  —  =o,  on  obtient  pour  résultant  un  polynôme  entier  A(a;), 

qui  ne  peut  être  identiquement  nul,  puisque  F{a:,y)  est  supposé 
indécomposable.  Marquons  dans  le  plan  les  points  ai  ao,  ...,  ay^, 
racines  de  l'équation  A(:r)=:<t,  et  les  points  (3(,  So,  ...,  ^h-, 
racines  de  Oo{x)=:  o,  quelques-uns  des  points  a/  pouvant  aussi 
faire  partie  des  racines  de  cp^  (.r)  =  o.  Pour  un  point  a  différent 
des  points  a,,  |iy,  l'équation  F(«,  y)=  o  a  /i  racines  distinctes  et 
finies  6(,  60,  . . . ,  b,i.  Dans  le  domaine  du  point  a,  l'équalion  (35) 
admet  donc  n  racines  holomorphes  qui  tendent  respectivement 
vers  6,,  bo,  ...,  6„  lorsque  x  tend  vers  a.  Soit  a,-  une  racine 
de  A(a:)  =  o;  l'équation  F(a/,j')  =  o  admet  un  certain  nombre 
de  racines  égales.  Supposons,  par  exemple,  qu'elle  admette  p  ra- 
cines égales  à  b.  Les  p  racines  qui  tendent  vers  b  lorsque  x  tend 
vers  a/  se  partagent  en  un  certain  nombre  de  systèmes  circu- 
laires et  les  racines  d'un  même  système  circulaire  sont  repré- 
sentées par  un  développement  en  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  fractionnaires  de  x  —  a/.  Si  la  valeur  a/  n'annule  pas 
0(f{x)^  toutes  les  racines  de  l'équation  (35)  dans  le  domaine  du 
point  a/  se  partagent  ainsi  en  un  certain  nombre  de  systèmes  cir- 
culaires, quelques-uns  de  ces  systèmes  pouvant  ne  comprendre 
qu'une  seule  racine.  Pour  un  point  |3y  qui  annule  Oq(x),  quelques- 
unes  des  racines  de  l'équation  (35)  deviennent  infinies;  pour  étu- 
dier ces  racines,  on  pose  y=:—,  et  l'on  est  conduit  à  étudier  les 
racines  de  l'équation  Fi  {x,y)  ^=  y"F ( x, -_-\  =  o^  qui  devien- 
nent nulles  pour  x  ^=  ^j.  Ces  racines  se  partagent  encore  en  un 
certain  nombre  de  systèmes  circulaires,  les  racines  d'un  même 
système  étant  représentées  par  un  développement  eu  série  de  la 
forme 

tn  1)1  -¥-  t 

.(36)        jK'=«m(^— pyK +  «,„+! (ar  —  py)    ''    -f-...;  «m?^o; 

les  racines  correspondantes  de  l'équation  en  y  seront   données 
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par  le  développement 

(37)  y  =  (x—^j)~'p[a,n-^a,„+i(x—^jy  +  ...\     , 

que    l'on   peut    ordonner  suivant    les  puissances   croissantes   de 

{x  —  '^jY,  mais  on  aura  au  début  un  nombre  Jini  de  termes  à 
exposants  négatifs. 

Pour  étudier  les  valeurs  dey  pour  les  valeurs  infinies  de  x,  on 

pose  X  =  -;,  et  l'on  est  ramené  à  étudier  les  racines  d'une  équa- 
tion de  même  forme  dans  le  voisinage  de  l'origine.  En  résumé, 
dans  le  domaine  d'un  point  quelconque  x  =  a,  les  n  racines  de 
l'équation  (35)  sont  représentées  par  un  certain  nombre  de  séries 
ordonnéos  suivant   les  puissances    croissantes    de  x  —  a   ou    de 

(x  —  a)'',  pouvant  renfermer  un  nombre  fini  de  termes  à  expo- 
sants négatifs,  et  cet  énoncé  s'applique  aussi  aux  valeurs  infinies 

de  a",  en  remplaçant  x  —  oo  par  -  • 

Il  est  à  remarquer  que  les  puissances  fractionnaires  ou  les 
exposants  négatifs  ne  se  présentent  que  pour  des  points  excep- 
tionnels. Les  seuls  points  singuliers  des  racines  de  l'équation  sont 
donc  les  points  critiques  autour  desquels  quelques-unes  de  ces 
racines  se  permutent  circulairement,  et  les  pôles  où  quelques- 
unes  de  ces  racines  deviennent  infinies;  d'ailleurs  un  point  peut 
être  à  la  fois  un  pôle  et  un  point  critique.  On  appelle  souvent 
points  singuliers  algébriques  ces  deux  espèces  de  points  sin- 
guliers. 

Nous  n'avons  étudié  jusqu'ici  les  racines  de  l'équation  proposée 
que  dans  le  domaine  d'un  point  déterminé.  Supposons  mainte- 
nant que  'on  joigne  deux  points  x  =  a,  x=b,  pour  lesquels 
l'équation  (35)  a  ses  /?  racines  distinctes  et  finies  par  un  chemin  AB 
ne  passant  par  aucun  point  singulier  de  l'équation.  Soit  y  i  une 
racine  de  l'équation  F{a,y)=  o;  la  raciney  =/(j7)  qui  se  réduit 
à  1',  pour  X  =  a  est  représentée  dans  le  domaine  du  point  a  par 
un  développement  en  série  entière  P  (x  —  a),  et  l'on  peut  se  pro- 
poser d'en  trouver  le  prolongement  analj  tique  en  faisant  décrire  à 
la  variable  l'arc  AB.  C'est  un  cas  particulier  du  problème  général, 
et  nous  savons  d'avance  que  l'on  arrivera  au  point  B  avec  une 
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valeur  finale  qui  sera  une  racine  de  l'équation  F  (b,y)  =  o 
(n"  34-4).  On  arrivera  certainement  au  point  b  au  l)Out  d'un 
nombre  Jini  d'opérations  ;  en  effet,  les  rayons  des  cercles  de  con- 
vergence des  séries  représentant  les  diverses  racines  de  l'équation 
F(:r,  y)  =  o,  et  ayant  pour  centres  les  différents  points  du  che- 
min AB,  ont  une  borne  inférieure  (')  8  >>  o,  puisque  ce  chemin 
ne  renferme  aucun  point  critique,  et  il  est  clair  que  l'on  pourra 
toujours  prendre  les  rayons  des  différents  cercles  que  l'on  utilise 
dans  le  prolongement  analytique  au  moins  égaux  à  8. 

Parmi  tous  les  chemins  joignant  les  points  A  et  B,  on  peut 
toujours  en  trouver  un  conduisant  de  la  racine  yt  à  l'une  quel- 
conque des  racines  de  l'équation  F  (6,  y  )  =  o  comme  valeur  finale. 
On  s'appuie,  pour  le  démontrer,  sur  la  proposition  suivante  :  Si 
une  fonction  analytique  z  de  la  variable  x  n'admet  que  p  va- 
leurs distinctes  pour  chaque  valeur  de  x^  et  si  elle  na  dans 
tout  le  plan  [y  compris  le  point  à  l'infini)  que  des  points  sin- 
guliers algébriques^  tes  p  déterminations  de  z  sont  racines 
d'une  équation  de  degré  /?,  dont  les  coefficients  sont  des  fonc- 
tions rationnelles  de  x.  Soient  ^,,  z^^ . . .  ^  Zp  les  p  détermina- 
lions  de  z\  lorsque  la  variable  x  décrit  une  courbe  fermée,  ces  p 
valeurs  S|,  z.^^  . . .,  Zp  ne  peuvent  que  s'échanger  entre  elles.  La 
fonction  symétrique  Uk  =^  z^  -\-  z^  -x-  . . .  -\-  Zy,  où  k  est  un  nombre 
entier  positif,  est  donc  une  fonction  uniforme.  D'ailleurs,  cette 
fonctionne  peut  avoir  que  des  singularités  polaires.  En  effet,  dans 
le  domaine  d'un  point  quelconque  à  distance  finie  x  =■  «,  les  dé- 
veloppements de  5|,  z-y,  ...,  ZpTie  présentent  qu'un  nombre  fini 
de  termes  à  exposants  négatifs.  Il  en  est  donc  de  même  du  déve- 
loppement de  u/s.  D'ailleurs,  la  fonction  Uk  étant  uniforme,  son  dé- 
veloppement ne  peut  renfermer  de  puissances  fractionnaires.  Le 
point  a  est  donc  un  pôle  ou  un  point  ordinaire  pour  «a,  et  il  en 
est  de  même  du  point  à  l'infini.  La  fonction  Uk  est  donc  une  fonc- 
tion rationnelle  de  x^  quel  que  soit  le  nombre  entier  A^;  il  en  est 
par  suite  de  même  des  fonctions  symétriques  simples,  telles  que 
S5/,  HziZk,  • . . ,  ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Gela  posé,  supposons  qu'en  allant  du  point  a  à  un  autre  point 


(')  Il  suffit,  pour  le  démontrer  en  toute  rigueur,  d'un  raisonnement  analogue 
à  celui  du  n°  342. 
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quelconque  x  du  plan  par  tous  les  chemins  possibles  on  ne  puisse 
obtenir  comme  valeurs  finales  que/?  des  racines  de  l'équation 

F(^»r)  =  o  (p<n). 

Ces  p  racines  j',,  jy^-,  •••i  Xp  ne  peuvent  évidemment  que 
s'échanger  lorsque  la  variable  x  décrit  un  contour  fermé,  et  elles 
jouissent  de  toutes  les  propriétés  des  p  branches  ;;i,  ;;2j  •••»  ^p 
de  la  fonction  analytique  z  que  nous  venons  d'étudier.  On  en  con- 
clut que  yti  yi,  .  •  • ,  yp  seraient  racines  d'une  équation  de  degré/? 
Fi{x,  y)  =  o  à  coefficients  rationnels.  L'équation  F[x,  y)  =  o 
admettrait  donc  toutes  les  racines  de  l'équation  Fi(x, y)  =  Oj 
quel  que  soit  x,  et  le  polynôme  F(x,y)  ne  serait  pas  indécom- 
posable, contrairement  à  l'hypothèse.  Si  l'on  n'apporte  aucune 
reslriclion  au  chemin  décrit  par  la  variable  x,  les  n  racines  de 
l'équation  (35)  doivent  donc  être  considérées  comme  des  branches 
distinctes  d'une  seule  fonction  analytique,  ainsi  qu'on  l'a  déjà 
remarqué  sur  quelques  exemples  simples  (n°  264). 

Imaginons  que  de  chacun  des  points  critiques  on  trace  une  cou- 
pure indéfinie  de  façon  que  ces  coupures  ne  se  croisent  pas  entre 
elles.  Si  le  chemin  suivi  par  :r  est  assujetti  à  ne  franchir  aucune 
coupure,  les  n  racines  sont  des  fonctions  uniformes  dans  tout  le 
plan,  car  deux  chemins  ayant  les  mêmes  extrémités  pourront  se 
ramener  l'un  à  l'autre  par  une  déformation  continue  sans  traverser 
aucun  point  critique  (n°  'SA'S).  Pour  pouvoir  suivre  la  variation 
d'une  racine  le  long  d'un  cheuiin  quelconque,  il  suffira  de  con- 
naître la  loi  de  permutation  de  ces  racines  lorsque  la  variable 
décrit  un  lacet  autour  de  chacun  des  points  critiques. 

Remarque.  —  Ce  qui  rend  rëlude  des  fonctions  algébriques  relativement 
facile,  c'est  qu'on  peut  déterminer  a  priori,  par  des  calculs  algébriques, 
les  points  singuliers  de  ces  fonctions.  Il  n'en  est  plus  de  même  en  général 
pour  les  fonctions  implicites  non  algébriques,  qui  peuvent  avoir  des  points 
singuliers  transcendants.  Par  exemple,  la  fonction  implicite  j'(a:)  définie 
par  l'équation  ei'  —  x —  i  =  o  n'admet  aucun  point  critique  algébrique,  mais 
elle  admet  le  point  singulier  transcendant  x  =  —  i. 

359.  Intégrales  abéliennes.  —  Toute  intégrale  1=  /  Vk.[x^y)dx^ 

oii  R(x,y)  est  une  fonction  rationnelle  de  x  et  dej^,  et  o\xy  est 
la  fonction  algébrique  définie  par  l'équation  F(.r,j')  =  o,  est  une 
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intégrale  abélienne  attachée  à  cette  courbe.  Pour  achever  de 
déterminer  cette  intégrale,  il  faut  se  donner  la  limite  inférieure  x^, 
et  la  valeur  correspondante  jKo  choisie  parmi  les  racines  de  l'équa- 
tion F(xo,y)  =  o.  Voici  quelques-unes  des  propriétés  générales 
les  plus  importantes  de  ces  intégrales.  Quand  on  va  du  point  Xq 
à  un  point  quelconque  x  par  tous  les  chemins  possibles,  toutes 
les  valeurs  de  l'intégrale  l  sont  comprises  dans  l'une  des  formules 

(38)       I  =  I/i-f- Wjw,+ miC02-{-.  .  . -h  »i,.a);.  (/c  =  i,  2,  . .  .,  n), 

Ijjla,  ...,  1,1  étant  les  valeurs  de  l'intégrale  qui  correspondent  à 
certains  chemins  déterminés,  m,,  ma,  . . . ,  /Wrdes  nombres  entiers 
arbitraires  et  w,,  102,  . . . ,  W;.  des  périodes.  Ces  périodes  sont  de 
deux  sortes;  les  unes  proviennent  de  lacets  décrits  autour  des 
pôles  de  la  fonction  l^[x,y)',  ce  sont  les  périodes  polaires.  Les 
autres  proviennent  de  contours  fermés  appelés  cycles,  entourant 
plusieurs  points  critiques;  ce  sont  les  périodes  cycliques.  Le 
nombre  des  périodes  cycliques  distinctes  ne  dépend  que  de  la 
relation  algébrique  considérée  F(x,  y)  =  o',  il  est  égal  à  2/>, 
p  désignant  le  genre  de  cette  courbe  (n"  340).  Au  contraire,  le 
nombre  des  périodes  polaires  peut  être  quelconque.  Au  point  de 
vue  des  singularités,  on  distingue  trois  classes  d'intégrales  abé- 
liennes.  On  appelle  intégrales  de  première  espèce  celles  qui 
restent  finies  dans  le  voisinage  de  toute  valeur  de  x;  si  leur 
module  augmente  indéfiniment,  ce  ne  peut  être  que  par  l'addition 
d'une  infinité  de  périodes.  Les  intégrales  de  deuxième  espèce  sont 
celles  qui  admettent  un  pôle  unique,  et  les  intégrales  de  troisième 
espèce  admettent  deux  points  singuliers  logarithmiques.  Toute 
intégrale  abélienne  est  une  somme  d'intégrales  des  trois  espèces, 
et  le  nombre  des  intégrales  distinctes  de  première  espèce  est  égal 
au  genre. 

L'étude  de  ces  intégrales  se  fait  très  facilement  à  l'aide  de 
surfaces  planes  à  plusieurs  feuillets,  appelées  sur/aces  de  Rie- 
mann.  ?^ous  n'avons  pas  à  nous  en  occuper  ici.  Nous  donnerons 
seulement,  à  cause  de  son  caractère  tout  à  fait  élémentaire, 
la  démonstration  d'une  proposition  fondamentale,  découverte 
par  Abel. 

360.   Théorème  d'Abel.  —  Pour  énoncer  les  résultats  plus  faci- 
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lement,  considérons  la  courbe  plane  G  représentée  par  l'équa- 
lion  F{x,  y)  =  o,  et  soit  ^{x,  y)  =  o  l'équation  d'une  autre 
courbe  plane  algébrique  C.  Ces  deux  courbes  ont  N  points  com- 
muns {Xi,yt),  (x-i,  yi),  ...,  (x^,  yy)  (le  nombre  N  étant  égal  au 
produit  des  degrés  des  deux  courbes).  Soit  Vi{x,y)  une  fonction 
rationnelle;  considérons  la  somme  suivante 

<39)  I=>;   /  R{x,y)dx, 

I  R(^i  y)dx  désignant  l'intégrale  abélienne  prise  depuis 

un  point  fixe  x^  jusqu'au  point  Xi  suivant  un  chemin  qui  con- 
duit pour  y  de  la  valeur  initiale  jKo  à  la  valeur  finale  jKi,  et  la 
-valeur  initiale  yo  de  r  étant  la  même  pour  toutes  ces  intégrales. 
Il  est  clair  que  la  somme  I  n'est  déterminée  qu'à  une  période 
près,  comme  chacune  des  intégrales  elles-mêmes.  Imaginons 
maintenant  que  quelques-uns  des  coefficients  a,,  ûfa,  .-.,  a;t  du 
polynôme  $(a;, y)  soient  variables.  Lorsque  ces  coefficients  varient 
d'une  manière  continue,  les  points  Xi  varient  eux-mêmes  d'une 
manière  continue,  et  lorsque  aucun  de  ces  points  ne  passe  par  un 
des  points  de  discontinuité  de  l'intégrale  /  R(j:,  y)  dx,  la  somme  I 
varie  elle-même  d'une  manière  continue,  pourvu  que  l'on  suive  la 
variation  continue  de  chacune  des  intégrales  qui  y  figurent  tout 
le  long  du  chemin  décrit  parla  limite  supérieure  correspondante. 
La  somme  I  est  donc  une  fonction  des  paramètres  «i,  «21  •  •  •>  ^a? 
-dont  nous  allons  chercher  la  forme  analytique. 

Désignons  d'une  façon  générale  par  8V  la  dinérentielle  totale 
d'une   fonction   quelconque    V    par    rapport    aux    variables    ûTi, 

«2î   •  ••)  «Ar, 

ôV  =  - —  oa,  -f- . .  .  -)-  - —  ort/i-. 

Nous  avons,  d'après  la  formule  (Sg), 

N 

/  =  i 
Des  deux  relations  F(j;j,  yi)  =  o,  <I>(.r/,  yt)  =  o,  on  tire 

—  oj7|  H 0)',-  =  O,  - —  oa-/-i 0  K/-t-  0<P,  =  o, 

ùXi  dyt  •^'         '  dXi  dfi  -^  '         ' 
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et  par  suite  oxi=W{xi,yi)o(Pi,  W(xi,yi)  étant  une  fonction 
rationnelle  dexi,yi,  «i ,  «05  •  ••  ?  «a,  et  <I>,- étant  mis  pour  $(;rj,j>^/). 
Nous  avons  donc 

i  =  N 

le  coefficient  de  ùat  dans  le  second  membre  est  une  fonction 
rationnelle  symétrique  des  coordonnées  des  N  points  (xi,  yi)  com- 
muns aux  deux  courbes  C,  G';  la  théorie  de  l'élimination  prouve 
que  c'est  une  fonction  rationnelle  des  coefficients  des  deux  po- 
lynômes F(:r,  y)  et  ^{x,  y),  et  par  suite  une  fonction  rationnelle 
de  a,,  «2,  ...,  a/f.  Il  en  est  évidemment  de  même  des  coeffi- 
cients de  8ao,  ...,  ôrtA)  et  I  s'obtiendra  par  l'intégration  d'une 
différentielle    totale 


=/"■ 


TZi  Sa2  -+-...-+-  TC/,-  o«./.., 


où  TZi,  Tz-i,  . . . ,  TZ/i  sont  des  fonctions  rationnelles  des  variables  a,, 
«2,  . . . ,  ak-  Or  l'intégration  ne  peut  introduire  d'autres  transcen- 
dantes que  des  logarithmes.  La  somme  I  est  donc  égaie  à  une 
fonction  rationnelle  des  coefficients  af,  a^^  •  •  • ,  «a,  augmentée 
d'une  somme  de  logarithmes  de  fondions  rationnelles  des 
mêmes  coefficients,  chacun  de  ces  logarithmes  étant  multiplié 
par  un  facteur  constant.^eWe  est,  sous  sa  forme  la  plus  générale, 
l'énoncé  du  théorème  d'Abel.  En  langage  géométrique,  on  peut 
dire  aussi  que  la  somme  des  valeurs  d'une  intégrale  abélienne 
quelconque,  prises  depuis  une  origine  commune  jusqu'aux  N 
points  d'intersection  de  la  courbe  donnée  avec  une  courbe 
variable  de  degré  m,  ^{x,  y)  =z  o,  est  égale  à  une  fonction 
rationnelle  des  coefficients  de  ^{x,  y),  augmentée  d'une 
somme  d'un  nombre  fini  de  logarithmes  de  fonctions  ration- 
nelles des  mêmes  coefficients,  chaque  logarithme  étant  mul- 
tiplié par  un  facteur  constant. 

Le  second  énoncé  paraît  au  premier  abord  plus  frappant;  mais, 
dans  les  applications,  il  faut  toujours  se  reporter  par  la  pensée  à 
l'énoncé  analytique  pour  évaluer  la  variation  continue  de  la 
somme  1  qui  correspond  à  une  variation  continue  des  paramètres 
a,,  a^,  ...,  a^.  Le  théorème  n'a  de  sens  précis  que  si  l'on  lient 
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comple  des  chemins  décrits  par  les  N  points  Xt ,  x.2,  . . . ,  x>  sur  le 
plan  de  la  variable  x. 

L'énoncé  devient  d'une  simplicité  remarquable  lorsque  l'inté- 
grale est  de  première  espèce.  En  effet,  si  t,,  iTj,  . . . ,  t:^  n'étaient 
pas  identiquement  nuls,  on  pourrait  trouver  un  système  de  va- 
leurs a,  =  a\,  ...,  n/s=:^a'^  pour  lequel  I  deviendrait  infini. 
Soient  {x\,y[),  . . . ,  (x'^,  j,^)  les  points  de  rencontre  de  la  courbe  G 
avec  la  courbe  G'  qui  correspond  aux  valeurs  a\,  . . . ,  a'^  des  para- 

mètres.  L'intégrale    /  K(x,  y)  dx  augmenterait  indéfiniment 

lorsque  la  limite  supérieure  tendrait  vers  l'un  des  points  (^i',^/), 
ce  qui  est  impossible  si  l'intégrale  est  de  première  espèce.  Par 
suite,  on  a  81  =  o  et,  lorsque  «i ,  a^,  . . . ,  ak  varient  d'une  manière 
continue,  1  reste  constant;  le  théorème  d'Abel  peut  alors  s'énoncer 
comme  il  suit  : 

Etant  données  une  courbe  fixe  G  et  une  courbe  variable  G' 
de  degré  w,  ta  somme  des  accroissements  d'une  intégrale  abé- 
lienne  de  première  espèce  attachée  à  la  courbe  G,  le  long  des 
lignes  continues  décrites  par  les  points  d'intersection  de  G 
avec  G',  est  égale  à  zéro. 

Remarques.  —  Nous  supposons  que  le  degré  de  la  courbe  G' 
reste  constant  et  égal  à  m.  Si,  pour  certaines  valeurs  particulières 
des  coefficients  Uy^  a-i,  ...,  «a,  ce  degré  venait  à  s'abaisser, 
quelques-uns  des  points  dinlersection  de  G  avec  G'  devraient  être 
considérés  comme  rejetés  à  l'infini,  et  il  faudrait  en  tenir  compte 
dans  l'application  du  théorème.  Mentionnons  aussi  cette  remarque 
à  peu  près  évidente  que,  lorsque  quelques-uns  des  points  d'inter- 
section de  G  avec  G'  sont  fixes,  il  est  inutile  de  faire  figurer  les 
intégrales  correspondantes  dans  la  somme  L 

36L  Application  aux  intégrales  ultra -elliptiques.  —  Les  appli- 
cations du  tliëortine  d'Abel  à  l'Analyse  et  à  la  Géométrie  sont 
extrêmement  nombreuses  et  importantes.  Nous  allons  calculer 
explicitement  SI  dans  le  cas  des  intégrales  ultra-ellipliques. 

Gonsidérons  la  relation  algébrique 

(4o)  j2  =  R(ar)  =  Ao.i-2/'+2-h  A,  jrî/>+'  -^-  . .  .-h  Aî,,+„ 

G.,  II.  ,9 
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le  polynôme  ^{x)  étant  premier  avec  sa  dérivée;  nous  suppose- 
rons que  Ao  peut  être  nul,  mais  que  Aq  et  A,  ne  sont  pas  nuls  à  la 
fois,  de  sorte  que  R(^)  est  de  degré  2p  4-  i  ou  de  degré  2p  -f-  2. 
Soit  Q(^)  un  polynôme  quelconque  de  degré  q;  prenons  pour 
origine  une  valeur  ^Tq  de  x  n'annulant  pas  R(^),  et  soit  jKo  une  ra- 
cine de  l'équation jK"  =  R(.ro).  Nous  poserons 


v{x,y) 


-L 


l'intégrale  étant  prise  suivant  un  chemin  allant  de  x^  à  x,  et  y 
désignant  la  valeur  finale  du  radical  y/R(.r)  lorsqu'on  part  de  Xo 
avec  la  valeur  Vo-  Pour  étudier  le  système  des  points  d'intersec- 
tion de  la  courbe  G  représentée  par  l'équation  (4o)  avec  une  autre 
courbe  algébrique  G',  on  peut  évidemment  remplacer  dpins  l'équa- 
tion de  cette  dernière  courbe  une  puissance  paire  de  y,  telle  que 
y^'',  par  [R(jc)]''  et  une  puissance  impaire  r^''"'"'  par  j)^[R(.r)]''. 
Ges  substitutions  étant  faites,  l'équation  obtenue  ne  renfermera 
plusj^  qu'au  premier  degré,  et  l'on  peut  supposer  l'équation  de  la 
courbe  C'  de  la  forme 

(40  ^f(ar)  — /(a7)  =  o, 

/{x)  et  ^{x)  étant  deux  polynômes  premiers  entre  eux,  de  degrés  À 
et  u.  respectivement,  dont  nous  supposerons  quelques-uns  des 
coefficients  variables.  Les  abscisses  des  points  d'intersection  des 
<leux  courbes  G  et  G'  sont  racines  de  l'équation 

(42)  <i^{x)=f''(x)~\\{x)o''(x)  =  o, 

de  degré  N.  Pour  certains  systèmes  particuliers  de  valeurs  des 
coefficients  variables  dans  les  deux  polynômes /(jr)  et  ^(a?),  il 
peut  se  faire  que  le  degré  de  l'équation  soit  inférieur  à  N; 
quelques-uns  des  points  d'intersection  sont  alors  rejetés  à  l'infini, 
mais  les  intégrales  correspondantes  doivent  figurer  dans  la  somme 
que  nous  allons  étudier.  A  toute  racine  Xi  de  l'équation  (42)  cor- 

f(x) 
respond  une  valeur  àe  y  bien  déterminée  y^  =''^      '   •  (.ela   posé, 

considérons  la  somme 


11  i> 


*-'''^'''  q(.v)dx , 


=  1  '^(•ro.ro) 


/H(;r)  ' 
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nous  avons 

ox,-, 


A^i) 


car  la  valeur  finale  du  radical  au  point  xi  doit  être  égale  à  ^/, 
c'est-à-dire  à  •  D'autre  part,  de  l'équation  ^ixi\  =  o,  on  tire 

y  (  Xi  )  OXi  -h  lR{Xi)o(Xi)  O'Si  —  lf{  Xi  )  8/i  =  G 

et,  par  suite, 

81  =,  V  Qi^i)?(^i)       if(xi)o/i—  2 R(y,)  f(xi)  Bfi 

/  =  ! 

ou,  en  tenant  compte  de  l'équation  (42)  elle-même, 
(43)  8t^y-^Q(:rO(cp,5/,-.Aocp,)^ 

•^^  V  (  Xi  ) 


/=! 


Calculons  par  exemple  le  coefficient  de  ùa^  dans  ôl,  a^  étant  le 
coefficient  supposé  variable  de  a?*  dans  le  polynôme /"(.r);  Sa^  ne 
figure  pas  dans  8'^/  et  il  est  multiplié  para;*  dans  5/,.  Le  coeffi- 
cient cherché  de  ouk  est  donc  égal  à 


2').i^{xi)vf{xi)x'}  _  _^-yi  -:r(ar,) 
y  {Xi)  ~^Zày{Xi)' 


en  posant  7t(^)  =  Q(x) ',p(x)  j;*.  La  somme  précédente  doit  être 
étendue  à  toutes  les  racines  de  l'équation  (];(a:)  =  o;  c'est  une 
fonction  rationnelle  et  symétrique  de  ces  racini;s,  et  par  suite  une 
fonction  rationnelle   des   coefficients  des    deux  polynômes  f{x) 

et  'f{x).  On  peut  en  faciliter  le  calcul  en  observant  que  ^  .\ 

est  égal  à  la  somme  des  résidus  de  la  fonction  rationnelle   -r-, — r 

o  tP(a:) 

relatifs  aux  IS  pôles  à  distance  finie  X\.  x^,  ...,  Xj^.  D'après  une 
proposition  générale,  cette  somme  est  aussi  égale  au  résidu  relatif 
au  point  à  l'infini  changé  de  signe  (n"  310).  On  obtiendra  donc 
le  coefficient  de  Ba/(  par  une  simple  division. 

11  est  aisé  de  vérifier  que,  si  l'intégrale  v(x,y)  est  de  première 
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espèce,  ce  coefficient  est  nul.  On  a  par  hypothèse  (]=p  —  «  ;  le 
degré  de  'jr(.r)  est  (jr  4-  (jl  +  A"  et  l'on  a 

q  -h[jL-i-A-l|Jt-f-A--4-/j  —  I. 

Cherchons  le  degré  de  <]>(.27).  S'il  n'y  a  aucune  réduction  entre 
les  termes  du  plus  haut  degré  de  R(^)  ^'(-2^)  et  de/-(^),  on  a 

2À^N,  2/)  -H  I-V-  2[J.1N, 

d'où 

X  -)-  fjL  -(-/>  -f-i  ^N, 

et  a  fortiori 

k  -h  fi-4-/)-+-i  IN. 

S'il  y  avait  réduction  entre  ces  deux  termes,  on  aurait 

X  =  {x4-/)-+-i; 

mais,  le  terme  a^x^^''  ne  pouvant  se  réduire  avec  aucun  autre,  on 
aurait  X  +  A"  S  N,  d'oîi  la  même  inégalité  que  tout  à  l'heure.  Il  s'en- 
suit que  l'on  a  toujours 

5'-t-[ji-+-X:lN  —  2. 

Le  résidu  de  la  fonction  rationnelle  -r- — -  relatif  au  point  à  l'infini 

est  donc  nul,  car  le  développement  commencera  par  un   terme 

en  —,  ou  de  degré  supérieur.  On  verra  de  la  même  façon  que  le 

coefficient  de  86/i,  dans  81,  b/,  étant  un  des  coefficients  variables 
du  polynôme  es  (a:),  est  nul,  lorsque  le  polynôme  Q_{oc)  est  de 
degré  p  —  1  ou  de  degré  inférieur.  Le  résultat  est  bien  d'accord 
avec  la  théorie  générale. 

Prenons  par  exemple  ^{x)  =  i,  et  posons 

f{x)  =  y/Ao^rP+i-i-  apXi'  -\-  ap-^xi'-^  -t-  .  .  .-4-  «j  a;  -t-  «oi 

«oj  ûf»5  •••5  <7^  étant  yo  +  i  coefficients  variables.  Les  deux  courbes 

y-^  =  K{x),  y=f{x) 

se  coupent  en  ip  -\-  \  points  variables,  et  la  somme  des  valeurs 
de  l'intégrale  i'(.z',  y)  depuis  une  origine  commune  jusqu'à 
ces  ip  H-  I  points  d'intersection  est  une  fonction  algébrico-loga- 
rilhniique  des  coefficients  «oj  or,,  ...,  ap.  Or,  l'on  peut  disposer 
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de  ces  p  -+- 1  coefficients  de  façon  que  /?  -f-  i  de  ces  points  d'in- 
tersection soient  des  points  quelconques  donnés  à  l'avance  de  la 
courbe  y-  =  R.(^),  et  les  coordonnées  des  p  points  restants  seront 
des  fonctions  algébriques  des  coordonnées  des  (/>-+-')  points 
donnés. 

La  somme  des  p  +  i  intégrales 

prises  depuis  une  origine  commune  jusqu'à  p  -+-  i  points  arbi- 
traires, est  donc  égale  à  la  somme  de  p  intégrales  dont  les  limites 
sont  des  fonctions  algébriques  des  coordonnées 

augmentée  de  quantités  algébrico-logarithmiques.  11  est  clair  que 
par  des  réductions  successives  la  proposition  s'étend  à  la  somme 
de  /n  intégrales,  m  étant  un  nombre  entier  quelconque  supérieur 
à  p.  En  particulier,  la  somme  d'un  nombre  quelconque  d'inté- 
grales de  première  espèce  peut  se  ramener  à  la  somme  de  p  inté- 
grales seulement.  Cette  propriété,  qui  s'étend  aux  intégrales  abé- 
liennes  les  plus  générales  de  première  espèce,  constitue  le  théorème 
d'addition  de  ces  intégrales. 

Dans  le  cas  des  intégrales  elliptiques  de  première  espèce,  le  théorème 
d'Abei  conduit  précisément  à  la  formule  d'addition  pour  la  fonction  pu. 
Considérons  en  e    e     a  cubique  normale 

et  soient  M,(j:i,  ^i),  Mî(arj,  ^j),  M3(ar3,  y^)  les  points  d'intersection  de 
cette  cubique  avec  une  droite  D.  D'après  le  théorème  général,  la  somme 


^J  \X^  —  g<^X  —  gi 


est  égale  à  une  période,  car  les  trois  points  M,,  Mj,  M3  sont  rejetés  à 
l'infini,  lorsque  la  droite  D  s'en  va  elle-même  à  l'infini.  Or,  si  l'on  emploie 
la  représentation  paramétrique  ar  =  p  a,  _^  =  p'u  pour  la  cubique,  le  para- 

.,.,...    ,    r'"'-"        dx 

mètre  u  est  précisément  égal  a  1  intégrale     /  — «  et  la 

formule  précédente  exprime  que  la  somme  des  arguments  «i,  «j,  «3  qui 
correspondent  aux  trois  points  Mj,  Mj,  Mj,  est  égale  à  une  période.  Nous 


l 
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avons  vu  plus  haut  comment  cette  relation  est  équivalente  à  la  formule 
d'addition  relative  à  la  fonction  pu  (n"  338). 

362.  Extension  de  la  formule  de  Lagrange.  —  Le  théorème  général 
sur  les  fonctions  implicites  définies  par  un  système  d'équations  simul- 
tanées (I,  n"  19i)  s'étend  aussi  aux  variables  complexes,  pourvu  que  l'on 
conserve  les  autres  hypothèses  de  l'énoncé.  Considérons  par  exemple  les 
deux  équations  simultanées 

(44)  P{a:,y)  =  x  —  a  —  af{x,y)  =  o,     Qix,y)=y  —  b  —  <^^ix,f)  =  o, 

où  37  et  _y  sont  des  variables  complexes, /(ar,  j)  et  vi(x,y)  des  fonctions 
holomorphes  de  ces  deux  variables  dans  le  voisinage  du  système  de 
valeurs  x  =  a,  y  =^  b.  Pour  a  =  o,  ^  =  o,  les  équations  (44)  admettent  le 

système  de  solutions  x  =  a,  y  :=  b,  et  le  déterminant  -=— — ■ — -  se  réduit 

à  l'unité.  Donc,  d'après  le  théorème  général,  les  équations  (44)  admettent 
un  système  de  racines  et  un  seul  tendant  vers  a  et  6  respectivement 
lorsque  a  et  p  tendent  vers  zéro,  et  ces  racines  sont  des  fonctions  holo- 
morphes de  a  et  de  (3.  Laplace  a  étendu  le  premier  à  ce  système  d'équa- 
tions la  formule  de  Lagrange  (n°  309). 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  des  points  a  et  b  comme  centres  on 
décrive,  dans  les  plans  des  variables  x  el  y  respectivement,  deux  cercles  G 
et  G'de  rayons  r  et  r'  assez  petits  pour  que  les  fonctions /(a',j^)  et<f(x,y} 
soient  holomorphes  lorsque  les  variables  x  et  ^  restent  à  l'intérieur  des 
cercles  G,  G',  ou  sur  ces  cercles  eux-mêmes;  soient  M  et  M'  les  valeurs 
maximum  de  \f{T,y)\  et  de  |(p(a;,  y)\  dans  ce  domaine.  Nous  supposerons 
de  plus  que  les  constantes  a  et  p  satisfont  aux  conditions  M  |  a  |  < /-, 
M'  I  p  |<  r'. 

Gela  étant,  donnons  à  x  une  valeur  quelconque,  à  l'intérieur  de  G  ou 
sur  le  cercle  lui-même;  l'équation  Q(x,y)  =  o  est  vérifiée  pour  une  seule 
valeur  de  y  k  l'intérieur  de  G',  car  l'argument  de  y  —  b  —  ^(f(x,  y) 
augmente  de  an  lorsque  ^j'  décrit  G'  dans  le  sens  direct  (n°  307).  Gette 
racine  est  une  fonction  holomorphe  jKi  =  4'(*^)  ^^  ^  dans  le  cercle  G.  Si 
l'on  remplace  y  par  cette  racine  y\  dans  P(a7,  y)^  l'équation  obtenue 
X  —  a  —  afi^x^  y^  =  o  admet  une  racine  et  une  seule  à  l'intérieur  de  G. 
pour  la  même  raison  que  tout  à  l'heure. 

Soit  X  =^\  celte  racine,  et  soit  r^  la  valeur  correspondante  de^,  ï)  =  '^iX)- 
La  formule  de  Lagrange  généralisée  a  pour  but  de  développer  suivant  les 
puissances  de  a  et  de  p  toute  fonction  F(^,  tj)  holomorphe  dans  le  domaine 
que  nous  venons  de  définir. 

Gonsidérons  pour  cela  l'intégrale  double 

X  étant  un  point  du    cercle   G,  P(ar,  ^)  ne   peut   s'annuler  pour  aucune 
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valeur  de  y  intérieure  à  C,  car  l'argument  de  x  —  a  —  ^/(^,  y)  revient 
forcément  à  sa  valeur  initiale  lorsque  ^  décrit  G',  a?  étant  un  point  fixe 
de  C.  Le  seul  pôle  de  la  fonction  sous  le  signe  intégral,  considérée  comme 
fonction  de  la  seule  variable  _;^,  est  donc  le  pôle  ^  =^1,  donné  par  la 
racine  de  Q{cr,y)  =  o,  qui  correspond  à  la  valeur  de  x  située  sur  le  con- 
tour C,  et  l'on  a,  après  une  première  intégration, 

Le  second  niembre,  si  l'on  y  supposent  remplacé  par  la  fonction  holo- 
morphe  '^{x)  définie  plus  haut,  admet  à  son  tour  un  seul  pôle  du  premier 
ordre  à  l'intérje.ur  de  C,  le  point  x  =  Ç,  auquel  correspond  la  valeur^i  =  r,, 
et  le  résidu  correspondant  est,  comme  le  prouve  un  calcul  facile, 

21tcF(£,  r,) 


;   .  .  rD(H.Q)]  _^ 

L'intégrale  double  I  a  donc  pour  valeur 


I  =  —  I  r:* 


ru(P,Q)] 

l\){x.y)\;= 


D'autre  part,  on   peut   développer  ^^^  en  série  uniformément  conver- 
gente 

I  •^  ^111  ^n  J'ai  ti'i 

{X  —  a-r-  a/)  (y  —  b  —  [Jœj  ~~ ^  (vC  —  a/"-^'(  v  —  6)"-^'  ' 
ce  qui  nous  donne  I  =  ZJ,„„a"'p",  où 


r     c  ' 

^ iitn  ^    j     "-^    I 

••  iC)        •'iC') 


(a-  — a)"'+'(  V  — é)™*» 


Cette   intégrale  a  déjà  été  calculée  (n"3.H2),  et  nous  avons  trouvé  qu'elle 

est  égale  à 

4-î     ()/;i-h«[F(q,  b)f"'(a,  b)o"(a,  h)] 

m  !  n  !  Oa">  âb" 

En  égalant  les  deux  valeurs  de  I,  on  obtient  la  formule  cherchée  qui  offre 
une  analogie  évidente  avec  la  formule  (5o)  (  n"  309) 

.  ,„,    __JF(_^V)___  _V^  V^  ^'"3"    d"'-^"[F(a,  b)/"'(a,  b)o"(a,  b)\ 


rD(_p^i  _^ 
V^{^:y)\y^À 
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On   pourrait  oblenir  aussi    une    seconde    formule    analogue    à   la    for- 
mule (5i)  (n°  309)  en  posant 

D(P,Q) 


F(^,7)  =  *(^,7) 


D(x,  y) 


mais  les  coefficients  de  cette  seconde  formule  sont  moins  simples  que  dans 
le  cas  d'une  seule  variable. 


EXERCICES. 

1.  Toute  courbe  algébrique  C„  de  degré  n  et  de  genre  p  peut  se  ramener 

par  une  transformation  birationnelle  à  une  courbe  de  degré  p  -f-  ">.. 

[On  procède  comme  au  n°  340,    en   coupant  la   courbe  donnée  par  un 

p  •             1             1^                               m  n  —  i)-.  ,,-, 

faisceau  de  courbes  C.„_î  passant  par •  —  3   points  de   0,t   parmi 

I           1             ,(«  —  ')(«  —  2)  .        j     ,  ,  ,, 

lesquels  sont  les p  points  doubles,  et  I  on  pose 

l'équation  du  faisceau  étant  <fi(a7,^)  4-  X©i(a?,  j')  +  jxcpjCa?,  y)  =  o.] 

2.  Déduire  de  l'exercice  précédent  que  les  coordonnées  d'un  point  d'une 
courbe  de  genre  a  peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions  rationnelles  d'un 
paramètre  t  et  de  la  racine  carrée  d'un  polynôme  K(<),  du  cinquième  ou 
du  sixième  degré,  premier  avec  sa  dérivée. 

[On  peut  commencer  par  montrer  que  la  courbe  correspond  point  par 
point  à  une  courbe  du  quatrième  degré  ayant  un  point  double.] 

3*  Soit  j>^  =  aj-r -h  22^:^^-!-. . .  le  développement  en  série  entière  d'une 
fonction  algébrique,  racine  d'une  équation  Y {x,y)  =  o.,  où  f'{x,y)  est 
un  polynôme  à  coefficients  entiers^  le  point  de  coordonnées  a?  =  o,  jk  ==  o, 
étant  un  point  simple  de  la  courbe  représentée  par  V{x^y)  =  o.  Tous  les 
coefficients  ai,  a2,  ...  sont  des  fractions,  et  il  suffit  de  changer  x  en  Ka;, 
K  étant  un  nombre  entier  convenable,  pour  que  tous  ces  coefficients  de- 
viennent entiers.  [Eisenstein.] 

[On  remarque  qu'il  suffit  d'une  transformation  de  la  forme  x  =  k^x\ 
y  =:  ky' ,  pour  que  e  coefficient  de^'  dans  le  premier  membre  de  la  nou- 
velle relation  soit  égal  à  un,  tous    es  autres  coefficients  étant  entiers.] 


CHAPITRE  XVIII. 

ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES. 
MÉTHODES  ÉLÉMENTAIRES  D'INTÉGRATION. 


I.  -  FORMATION  DES  ÉQUATIONS  DIFKERENTIELLKS. 

363.   Élimination  des  constantes.  —  Considérons  une  famille  de 
courbes  planes  représentées  par  l'équation 

(i)  F(ar,7,c,,c,,  ...,c„)  =  o, 

qui  dépend  de  n  constantes  arbitraires.  Si  l'on  attribue  à  ces  con- 
stantes des  valeurs  déterminées,  mais  quelconques,  les  dérivées 
successives  de  la  fonction  y  de  la  variable  x  définie  par  l'équation 
précédente  sont  fournies  par  les  relations 

/  dF       dF    , 

I  d»F  d^F      ,      d^F    ,^      dF         _ 

Id"F  dF     ^^^j_ 

en  s'arrétant  à  la  relation  qui  permet  de  calculer  la  dérivée 
d'ordre  n,  on  aura  en  tout  (n  -h  i)  relations  entre  x^  y,  y\ 
r",  ...,  J^'"^  et  les  constantes  Cj,  C2,  ...,  c«.  L'élimination  de 
ces  n  constantes  conduit  en  général  à  une  relation  unique  entre  x, 

(3)  <t>(a-,7,  y,  ^',  ...,,>'<'"  )  =  o. 

D'après  la  façon  même  dont  cette  équation  (3)  est  obtenue,  il 
est  clair  que  toute  fonction  définie  par  la  relation  (1)  satisfait  à 
l'équation  (3),  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  con- 
stantes Ci]  on  dit  que  c'est  une  intégrale  particulière  de  l'équa- 
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lion  différentielle  (3).  L'ensemble  de  ces  intégrales  particulières 
est  V intégrale  générale  de  la  même  équation.  Pour  employer  le 
langage  géométrique,  ce  qui  est  souvent  commode,  nous  dirons 
aussi  que  toute  courbe  représentée  par  l'équation  (i)  est  une 
courbe  intégrale  de  l'équation  (3),  ou  que  l'équation  (3)  est 
l'équation  différentielle  de  la  famille  de  courbes  considérée.  Nous 
vojons  que  V ordre  de  l'équation  différentielle  est  égal  au  nombre 
des  constantes  arbitraires  dont  dépend  cette  famille  de  courbes. 
Il  est  clair  du  reste  que  le  raisonnement  ne  prouve  nullement  que 
l'équation  (3)  n'admet  pas  d'autres  intégrales  que  celles  qui  sont 
représentées  par  l'équation  (i);  elle  peut  en  effet  en  avoir  d'autres, 
comme  on  le  verra  un  peu  plus  loin. 

Tout  ceci  ne  s'applique  pas  aux  cas  exceptionnels  où  l'élimination  des  n 
paramètres  c,  entre  les  (n-i-i)  relations  (i)  et  (2)  conduirait  à  plusieurs 
relations  distinctes  entre  x^y^y\y"^ . . .,  j''"'.  On  pourrait  alors  en  trouver 
une  ne  renfermant  pas^'"',  de  sorte  que  la  famille  de  courbes  considérée 
serait  formée  par  les  courbes  intégrales  d'une  équation  différentielle  d'ordre 
inférieur  à  n.  Ceci  aura  lieu  si  ces  courbes  ne  dépendent  en  réalité  que 
de  n — p  paramètres  (/>>  o);  par  exemple,  les  courbes  représentées  par 
l'équation  ¥[x,  y,  (f(a,  b)]  =  o  ne  dépendent  qu'en  apparence  de  deux 
paramètres  arbitraires  a  et  6  :  en  réalité,  elles  ne  dépendentque  d'un  seul 
paramètre  variable  c=  <f(a,b).  Mais  il  peut  aussi  se  produire  un  abaisse- 
ment de  l'ordre  de  l'équation  différentielle  dans  un  autre  cas.  Par  exemple, 
les  courbes  représentées  par  l'équation  y^  =  laxy  -h  bx^  dépendent  bien 
de  deux  paramètres  distincts  a  et  6,  et  cependant  ces  courbes  satisfont 
toujours  à  l'équation  ^  =  37^'.  Ceci  tient  à  ce  que  ces  courbes  se  décom- 
posent en  un  système  de  deux  droites  passant  par  l'origine,  et  que  chacune 
d'elles  est  une  intégrale  de  l'équation  j'  =  xy' . 

Exemples.  —  Les  droites  passant  par  un  point  fixe  (a,  b)  sont  repré- 
sentées par  l'équation 

(4)  jK  — 6  =  C(a7  — a), 

et  dépendent  d'un  paramètre  arbitraire  C.  L'élimination  de  ce  paramètre 
entre  la  relation  précédente  et  la  relation  y' z=z  C.  conduit  immédiatement 
à  l'équation  différentielle 

(5)  y  —  b=y'{x  —  a) 

de  ce  système  de  droites.  Inversement,  on  peut  écrire  l'équation  (5) 

v'      _        I 
y  —  b        X  —  a 
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et  par  suite  toute  intégrale  de  cette  équation  vérifie  la  relation 
LogCj  — 6)  =  Log(a;  — a)  +  LogG, 

qui  est  équivalente  à  l'équation  (4). 

L'ensemble  des  droites  du  plan,  ^  =  Cia:  -f-  d  forme  une  famille  à  deux 
paramètres,  dont  l'équation  différentielle  esl^'=o.  La  réciproque  est 
immédiate. 

Les  cercles  d'un  même  plan 

(6)  x^-^y--i- -lA-x -i- iBy -^  C  =  o 

forment  une  famille  à  trois  paramétres;  l'équation  différentielle  corres- 
pondante doit  donc  être  du  troisième  ordre.  En  différentiant  trois  fois  la 
relation  précédente,  il  vient 

{  x-hyy'-h  .\-i-By=o,  1 -^-y^-^yy' ^  By' =  o, 

i  3yj'-^^^--t-B7"'=o; 

l'élimination  de  B  entre  les  deux  dernières  formules  conduit  à  l'équation 
cherchée 

(8)  y(,+y»)_3yyî=o. 

Les  seules  courbes  du  plan  satisfaisant  à  cette  équation  sont  les  cercles 
et  les  droites.  On  voit  d'abord  que  les  droites  sont  des  intégrales,  car 
l'équation  est  vérifiée  si  l'on  a  y' =  o,  et  par  suite  y"'  =  o.  Suppo- 
sons ^'7^0;  nous  pouvons  écrire  l'équation  (8) 

y      i-f-y*' 

d'où  nous  déduisons,  G]  étant  une  constante  non  nulle, 

3 
Logy  =  -Log(i-+-y»)-i-  LogC,, 


-i  =  c.. 


(i-^y^y 

Une  nouvelle  intégration  nous  donne 


r 


C,.r 


,  v^  I  5?  -4—  1^0 

Y  =  —  "  ■ 
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en  intégrant  encore  une  fois,  il  vient  enfin 


c,  r  ^  Ga = -  vAr-(G7^^rGô^, 

ce  qui  est  l'équation  d'un  cercle. 

On  obtient  aisément  l'équation  difTérenlielle  des  coniques  par  la  méthode 
suivante  indiquée  par  Halphen.  Si  la  conique  n'a  pas  de  direction  asymp- 
totique  parallèle  à  Oy,  l'équation  résolue  par  rapport  à  y  est  de  la  forme 

jr  =  mx  -^  n  -h  /Aa:*-+-  jlHx  -+-  G; 

après  deux  diiïérentiations,  on  trouve 

AG  — Bî 

y  = j' 

(Aa:»-(-2Ba:  +  G)2 
ou 

(y)~  3  =  (  AG  —  B*r'(Aarî-+-  2Ba7  4-  G), 

_i 
de  sorte  que  (y")   *  est  un  trinôme  du  second  degré  en  x.  Pour  éliminer 

les  trois  coefficients  A,  B,  G,  il  suffira  donc  de  différentier  trois  fois,  et 

l'équation  différentielle  cherchée  peut  s'écrire  sous  forme  abrégée 


dx 


-[(y)  t]  =  o. 


Kn  effectuant  les  calculs,  on  aboutit  à  l'équation 

(())  4oj"'3 _  ^Syyy'^-hgy'^y  =  o. 

l^e  même  calcul  donne  aussi   l'équation  différentielle  des  paraboles.  En 

_1 
effet,  pour  une  parabole,  l'on  a  A  =  o,  et  (y")  *  est  un  binôme  du  premier 

degré.  L'équation  différentielle  est  donc,  sous  forme  abrégée, 


^Mr-r-Uo, 


dx^ 

ou,  en  effectuant  les  calculs, 
(10)  5j"'*— 3yj'^=o. 

II.  --  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  ORDRE. 

Toute  équation  différentielle  d'ordre  «,  ormée  par  l'élimina- 
tion des  constantes,  admet  une  infinité  d'intégrales  dépendant 
de  n  paramètres  arbitraires.  Mais  il  n'est  nullement  évident  qu'une 
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équation  difTérentielle  donnée  a  priori  possède  des  intégrales. 
C'est  là  une  question  fondamentale,  que  nous  reprendrons  au  Cha- 
pitre suivant.  Nous  allons  d'abord  passer  en  revue  quelques  types 
simples  d'équations  différentielles  du  premier  ordre,  dont  l'inté- 
gration se  ramène  à  des  quadratures.  L'existence  des  intégrales 
sera  établie  par  la  méthode  même  qui  servira  à  les  obtenir.  Si,  au 
point  de  vue  de  la  logique  pure,  cette  marche  peut  être  critiquée, 
nous  observerons  simplement  qu'elle  est  conforme  à  l'ordre  histo- 
rique. 

SG^.   Séparation  des  variables.  —  Le  type  le  plus  simple  d'équa- 
tion différentielle  est  l'équation  déjà  étudiée 

(..)  £  =  /<-). 

où  J  {x)  est  une  fonction  continue,  si  la  variable  x  est  réelle,  et 
une  fonction  analytique,  si  l'on  regarde  la  variable  indépendanle  x 
comme  une  variable  complexe.  Nous  avons  vu  que  cette  équation 
admet  une  infinité  d'intégrales  que  l'on  peut  représenter  par  la 
formule 


=/>* 

«>'j». 


x)dx  -^Q, 


la  limite  inférieure  Xq  pouvant  être  considérée  comme  fixe,  et  C 
désignant  la  constante  arbitraire.  L'équation 


se  ramène  à  la  précédente  en  y  considérant  y  comme  la  variable 

indépendante  et  x  comme  la  fonction  inconnue;   on  en  tire  en 

cr      dx            I 
enet  -r-  = et  par  suite 

x=C-^ 


c. 


D'une  façon  générale,  lorsqu'une  équation  différentielle  du 
premier  ordre  est  résolue  par  rapport  à  la  dérivée  de  la  fonction 
inconnue,  il  est  souvent  commode  de  l'écrire  avec  la  notation 
différentielle 

(iZ)  V{x,  y)dx -h  Ç^ix^  y)  dy  =  o\ 
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cette  forme  ne  préjuge  en  rien  le  choix  de  la  variable  indépen- 
dante qui  peut  être  x  ou  y.  Si  l'on  veut  substituer  aux  variables  x 
ely  deux  nouvelles  variables  u  et  p,  il  suffira  de  remplacer,  dans 
l'équation  (i3),  x^  y,  dx^  dy  par  leurs  expressions  au  moyen  de 
u^  <',  du^  dv.  Remarquons  encore  que  l'on  peut,  sans  changer  les 
intégrales  de  l'équation  (i3),  multiplier  ou  diviser  les  deux  termes 
par  un  même  facteur  <x(^x^y\  pourvu  que  l'on  tienne  compte  des 
solutions  de  l'équation  tjL(a7,  jk)  =  o  que  l'on  peut  faire  apparaître 
ou  supprimer.  Les  deux  cas  particuliers  que  nous  venons  de  traiter 
se  rattachent  à  un  procédé  plus  général,  la  séparation  des  va- 
riables. Si  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  est  de  la 
forme 

(i4)  Xdx+\  dy  ^o, 

X  et  Y  ne  dépendant  que  de  x  et  de  >'  respectivement,  on  dit  que 
les  variables  sont  séparées.  L'équation  s'intègre  par  des  quadra- 
tures, car,  si  l'on  pose 


j      Xdx-h  f'  Y  dy, 

'     ''u  .>'o 


cette  équation  peut  s'écrire  d\]  =  o,  et  l'intégrale  générale  est 
représentée  par  la  relation  U  =  C.  ' 

L'équation 

(i5)  XY,  rfa:+Ji,YrfjK  =  o, 

où  X  et  X,  ne  dépendent  que  de  :r,  Y  et  Y,  ne  dépendent  que 
de  j',  se  ramène  à  la  forme  précédente  en  divisant  les  deux  termes 
par  X,  Y, .  Observons  sur  cet  exemple  que  l'on  supprime  ainsi  les 
solutions  des  deux  équations  X|  =  o.  Y,  ^  o.  Il  est  clair,  en  eflet, 
que  si  y  =  6  est  une  racine  de  Y,  =  o,j)^  =  6  est  une  intégrale 
de  l'équation  proposée,  tandis  qu'elle  ne  sera  pas  comprise,  en 
général,  dans  l'intégrale  générale  de  la  nouvelle  équation. 

365.  Équations  homogènes.  —  On  appelle  équation  homogène 
toute  équation  de  la  forme 

où  le  second  membre  est  une  fonction  homogène  de  degré  zéro. 
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On  la  ramène  à  une  forme  intégrable  en  posanty  =  iix^  les  nou- 
velles variables  étant  J7 et  ii\  on  a  en  effet -^  =  u  -\-  x -r- '  Q^-  l'équa- 
tion (i6)  devient 

On  peut  séparer  les  variables,  en  écrivant  l'équation 

dx  _        du 

^   "/(«)  —  "* 

et  l'intégrale  générale  s'obtient  par  une  qua(Jrature 

J"    (in 


il  suffira  d'j  remplacer  u  par  -  pour  avoir  l'équation  des  courbes 


intégrales. 


L'équatien    générale    de   cetle   famille    de    courbes   est    de    la 

forme   a7^C(pf  — ]»    G  désignant  la    constante  arbitraire.   Elles 

sont  toutes  homothétiques  à  l'une  d'elles  avec  l'origine  comme 
centre  d'homothétie,  le  rapport  d'homothétie  étant  seul  variable; 

car  on  peut  déduire  l'équation  précédente  de  l'équation  x  =  'f(  —  ) 
en  y  remplaçant  x  et  y  par  p  et  ^  respectivement.  Inversement, 

étant  donnée  une  famille  quelconque  de  courbes  homothétiques 
par  rapport  à  l'origine,  l'équation  différentielle  du  premier  ordre 
correspondante  est  homogène.  On  peut  le  vérifier  par  le  calcul, 
mais  ce  résultat  est  évident  a  priori;  en  effet,  les  tangentes  aux 
différentes  courbes  de  cette  famille,  aux  points  de  rencontre  avec 
une  droite  issue  de  l'origine,  doivent  être  parallèles,  et  par  consé- 
quent le  coefficient  angulaire  y'  de  la  tangente  ne  doit  dépendre 

que  du  rapport-- 

On  ramène  à  la  forme  homogène  les  équations 


(i8) 


dy        ,(  a.r-r-  h  y 


dx 


\a' X  ^  b' y  -^  c'  J 


où  a,    6,  c,   «',    h\  c'  sont  des  coefficients  quelconques,   b  et  b' 
n'étant  pas  nuls  à  la  fois.  Il  suffit  en  effet,  pour  que  cette  équation 
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ait  la  forme  voulue,  que  l'on  ait  c  =  c'  =  o.  Or,  si  l'on  pose 

X  =  X-ha,  y  =  Y  -h  ^, 

X  et  Y  étant  les  nouvelles  variables,  a  et  j3  deux  constantes  quel- 
conques, elle  devient 

d^_f(   aX-f-èY-4-aa-t-^>P  +  c 


et  la  nouvelle  équation  sera  homogène  pourvu  que  l'on  ait 
aa -H  èp -+- c  =  o,  a'a -t- 6'^ -H  c' =  o. 

Ces  deux  conditions  déterminent  a  et  j3  pourvu  que  ab'  —  ba'  ne 
soit  pas  nul.  Dans  le  cas  particulier  où  l'on  a  ab' —  ba'  -^=  o,  sup- 
posons b^o;  nous  aurons  a'.x -^  b'y  =  k (ax -+- by)^  k  étant  un 
facteur  constant  qui  a  une  valeur  finie,  et  en  posant  ax  -h  by  =  u 
l'équation  prend  la  forme 

I   du  _  a        ./  u->r  c  \ 
b  dx        b       "^  \ku^  c' /  ^ 

o\x  les  variables  sont  séparées. 

366.  Équations  linéaires.  —  Une  équation  différentielle  linéaire 
du  premier  ordre  est  de  la  forme 

^■9)  ^■4-Xj'  +  X,  =  o,  s 

X  et  X,  étant  des  fonctions  de  x.  Lorsque  X,  =o,  on  peut  écrire 

cette  équation 

dy 
{•lo)  — 1-  X  dx  =  o, 

y 

et  l'intégrale  générale  s'obtient  par  une  quadrature  : 

—  i     \dx- 

(21)  y-Ce     '»        . 

Pour  intégrer  l'équation  complète  (19),  où  X|  est  supposé  dif- 
férent de  zéro,  nous  chercherons  à  satisfaire  à  cette  équation  en 
prenant  pour  y  une  expression  de  la  forme  (21),  en  considé- 
rant G,  non  plus  comme  une  constante,  mais  comme  une  fonc- 
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lion  inconnue  de  x.  Cela  revient  à  faire  le  changement  de  va- 
riable y  =  Y:;,  z  étant  la  nouvelle  fonction  à  déterminer,  et  Y 
une  quelconque  des  intégrales  de  l'équation  (20).  Après  cette 
substitution,  l'équation  (19)  devient,  en  tenant  compte  de  la  rela- 
tion (20)  à  laquelle  satisfait  Y, 

dx 

et  s'intègre  par  une  quadrature.  On  en  tire 

■X, 


^-J^dx  +  C, 


C  étant  la  constante  arbitraire.  L'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (19)  s'obtient  donc  par  deux  quadratures  successives.  On 
peut  encore  l'écrire,  en  remplaçant  Y  par  son  expression, 

(22)  y  =  e  '■'    '\C—  f\xe^' "  dxY 

les  limites  inférieures  dans  les  deux  quadratures  pouvant  être 
choisies  à  volonté. 

L'intégrale  générale  est  une  fonction  entihe  et  linéaire  de  la 
constante  d^ intégration,  de  la  forme  y  =  C/(j;) -i- <p(a:),  où 
f{x)  et  1^  (.r)  sont  des  fonctions  déterminées  de  x.  Cette  propriété 
caractérise  les  équations  linéaires,  car,  si  l'on  élimine  la  con- 
stante C  entre  l'équation  précédente  et  l'équation 

y=C/'(^)-f-«f'(a:), 

on  est  évidemment  conduit  à  une  relation  linéaire  enj^  ctj)^.  On 
peut  énoncer  le  résultat  sous  une  autre  forme.  Soient  Vi,  ^2,  ^3 
trois  intégrales  particulières  de  l'équation  linéaire,  correspondant 
aux  valeurs  C,,  Co,  C»  de  la  constante  C;  l'élimination  des  deux 
fonctionsy'(x)  et  o{x)  entre  les  trois  relations 

jKi=  C,/(a7)^cp(a7),         ^2=  C2/(.r)-^cp(a:),  ^3  =  Cs/Cx)  +  tp(a:) 

conduit  à  l'égalité  "^-^ — —^-r:^ — -=^,  ce  qui   montre   que  le  ran- 
y-i—yy       Cî  — C,  ^  T  r 

port  •  ^  _    '■  est  constant,  pour  trois  intégrales  particulières  quel- 
conques d'une  équation  linéaire.  Si  l'on  connaît  deux  intégrales 
G.,  IL  ao 
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particulières  jK),  ya  d'une  équation  linéaire,  on  peut  donc  écrire 
immédiatement  l'intégrale  générale 

^^  =  consl. 

yi—yx 

Remarquons  encore  que,  si  l'on  connaît  une  seule  intégrale  par- 
ticulière ^4 ,  on  obtient  l'intégrale  générale  |)ar  une  seule  quadra- 
ture; en  effet,  en  posant  y  =j^,  -f-«,  on  est  conduit  à  l'équation 

-% — [-X.M^o,  identique  à  l'équation  (20). 

367.   Équation  de  Bernoulli.  —  L'équation  de  Bernoulli 

(23)  g  +  Xj^  +  X,jK"  =  o, 

où  n  est  un  exposant  quelconque,  différent  de  zéro  et  de  l'unité,  se 
ramène  à  une  équation  linéaire  en  prenant  pour  inconnuejK*""  =5. 
L'équation  précédente  peut  en  effet  s'écrire,  en  divisant  tous  les 
larmes  par  j'", 

'  ^^       ,      Y  ,      Y 

-+-  A-  -f-  A,  =  o. 


I  —  n  dx 
On  peut  rattacher  au  type  précédent  l'équation 

(24)  ?()  dx  -^^{  —  \dy  -^  kx"^{x  dy  —  y  dx)  =  o, 

OÙ  k  et  m  sont  deux  nombres  quelconques.  Si  l'on  pose,  en  effet, 
y^  uûc,  l'équation  obtenue  peut  s'écrire 

[cp(a)  -f-  u<\i{u)]-z \-x<\){u)  -\-  /cx"'+^  =  o, 

et,  en  posant  .a:~<"*+*^^  5,  on  est  conduit  à  une  équation  linéaire. 
368.  Équation  de  Jacobi.  —  Considérons  l'équation 

(25) 


{a  -h  a' X  -+-  a" y)  (x  dy  — y  dx) 

—  (b  -+-  b'x  -+-  b"  y)  dy  -\-  (c  -\-  c'  x  -1-  c"  y)  dx  =  o, 


où  a,  a',  a",  6,  b\  6",  c,  c',  c"  sont  des  coefficients  constants  quelconques. 
Lorsque  l'on  a  a  =  è  =  c  =  o,  l'équation  rentre  dans  le  type  (24),  car  il 
suffit  de  diviser  par  a!x-^a"y.  Pour  ramener  le  cas  général  à  ce  cas  par- 
ticulier, posons  a^  =  X  +  a,  ^  =  Y-i-p,  X  et  Y  étant  deux  nouvelles  va- 
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riables,  a  et  p  deux  constantes;  nous  obtenons  une  nouvelle  équation  de 
même  forme,  qui  peut  s'écrire 

'  (a'X  -h  a"  Y)  (X  ciY  —  Y  d\) 
(25)'  —  [B+6'X4-6'Y  — (A^-a'X-Ha'Y)a  — AX]rfY 

(  ^[G-h  c'X-4-  C'Y  — (A-+-a'X+a"Y)?  — AY]rfX  =  o, 

en  posant 

A  =  a -+- a'a -H  a*^,         B  —  6 -+- 6'a -t- 6"^,         G  =  c -f- c'a -i- c'p. 

Cette  équation  (25)'  sera  du  type  (24)  si  l'on  a  Aa  —  B  =  o,  Ap  —  C  =  o. 
Nous  sommes  donc  conduits  à  déterminer  les  constantes  a,  p  par  ces  deux 
conditions  que  l'on  peut  écrire  sous  forme  plus  symétrique,  en  introdui- 
sant une  inconnue  auxiliaire  X, 

A  —  X  =  o,         B  —  Xa  =  o,         G  —  Xp  =  o; 

l'élimination  des  inconnues  a,  p  conduit  à  une  équation  auxiliaire  du  troi- 
sième degré  pour  déterminer  X 


a  —  X        a 
b        b'—\ 

c  c' 


a 

b' 

c'—l 


L'intégration  de  l'équation  de  Jacobi  (25)  dépend  donc  avant  tout  de  la 
résolution  de  cette  équation  du  troisième  degré,  comme  nous  le  verrons 
un  peu  plus  loin  par  d'autres  méthodes. 


(26) 


369.  Équation  de  Riccati.  —  L'équation  de  Riccati 


dx 


-\-  Xj*  -^  Xxy  ^-  X,  =  o, 


où  X,  X,,  Xo  sont  des  fonctions  de  x^  ne  peut  pas  en  général 
s'intégrer  par  des  quadratures.  Les  intégrales  de  cette  équation, 
lorsque  les  coefficients  sont  quelconques,  constituent  des  trans- 
cendantes nouvelles,  dont  on  étudiera  les  propriétés.  Mais  cette 
équation  se  rattache  au  sujet  qui  nous  occupe,  à  cause  de  la  pro- 
priété suivante  :  si  Von  connaît  une  intégrale  particulière^  on 
peut  trouver  Cintégrale  générale  par  deux  quadratures. 

Soit  jKi  une  intégrale  particulière.  Le  changement  de  va- 
riable y=j',  H- 2  conduit  à  une  équation  de  même  forme  qui  ne 
doit  pas  renfermer  de  terme  indépendant  de   5,    puisque   ^  =  0 
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doit  être  une  intégrale  ;  cette  équation  est  en  effet 

dz 

et    il   suffira   de  poser  -  =  u  pour  être   ramené  à   une   équation 

linéaire,  ce  qu"  démontre  la  proposition  énoncée. 

De  là  se  dé(  aisent  plusieurs  conséquences  importantes.  L'inté- 
grale générale  de  l'équation  linéaire  en  u  est  de  la  forme  (n"  360) 

l'intégrale  générale  de  l'équation  de  Riccati   est   par  conséquent 
de  la  forme 

(^    )  y      ^'^  Cf{x)-^^(x)  Cf{x)  +  o{a:)' 

Nous  voyons  que  c'est  une  fonction  rationnelle  et  linéaire 
de  la  constante  d'intégration.  Réciproquement,  toute  équation 
différentielle  du  premier  ordre  qui  possède  cette  propriété  est  une 
équation  de  Riccati.  En  effet,  soient /(a?),  ^  (x),  J\{x),  ^t{x) 
quatre  fonctions  quelconques  de  x]  toutes  les  fonctions  j'  repré- 
sentées par  la  formule  (28),  où  C  est  une  constante  arbitraire, 
sont  des  intégrales  d'une  équation  du  premier  ordre  que  l'on 
obtient  aisément  en  résolvant  la  relation  (2S)  par  rapport  à  C  et 
en  prenant  la  dérivée.  On  a  ainsi 

yf—fi' 

et  l'équation  différentielle  correspondante 

(j/— /i)(?i  — ?/  — rf')  — (fi  — JK<F)(r7-+-JK/'  — /()  =  o 

est  bien  de  la  forme  (26). 

Soïentyf,  y.,,  y-i,  Xa  quatre  intégrales  particulières  correspon- 
dant aux  valeurs  C,,  C2,  C3,  C/,  de  la  constante  C.  D'après  la 
théorie  du  rapport  anharmonique,  on  a  la  relation,  qu'il  est  facile 
de  vérifier  par  le  calcul, 

.rt,—y>  .  y 3  —  jki  _  C4—  Ci  .  Ci—  Ci 
JK4  — ^2  '  r-i—yi  "  C4— C2  ■  C3  -  G,' 

ce  qui   prouve  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  inté- 
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grales  particulières  quelconques  de  V équation  de  Riccati  est 
constant. 

Ce  théorème  permet  de  trouver  sans  aucune  quadrature  l'inté- 
grale générale  d'une  équation  de  Riccati  lorsqu'on  en  connaît 
trois  intégrales  particulières  j^,,  y2i  Jj.  Toute  autre  intégrale  y 

doit  être   telle   que  le   rapport  anharmonique  •^- — ^:-^-2 — Zl  soit 
^  ^t-  n     y— Xi  yz—yt 

constant.  On  obtiendra  donc  l'intégrale  générale  en  égalant  ce 
rapport  à  une  constante  arbitraire  ;  on  voit  que  y  sera  une  fonction 
rationnelle  et  linéaire  de  la  constante,  ce  qui  prouve  que  la  pro- 
priété précédente  n'appartient  qu'aux  équations  de  Riccati, 

Remarquons  enfin  que,  si  l'on  connaît  deux  intégrales  particu- 
lières seulement  y,  ^^y-ii  on  achève  l'intégration  par  une  quadra- 
ture. En  effet,  après  la  première  transformation  r=y,  -h  5,  l'équa- 
tion en  z  obtenue  admet  l'intégrale  y-j  — yt  ;  l'équation  linéaire 

en  u  a  donc  aussi  une  intégrale  particulière  connue On 

trouvera  donc  l'intégrale  générale  de  l'équation  en  u  par  une  seule 
quadrature  (*). 

Application.  —  Considérons  une  famille  de  cercles  dépendant  d'un 
paramétre  variable,  situés  dans  un  même  plan.  Soient  a,  6,  R  les  coor- 
données du  centre  du  cercle  variable  et  le  rayon  (les  axes  étant  rectan- 
gulaires); a,  6,  R  sont  des  fonctions  supposées  connues  d'un  paramètre 
variable  a.  Proposons-nous  de  trouver  les  courbes  qui  coupent  chacun  de 
ces  cercles  sous  un  angle  connu  V,  constant  ou  fonction  donnée  de  a.  Les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  iVl  du  cercle  C  de  centre  (a,  b)  et  de 
rayon  R  peuvent  être  représentées  par  les  formules 

a^  =  aH-Rcos(i,         j' =  6 -+- R  sin6, 
6  étant  l'angle  que   fait  le   rayon  aboutissant  au  point  M  avec  la  direc- 

(')  On  peut  étitblir  les  propriétés  de  l'équation  de  Riccati  démontréos  dans  le 

texte  en  observant  qu'elle  ne  change  pas  de  forme  par  toute  transformation  homo- 

f  z  -\-  <o 
graphique  y  =  ■^— ; -j—,  /,  /,,  ç,  »,  étant  des  fonctions  de  x.  Si  l'on  connaît  une, 

deux  ou  trois  intégrales  de  l'équation  (26),  on  peut  toujours  choisir  la  transfor- 
mation homographique  de  façon  que,  dans  l'équalion  transformée  en  z,  un,  deux 
ou  trois  des  coefficients  du  polynôme  du  second  degré  en  z  soient  nuls.  Une 
équation  linéaire  doit  être  considérée  comme  une  équation  de  Riccati  admet- 
tant l'intégrale  particulière  y  =:  <x,  c'est-à-dire  telle  que   l'équation  obtenae  en 

posant  y=-  admette  la  solution  z  =  o. 
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tion  Ox.  Le  problème  revient  à  déterminer  cet  angle  0  en  fonction  du 
paramètre  a  de  façon  que  la  courbe  décrite  par  le  point  M  coupe  le 
cercle  G  sous  un  angle  V.  L'équation  différentielle  du  problème  est  donc 


cotV 


-^  —  tango 
dx ^ 

1-+- tangô-j^ 
ax 


qui  devient,  en  remplaçant  dx  et  dy  par  leurs  valeurs  et  réduisant, 

R-, — \-  b'  cos6  —  a'  sinO  —  cotV(R'-|-  a'  cosG  -+-  b'  sinô)  =  o, 
aa 

a'  b\  R'  étant  les  dérivées  de  a,  b,  R,  par  rapport  à  a.  En  prenant  pour 
nouvelle  inconnue  tang-  =  t,  nous  obtenons  une  équation  de  Riccati 

(29)     2R  ---^b'(i  —  ti)  —  ia't  —  cot\[K(i-^t^)-^a'{i—t^)  +  2b't]=o. 
do. 

Il  suffira  donc  de  connaître  une  trajectoire  pour  obtenir  toutes  les  autres 
par  deux  quadratures. 

Considérons  le  cas  particulier  des  trajectoires  orthogonales  ;  l'angle  V 
est  alors  un  angle  droit,  et  la  cotangente  est  nulle.  Si  l'on  suppose  en 
outre  que  les  cercles  considérés  ont  leurs  centres  sur  une  ligne  droite,  on 
connaît  a  priori  deux  intégrales  particulières  de  l'équation  ('29),  car  la 
ligne  des  centres  est  une  trajectoire  orthogonale  et  rencontre  chaque 
cercle  en  deux  points.  On  vérifie  aisément  que  l'intégration  n'exige  qu'une 
quadrature,  car,  si  l'on  a  pris  la  ligne  des  centres  pour  axe  des  x,  l'équa- 
tion (29)  se  réduit  à  R  -7 a' t  =  o. 

370.  Équations  non  résolues  par  rapport  àjK'-  —  Dans  les  diffé- 
rents cas  que  nous  venons  d'examiner,  l'équation  était  supposée 
résolue  par  rapport  à  y'.  Considérons  maintenant  l'équation  géné- 
rale du  premier  ordre  F (x,  y,  y)  =  o.  Soit  S  la  surface  repré- 
sentée par  l'équation  F(j",  y,  z)  =  o,  obtenue  en  remplaçante)^' 
par  2.  A  toute  intégrale  y  =f{x)  de  l'équation  proposée  on  peut 
faire  correspondre  une  courbe  F  représentée  par  les  relations 

(r)  r  =  /(^),       -=/'(^), 

qui  est  située  tout  entière  sur  la  surface  S,  puisque  l'on  a 

F[x,f(x\f{x)]  =  o. 
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Mais  celte  courbe  F  n'est  pas  une  courbe  quelconque  de  la  sur- 
face S  ;  le  long  de  cette  courbe  en  effet  y  et  z  sont  des  fonctions 
de  X  satisfaisant  à  la  relation  dy  —  zdx  =  o,  et  cette  relation 
garde  la  même  forme,  quand  on  prend,  au  lieu  de  x,  une  variable 
indépendante  quelconque. 

Inversement,  soit  F  une  courbe  située  sur  la  surface  S  ;  les  coor- 
données X,  y^  z  d'un  point  de  cette  courbe  sont  fonctions  d'un 
paramètre  variable  a.  Si  ces  trois  fonctions  j?=:c3,  (a),  y  ^^2  (^t), 
:;  =  c33(a)  satisfont  à  la  relation  di=  zdx,  on  peut  en  déduire 
une  intégrale  de  l'équation  proposée.  En  effet,  les  deux  premières 
équations  J7  =  cp,  (a),  r  =  -s-y  (a)  représentent  une  courbe  plane  C; 
soit  y^f(^x)  l'équation  de  cette  courbe  supposée  résolue  par 
rapport  à  y.  Tout  le  long  de  la  courbe  F  on  a  z=/' (x),  et  par 
suite  F[x,  /{x),  /'  {x)]  =  o;  la  courbe  G  est  donc  une  courbe 
intégrale.  Il  n'y  aurait  d'exception  que  si  celte  courbe  G  se  rédui- 
sait à  un  point,  et  la  courbe  F  à  une  droite  parallèle  à  Os.  Il  revient 
donc  au  même  d'intégrer  l'équation  proposée  F  (x,  y,  y')-=o,  ou 
de  chercher  les  courbes  de  la  surface  S  pour  lesquelles  ou  a 

dy  —  z  dx  =  o. 

Gela  étant,  supposons  que  l'on  puisse  exprimer  les  coordonnées 
d'un  point  a?,  y,  z  de  la  surface  S  explicitement  en  fonction  de 
deux  paramètres  variables  a,  v^ 

toute  courbe  F  de  la  surface  S  s'obtient  en  établissant  une  cer- 
taine relation  entre  u  et  r,  et,  pour  que  cette  courbe  définisse  une 
intégrale,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ail  dy^=  zdx  ou 


-^du-\-  -^ 
ou  ov 


dv  =  <L ( M,  v)  (  -^du-\-  ^dv). 
\àu  dv      I 


Nous  avons  ainsi  une  équation  différentielle -7- =  7t(«,  v\  résolue 

par  rapport  à -^ —  Il  est  clair  que  la  méthode  précédente  s'applique 
aussi  aux  équations  que  l'on  peut  résoudre  par  rapport  à  y'. 

Getle  transformation  est  immédiate  pour  les  équations  résolues 
par  rapport  à  l'une  des  variables  x  on  y.  Soit  par  exemple  l'équa- 
tion - 

(3o)  y  =  f^.x,y')\ 
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on  peut  prendre  ici  pour  paramètres  variables  x  el  y'  =  p.  I^a 
surface  S  est  alors  représentée  par  les  équations 

et  la  relation  dy^=  zdx  devient 

àf       àf  dp 

C'est  le  résultat  que  l'on  obtiendrait  directement  en  différentiant 
l'équation  (3o)  et  remplaçant  y  par  />.  Soit  p  =  ':i[x^  C)  l'inté- 
grale générale  de  l'équation  (3i);  pour  en  déduire  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  (3o),  il  suffira  de  remplacer  j^'  par  'f(:r,  C)  dans 
la  formule  (3o). 

371.  Équation  de  Lagrange-  —  Considérons  en  particulier  une 
équation  linéaire  par  rapport  aux  deux  variables  x  et  >', 

(32)  ^  =  a7Ci(j'')  +  t|>(/); 

en   différentiant  les  deux  membres,  et  désignant  y'  par  /?,  nous 

obtenons  l'équation 

,    .  , ,       dp        ,, ,      dp 

/,  =  <p(/,) -+- a;  ?  (/>)  ^ -4- 4.  (/>)  ^ . 

Si  l'on  y  considère/?  comme  la  variable  indépendante,  et  a?  comme 
l'inconnue,  cette  équation,  que  l'on  peut  écrire 

cicr 

[<f(p)—p]—-^x^'(p)^'2^'(p)  =  o, 

est  linéaire  et  s'intégrera  par  deux  quadratures.  Ayant  obtenu  x 
en  fonction  de/?,  en  portant  celle  valeur  de  x  dans  la  formule 

y  =  x<f(p)-^-<\>(p), 

on  aura  les  coordonnées  x  eV  y  exprimées  en  fonction  du  para- 
mètre/? et  d'une  constante  arbitraire  ('  ). 

(')  On  peut  aussi  ramener  l'équation  (Sa)  à  une  équation  linéaire  au  nnoyen  de 
la  transformation  de  Legendre  (I,  n°  C2). 

Les  équations  homogènes  y  —  x<o  {y'),  non  résolues  par  rapport  ky',  peuvent 
être  considérées  comme  des  cas  particuliers  de  l'équation  de  Lagrange  et 
intégrées  de  la  même  façon. 
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On  peut  se  rendre  compte  aisément  de  la  disposition  des  courbes  inté- 
grales, en  observant  que  x  et  y  sont  des  fonctions  entières  et  linéaires  de 
la  constante  arbitraire  C, 

(33)  x=  CF(/>  )-+-*(/>),         .K  =  G  F,(/)) -+-*,(/>); 

mais  les  fonctions   F(^),   Fi(p),   «!»(/)),  *i(/>)  ne   sont  pas  quelconques, 

dy 
puisque  le  paramètre  p  représente  le  coefficient  angulaire  -j-  de  la  tan- 
gente. Il  faut  pour  cela  que  l'on   ait  F',(/))  =  /? F' (/>),  .*i(/>)  =/>*'(/>)• 
Soient  Tq,  Fi  deux  intégrales  particulières  correspondant  aux  valeurs  C  =  o, 
C  =  I  de  la  constante 

les  équations  (33)  qui  représentent   une  intégrale  quelconque  F  peuvent 

encore  s'écrire 

I  ar  =  C(j-,  —  jro)-l-J?u, 

Aux  points  Mofa-Q,  y-ç,),  Mi(a!'i,  ^i),  M(x,  y)  des  courbes  Fq,  Fi,  F.  qui 
correspondent  à  une  même  valeur  de  p,  les  tangentes  à  ces  courbes  sont 
parallèles.  D'autre  part  on  tire  des  formules  précédentes 

y  —  ro       a-  —  xo  n 


y~yi      T  —  xi      L  —  i 

ce  qui  prouve  que  les  trois  points  M,  Mo,  Mj  sont  en  ligne  droite  et  que 

M  Mo  ^        j         ,  •  .        ..  • 

le  rapport  tt-t;-  est  constant.  On  a  donc  la  construction  géométrique  sui- 
'^^        MM, 

vante  :  Etant  données  les  deux  courbes  Fo,  F»,  on  joint  les  points  Mo, 

Ml  de  ces  deux  courbes  où  les  tangentes  sont  parallèles,  et  l'on  prend 

.   ,         .     .         ,  .        m.         .  I  M  Mo         .      ,         , 

sur  la  droite  qui  les  joint  le  point  M  tel  que  le  rapport  soit  égal 

à  une  constante  donnée  K.  Lorsque  les  points  Mo,  M|  décrivent  les 
courbes  Fo,  F,,  le  point  M  décrit  une  courbe  intégrale  F,  et  l'on  obtient 
l'intégrale  générale  en  faisant  varier  la  constante  K. 

372.  Équation  de  Clairaut.  —  Un  cas  particulier  remarquable 
de  l'équation  de  Lagrange  a\ait  déjà  été  traité  par  Clairaut;  on 
appelle  équation  de  Clairaut  toute  équation  de  la  forme 

y  =  Ty'^f,y'). 
Suivant  la  méthode  générale,  différenlions  les  deux  membres  et 
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posons j'' =/?;  nous  arrivons  à  l'équation 

(35)  [a:  +  /'(^)jg=o. 

On  satisfait  à  cette  équation  en  posant  -~  =  o,  d'où  p  =:zC  L'in- 
tégrale générale  de  l'équation  de  Clairaut  est  donc 

(36)  7  =  C^+/(G); 

cette  équation  représente  une  famille  de  droites,  et  l'on  vérifie 
immédiatement  que  ce  sont  bien  des  intégrales.  Mais  on  satisfait 
aussiàl'équation(35)  en  annulantle  premierfacleur  ^  +/'(^)  =  o. 
Il  s'ensuit  qu'il  existe  une  nouvelle  intégrale  de  l'équation  (34), 
qui  est  représentée  par  les  deux  relations 

or  l'élimination  de  p  entre  ces  deux  relations  conduirait  précisé- 
ment à  l'enveloppe  des  droites  représentées  par  l'équation  (36). 
L'équation  de  Clairaut  admet  donc  en  outre  une  intégrale  qui  est 
l^ enveloppe  des  droites  formant  l'intégrale  générale.  Comme 
on  ne  peut  obtenir  cette  intégrale  en  donnant  à  la  constante  C  une 
valeur  particulière,  on  dit  que  c'est  une  intégrale  singulière. 

On  est  conduit  à  une  équation  de  Clairaut  quand  on  se  propose  de  déter- 
miner une  courbe  plane  par  une  propriété  de  ses  tangentes  où  n'intervient 
pas  le  point  de  contact.  Soit  en  effet  y  =  f{x)  l'équation  de  la  courbe 
cherchée;  l'équation  de  la  tangente  étant  \  =  y'^ -{- y  —  xy' ,  on  sera 
conduit  à  une  relation  entre  /'  et  v  —  xy\  c'est-à-dire  à  une  équation  de 
Clairaut.  Il  est  clair  que  dans  ce  cas  c'est  l'intégrale  singulière  qui  don- 
nera la  véritable  solution  du  problème.  Proposons-nous  par  exemple  de 
trouver  une  courbe  telle  que  le  produit  des  distances  de  deux  points 
fixes  F,  F'  à  l'une  quelconque  de  ses  tangentes  soit  égal  à  une  cons- 
tante b^.  Soit  ic  la  distance  FF';  le  milieu  du  segment  FF'  étant  pris 
pour  origine,  et  la  droite  FF'  pour  axe  des  a?,  on  est  conduit  à  l'équation 
différentielle 

(y  —  ^y  )'—  c^y  =  b'-(i-+-y"-), 

en  supposant  que  la  tangente  laisse  les  deux  points  F,  F'  du  même  côté. 
On  en  ùre  y  =^  xy' ±  ^ b^ ->r  a^y'-;  l'intégrale  générale  se  compose  de  la 
famille  de  droites 

y  =  Cxàz\/WT~â^-,  a2==è2_^c2. 
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L'intégrale  singulière,  enveloppe  de  ces  droites,  est  l'ellipse 

a:'         y* 
^-^^='' 

c'est  la  vraie  solution  du  problème. 

373.  Intégration  des  équations  F(x,  y')  =  o,  F(y,  y')  =  o.  —  Les 
équations  qui  ne  renferment  que  l'une  des  variables  x  ou  y  s'in- 
tègrent par  une  quadrature,  pourvu  que  l'on  puisse  résoudre  la 
relation  par  rapport  k  y'  (n"  364).  Lorsque  cette  relation  est  algé- 
brique, y  est  une  intégrale  abélienne  ou  la  fonction  inverse  d'une 
intégrale  abélienne.  Toutes  les  fois  que  la  relation  est  de  genre 
zéro  ou  de  genre  un,  on  peut  exprimer  x  el  y  en  fonction 
d'un  paramètre  variable,  soit  rationnellement,  soit  au  moyen  de 
transcendantes  classiques.  Considérons  d'abord  les  équations 
F(y,  y')  =  o,  de  genre  zéro;  on  peut  exprimer  y  et  j'' par  des 
fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  u,  yz=f(^u),  y'  =/t(u), 
et  la  condition  dy=y'dx  nous  donne  f'{u)  du  =/i(u)  dx.  Les 
variables  x  et  y  s'expriment  donc  par  les  formules 

(37)  y=Au).         x=f-Ç^^du, 

au  moyen  de  la  variable  auxiliaire  u.  Le  même  calcul  s'applique 
aux  équations  F{y,y')  =z  o,  lorsque  la  relation  est  du  premier 
genre;  mais  on  doit  prendre  pour  f(u)  el /i(u)  des  fonctions 
elliptiques,  et  x  el  y  s'expriment  au  moyen  des  transcendantes 
p,C,  tf(n'>333). 

On  peut  opérer  de  même  avec  les  équations  F(x,  y')=:o, 
lorsque  la  relation  est  du  genre  zéro  ou  un;  elles  se  ramènent 
d'ailleurs  à  la  forme  précédente  en  permutant  xely. 

Exemples.  —  i"  L'équation  y^iy' —  i)  =  (2  — y'y  est  de  genre  zéro  et, 
en  posant  9. — y' =  yu,  on  en  lire  y'=:i-hu^,y= u.  La  rela- 
tion dy  =  y' dx  devient  ici  dx  = -•  On  a  donc  x  —  — h  G,   et  l'inté- 

grale  générale  de  l'équation  proposée  est  y  ■=.  x  —  C —  • 

1°  L'équation jk''  —  3  k'*  —  9^*  —  iiy^  =  o  représente,  quand  on  y  regarde 
V  et  y'  comme  les  coordonnées  d'un  point,  une  quartique  unicursale  admet- 
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tant  les  trois  points  doubles  (y  =  o,  y'  =  o),  (^=±*/ —  -  ,  y  =:  -i  1. 
Nous  pouvons,  en  effet,  écrire  l'équation  précédente 

En  posant  d'abord  ^' =  «^  —  ,^  [\  vient  3y'^  =( u -hi)^{u  —  a);  si  l'on 
pose  ensuite  u  —  2  =  3^^^  on  obtient  finalement  les  expressions  suivantes 
de  y  et  y  en  fonction  du  paramètre  /, 

y  =  3{t-ht»),         y=  3(.-f-<î)(i  +  3«5). 

La  relation  dy  =  y'  dx  se  réduit  ici  à  dx(i  -\-  t^)  ^  dt;   on  en  tire 

t  =  tang(a:  -f-  G), 

et  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée  est  par  conséquent 
y  =  2  tang(.r-i-  G)-{-  3  tang3(a7-h  G). 

3"  Soit  R(^)  un  polynôme  du  troisième  ou  du  quatrième  degré,  premier 
avec  sa  dérivée;  considérons  l'équation  dillërentielle 

(38)  /2=R(j). 

On  a  vu  plus  haut  (n"  336)  qu'on  peut  satisfaire  à  cette  relation  du  pre- 
mier genre  en  posant  y  z=  f(u),  y'  =  /'('<■),  /(u)  étant  une  fonction 
elliptique  du  second  ordre.  La  condition  dy  =  y' dx  devient  du  =  dx: 
l'intégrale  générale  de  l'équation  (38)  est  donc  une  fonction  ellip- 
tique 7  =/(  a?  h-  G). 

Lorsque  le  polynôme  R(^)  est  de  degré  inférieur  à  3,  ou  lorsque  ce 
polynôme,  étant  de  degré  3  ou  4,  n'est  pas  premier  avec  sa  dérivée,  la 
relation  (38)  est  du  genre  zéro.  On  peut  exprimer  y  et  y'  par  des  fonc- 
tions rationnelles  d'un  paramètre  m,  et,  en  appliquant  la  méthode  précé- 
dente, on  vérifie  aisément  que  l'intégrale  générale  est  une  fonction  ration- 
nelle de  X,  ou  une  fonction  rationnelle  de  e'^-'. 

374.  Facteur  intégrant.  —  La  méthode  d'intégration  par  sépa- 
ration des  variables  a  été  généralisée  par  Euler.  Le  raisonnement 
du  n"  364  s'applique  en  effet  à  toute  équation  du  premier  ordre 

(39)  V{x,y)dx-^Çl{x,y)dy  =  o, 

dont  les  coefficients  P  et  Q  contiennent  à  la  fois  x  et  y,  pourvu 

,,  .    (JP         dO     ^  ,.  .  ,  .  cr^ 

que  1  on  ait  -7—  =  -T-^-  Cette  condition  est  nécessaire  et  suiiisante 

^  oy        ox 

pour  que  Pdx  -\-  Q^dy  soit  la  différentielle  totale  d'une  fonc- 
tion U(j7,  y),  et  cette  fonction  U{x,  y)  s'obtient,  comme  on  l'a  vu, 
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pardes  quadratures  (I,  n°  loi  ).  L'équation  (89)  est  donc  identique 
à  l'équation  dU  =  o,  et  l'on  y  satisfait  de  la  façon  la  plus  générale 
en  établissant  entre  x  ely  une  relation  de  la  forme  L  (j?,  y)  =  C. 
On  intègre  donc  l'équation  (Sq)  par  des  quadratures  toutes  les  fois 

que  les  coefficients  P  et  O  vérifient  la  condition  —  =  --^. 
'  ^  ôy         ox 

Pour  que  la  méthode  précédente  puisse  être  appliquée,  il  n'est 
pas  nécessaire  que  1  on  ait  —  ==  —  ;  li  suiiit  de  connaître  nn  jac- 
teur  intégrant^  c'est-à-dire  un  facteur  iji(^,  ^)  tel  que  le  produit 

\>-{^':y)[^  dx  -^  C)dy\ 

vernie  la  condition  d  inteerabilite  — r — -  =  — v-^j   ou,   en    deve- 

°  ây  dx 

loppant, 

(4o)  P-r-  — Q-'--+-u( :i^=o. 

^^   ^  dy        ^dx        ^\dy        dx  J 

La  recherche  des  facteurs  intégrants  est  donc  ramenée  à  Tinté- 
gration  de  l'équation  précédente,  qui  est  une  équation  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre.  Il  semble  qu'en  opérant  ainsi  on  fait 
dépendre  l'intégration  de  l'équation  (39)  d'un  problème  en  appa- 
rence plus  difficile;  mais  il  est  à  remarquer  qu'il  suffit  de  con- 
naître une  solution  particulière  de  l'équation  (4")  pour  pouvoir 
appliquer  la  méthode,  et  l'on  peut,  dans  bien  des  cas,  trouver 
une  intégrale  particulière  de  l'équation  (4o)  par  des  procédés  plus 
ou  moins  directs.  Cherchons  par  exemple  dans  quel  cas  l'équa- 
tion (39)  admet  un  facteur  intégrant  ne  dépendant  que  de  a:.  Si  l'on 

suppose  y  =  o,  l'équation  (4o)  devient 

^dx        ^\dy        dx)' 
dP  _  ^ 
et  l'expression  ^^— -doit  être  indépendante  de  jk;   s'il  en  est 

ainsi,  on  obtient  un  facteur  intégrant  jjl  par  une  quadrature.  Suppo- 

dP 
sons  de  plus  Q  =  i  ;  alors  -r-  doit  être  une  fonction  X  de  la  va- 
riable X,  et  l'équation  (39)  est  une  équation  linéaire 
(39)'  dy-h{Xy^Xi)dx  =  o. 
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Ç    X  dx 

L'équation  (4o)  admet  la  solution  [jL  =  e*''»  ,  et  l'on  vérifie 
aisément  qu'en  multipliant  l'équation  (Sg)'  par  ce  facteur  on  a  au 
premier  membre  une  différentielle  exacte 

f\dr  /  f\,l.r  r  f 


e  -^o 


/  f     X(/.r  ^.r  f    Xrf.f  \ 

(dy  -+-  Xy  i/a?  -h  X 1  dx)  =  d\  y  e^  ''o  -+-  /      X j  e  *o  a?^  I  ==  o  ; 


les  calculs  à  effectuer  pour  l'intégration  sont  exactement  les  mêmes 
que  dans  la  première  méthode  (n°  366). 

Nous  démontrerons  plus  loin  que  l'équation  (4o)  admet  une 
infinité  d'intégrales,  sous  des  conditions  très  générales  qui  sont 
toujours  remplies  dans  les  cas  qui  nous  occupent.  Si  l'on  connaît 
un  facteur  intégrant  [x,,  on  peut  obtenir  tous  les  autres  de  la  façon 
suivante.  En  posant  pi.  =  p.,v,  l'équation  (4o)  devient 

or  on  connaît  une  fonction  satisfaisant  à  cette  relation  :  c'est  la 
fonction  lJ{x,  y)  dont  la  différentielle  ioia\e  esl  ^i{P dx  -h  Q^dy), 

puisque  les  dérivées  partielles  -r— »  -r—  sont  égales  à  pi,P  et  à  [J-iQ. 

^           j                    .  d^  dU         dv  dU  ■      .  , 

Un  a  donc  aussi  -r — ; -^ — —  =  o,  ce  qui  prouve  que  v  est  de 

oy  ox         ox  oy  ^       ^  ' 

la  forme  '^'(U),  et  l'expression  générale  des  facteurs  intégrants 
est  M>- =  pt.|0(U),  (S  étant  une  fonction  arbitraire  de  U.  Il  est  aisé 
de  vérifier  que  |jl  est  bien  un  facteur  intégrant,  car  de  l'identité 

IxiiP  dx-^Qdy)  =  d{] 

on  déduit,  en  multipliant  par  ç(U), 

fx,  <p(U)  [P(ar,  y)  dx  -+-  qix,  y)  dy]  =  cp(U)  dV, 

et  le  second  membre  est  la  différentielle  exacte  de  la  fonction 

F(U)  =  rcp(U)rfU. 

On  déduit  de  là  une  conséquence  intéressante  :  [jl,  et  ji.2  étant  deux 
facteurs  intégrants,  le  rapport  —  est  une  fonction  de  U.  Si  ce  rap- 
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port  n'est  pas  constant,  l'intégrale  générale  de  l'équation  différen- 
tielle peut  donc  s'écrire  —  =  const. 

Le  théorème  qui  précède  peut  servir  quelquefois  à  trouver  un 
facteur  intégrant.  Considérons  l'équation  différentielle 

(4i)  Pdjr-^Qdy-^Pidx^Qi(iy  =  o, 

où  P,  P,,  Q,  Q)  sont  des  fonctions  de  x,y,  et  supposons  que  l'on 
sache  trouver  un  facteur  intégrant  pour  chacune  des  expres- 
sions Vclx  -+-  Qdy,  ^iHx  H-  Çl\fly.  L'expression  générale  des  fac- 
teurs intégrants  pour  ^dx-^Çldy  est  |jt.'^(U),  u.  étant  le  facteur 
connu,  U  une  fonction  de  x  et  de  ^  que  l'on  obtient  par  des  qua- 
dratures, et  çp  une  fonction  arbitraire.  L'expression  générale  des 
facteurs  intégrants  de  P,c?j7  +  Q,r/^'  est  de  même  Kki'l{\]i)^  a, 
et  Ui  étant  des  fonctions  déterminées  et  •}  une  fonction  arbitraire. 
Si  l'on  peut  choisir  les  fonctions  es  et  'h  de  façon  que  l'on  ait 

|icp^U)  =  ii,  ^(U,), 

on  aura  un  facteur  intégrant  pour  l'équation  proposée  (4')* 

Soit,  par  exemple,  i'équalion 

ax  dy  -H  by  dx  ■+-  x"^ y'^^nx  dy  -)-  ^y  dx)  =  o, 

a,  6,  a,  [3  étant  des  constantes.  Tout  facteur  intégrant  de  axdy  -\-  hydx 

est  de  la    forme   — ^{^''y'^),   et   de    même   tout  facteur  intégrant  de  la 
xy 

seconde  partie  est  de  la  forme  ■ -d/(arPv*).  Pour  avoir  un  facteur 

intégrant  commun,  il  suffira  de  trouver  deu\  exposants  />  et  ^  tels  que  l'on 
ait  x"'y'*{x''y<^)P  =  {x^y<^)i,  ce  qui  conduit  aux  conditions 

pa  —  qa  -\-  n  ■=  o,         pb  —  qr ^  -i-  w  =  o. 

Ces  conditions  sont  compatibles  pourvu  que  a'^  —  6a  ne  soit  pas  nui,  et 

déterminent  un   facteur  intégrant  de  la  forme  ar*"^^.  En  multipliant  par 

ce  facteur  intégrant,  l'équation  prend  la  forme  vf-^dv  ->r-v'[-^  dv^  =  o,  où 

l'on  a  posé  v  =  x''j'",  Vi  =  x^y"-,  et  s'intègre  immédiatement. 

a         3 
Dans    le  cas   particulier    où    a 3  —  6a  =  o,  on  en   tire    -  =  £-  =  /:,   et 

a        b 

l'équation  peut  s'écrire  {axdy  -t-  bydx){i  -f-  kx"'y")  =  o. 

Remarque.  —  Quand  on  connaît  l'intégrale  générale  d'une  équation 
différentielle  du  premier  ordre,  il  est  bien  facile  d'obtenir  un  facteur  inté- 
grant. Soit,  en  effet,  /(x,  y)  =  C  l'intégrale  générale  de  l'équation  (Sg). 
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L'équation  différentielle  des  courbes   représentées  par  cette   relation    est 

rif  ri  f 

a\i%%\ -^  dx -^  ~  dy  =  o  ;   pour  qu'elle  soit  identique  à  l'équation  (89),  il 

^     àf_  dl 

ôoo  ÔY 

faut  que  l'on  ait  -p-  =  -pr*'  ^^  '^    valeur  commune  des  deux   rapports 

précédents  est  évidemment  un  facteur  intégrant  ^our  P dx  -\-  (^dy.  Tout 
autre  facteur  intégrant  est  égal  à  celui-là  multiplié  par  une  fonction  arbi- 
traire de/(x,  y). 

375.  Application  à  la  représentation  conforme.  —  La  théorie 
du  facteur  intégrant  trouve  une  application  importante  dans  le 
problème  de  la  représentation  conforme.  Soit 

ds"^  =  E  du^ -^  iF  du  dv -^  G  dv^ 

une  forme  quadratique  en  du^  dv^  dont  les  coefficients  E,  F,  G 
sont  des  fondions  analytiques  de  w,  v^  telles  que  EG  —  F-  ne 
soit  pas  nul.  On  peut  encore  écrire  ds-  sous  la  forme 

ds^  =  {a  du  -+-  b  dv)  ( Ui  du  -+-  by  dv), 

a,  b,  «),  bi  étant  aussi  des  fonctions  analytiques  de  u,  v.  D'après 
un  résultat  qui  sera  démontré  plus  loin  en  toute  rigueur,  chacune 
des  expressions  adii-\-bdv,  aydu  -\-  b^dv  admet  une  infinité  de 
facteurs  intégrants,  qui  sont  eux-mêmes  des  fonctions  analytiques; 
[JL,  [Xi  étant  deux  de  ces  facteurs,  on  a  les  identités 

\t.{a  du -^  b  dv)  =:  d\] ^  \i.\{ai  du -^  b^  dv)  —  d{] \ 

et,  par  suite, 

[ji[i.i  ds'^  =  dU  dUi, 

ce  qui  peut  encore  s'écrire,  en  posant 

U  =  X  +  tY,  U,=  X  — îY,  iJi[Jii=|» 

Â 

E  du^ -h  2V  du  dv -{- G  dv"^  =  l(dX-i-h  dY^). 

Toute  surface  analytique  peut  donc  être  représentée  sur  un  plan 
avec  conservation  des  angles.  Si  la  surface  est  réelle,  on  peut  sup- 
poser que  les  points  réels  de  la  surface  correspondent  à  des  valeurs 
réelles  des  variables  m,  c;  les  coefficients  E,  F,  G  sont  réels,  tandis 
que  a  et  «i  sont  imaginaires  conjuguées,  ainsi  que  b  el  bf.  On 
peut  alors  prendre  pour  u.  et  [Ji|,  et  par  suite  pour  U  et  U»,  des 
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imaginaires  conjuguées,  de  sorte  qu'à  des  valeurs  réelles  de  u,  v 
correspondront  des  valeurs  réelles  de  X  et  de  Y.  A  des  points 
réels  de  la  surface  correspondent  donc  des  points  réels  du  plan. 

Toute  surface  analytique  pouvant  être  représentée  sur  un  plan 
avec  conservation  des  angles,  on  en  conclut  que  deux  surfaces 
analytiques  quelconques  peuvent  être  représentées  conformément 
l'une  sur  l'autre. 

376.  Équation  d'Euler.  —  Des  artifices  très  variés  ont  été  em- 
ployés pour  intégrer  des  équations  différentielles  de  forme  parti- 
culière. Euler  en  a  donné  un  exemple  célèbre  avec  l'équation  à 
laquelle  son  nom  est  resté  attaché, 

flx         dy 

où  X  et  Y  sont  deux  polynômes  du  quatrième  degré  en  a;  el  y 
respectivement,  ayant  les  mêmes  coefficients, 

X  =  a^x^  -H  rt|ar'-t-  a^x^  -i-  OjX  -+-  a,,, 

Y  =  «or*  -^  ^\y^  -t-  «»r*  ■+■  «3^  -+-  «*• 

Les  variables  étant  séparées,  on  obtient  l'intégrale  générale  de 
l'équation  (42)  par  deux  quadratures,  qui  introduisent  deux  fonc- 
tions transcendantes,  dépendant  respectivement  de  x  et  de^.  La 
découverte  fondamentale  d'Euler,  qui  a  été  le  point  de  départ  de 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  c'est  d'avoir  montré  que  cette 
relation  entre  les  variables  x  et  y,  qui  est  transcendante  en  appa- 
rence, est  en  réalité  algébrique. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  X  est  un  polynôme  du  second 
degré  non  carré  parfait;  une  substitution  linéaire  permet  de  le 
ramener  à  la  forme  X  =  A(.c-  —  i),  et  l'équation  (42)  devient 
dans  ce  cas  particulier 

(43)  --=-H-==o. 

v/[  — a;-      \/\—y^ 
On  peut  encore  l'écrire,  en  chassant  les  dénominateurs. 


/i  — y^  dx  4-  y/i  —  x"^  dy  =  d\x  \T-—y^-\-y  \/  \  —  x^) 

(dx  dy 

—==  -+- 
y/i  —  x^        \J  \  — y^ 

G.,  II. 
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ce  qui  montre  que  l'on  a  identiquement 

d\x  ^ \  —  y"^  -^ y  y/ 1  —  X-) 

=  y{_\-x-^){\-y^)  —  xy'\{'L—^^'^^      V 

\s/\  —  x-^         y/l_J.2y 


L'expression  y/ (i  — ^■)(i  ~  J')  —  .ary  est  donc  un  facteur  inté- 
grant pour  l'équation  (43),  et  l'intégrale  générale  est  donnée  par 
la  formule 

(44)  xsj\—y'^-^ysj\  —  x-'=(l, 

OU  par  la  formule 


(45)  v^Ci-ar^Xi-jî)  — r^  =  C', 

puisque  l'équation  (4^)  admet  les  deux  facteurs  intégrants  i 
et  y'(i  —  '3?'*)(i  — y^) —  xy-  On  vérifie  du  reste  aisément  que  les 
deux  formules  (44)  6t  (45)  sont  équivalentes,  d'après  l'identité 

{x  \/  \—  y  -\-  y  \/ 1  —  x'^Y  ->r\\jK,\  —  x-^){\  —  y'^)  —  xy^z=  \. 

En  rendant  la  dernière  formule  (4^)  rationnelle,  on  peut  écrire 
l'intégrale  générale  de  l'équation  (43)  sous  la  forme 

(46)  a:2  +  ^2-H  2C'a7X-H  G'2— I  =  o, 

C  désignant  une  constante  arbitraire,  et  cette  équation  représente 
des  coniques  tangentes  aux  quatre  droites  ^  =  dz  i ,  ^  =  ±:  i . 

Par  une  induction  hardie,  Euler  a  été  conduit  à  une  formule  de 
même  espèce,  mais  plus  générale,  qui  convient  au  cas  où  X  est  un 
polynôme  quelconque  du  troisième  ou  du  quatrième  degré  i^lnsti- 
tutiones  calculi  integralis^  t.  1,  Chap.  V  et  VI). 

Soit  ¥{x,  y)  un  polynôme  à  deux  variables  x  et  y,  du  second 
degré  et  symétrique  par  rapport  à  ces  deux  variables, 

(47)  F(x,y)  =  AiX^y^-hAiXy{x-i-y) 

-t-  A3(xi-hy^)  +  A,,xy-^Ai{x-hy)  -+-  Aj. 

Ce  polynôme  dépend  de  six  coefficients  arbitraires  A, ,  Aa,  A3,  A,, 
A5,  Ae,  et  la  relation  F(x,  y)  =  o  peut  s'écrire  sous  deux  formes 
équivalentes 

¥{x,y)  =  M.y^+Ny-\-P   =  o, 


^^  '  F(a7,jK)  =  Mia;2-HNia7-)-Pi=o, 
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M,  JN,  P  étant  trois  polynômes  du  second  degré  en  x 

M  =  Aia;^-i- A,a; -t- A3,      N  =  Aî.r*-4- A4ar -h  A5,     P  =  Ajarî-i- Aja; -f- Ag, 

et  M),  N,,  P,  les  polynômes  obtenus  en  remplaçant  x  par  y  dans 
M,  N,  P.  De  la  relation  F(j7,  j^)  =  o  on  déduit  ¥'^dx  -\-  ¥'  ciy  =  o 
ou,  en  remplaçant  F^  et  F'  par  leurs  expressions, 

(49)  (■2M.ix^Ni)dx-{-{iMy  -i-N)dy  =  o. 

On  tire  d'ailleurs  des  relations  (48) 

2M7  +  N  =±/lN*— 4MP,         aMi^-h  N,  =  ±v/-^î  — 4M,Pi, 

et  la  formule  précédente  (49)  peut  encore  s'écrire 
dx  dy  _ 


(5o) 


y/N»— 4MP       /NJ  — 4M,P, 


Cette  relation  sera  identique  à  l'équation  proposée  (4^),  pourvu 
que  l'on  ait  N-  —  4'V[P^X,  ce  qui  entraîne  nécessairement 
N;  —  4M,P,  =  Y.  Or  M,  N,  P  étant  du  second  degré,  N^  —  4MP 
est  du  quatrième  degré,  et  l'on  est  conduit  à  écrire  que  deux  poly- 
nômes du  quatrième  degré  sont  identiques,  ce  qui  exige  cinq  con- 
ditions seulement.  Gomme  on  dispose  de  six  coefficients  A/,  on 
voit  qu'un  de  ces  coefficients  restera  arbitraire.  Il  y  a  donc  une 
infinité  de  polynômes  F(x,  j')  de  la  forme  (47)>  dépendant  d'une 
constante  arbitraire  G,  et  tels  que  de  la  relation 

(5i)  Y{x,y)  =  o, 

entre  les  variables  x  et  j^,  on  puisse  déduire  la  relation  (42).  Gette 
relation  (5i)  représente  donc  l'intégrale  générale  de  l'équation 
proposée. 

La  détermination  effective  du  polynôme  Y{x,  y^  exige  un  calcul  d'iden- 
tification que  l'on  peut  simplifier  par  une  représentation  géométrique  due 
à  Jacobi.  Considérons,  pour  prendre  le  cas  général,  un  polynôme  du  qua- 
trième degré  R(0  premier  avec  sa  dérivée,  et  soient  <i,  fj,  ^3,  t,,  les  racines 
de  R(/)  =  o.  Soit,  d'autre  part,  S  une  conique  quelconque  dont  les  coor- 
données a:  et^  sont  exprimées  en  fonction  du  paramètre  variable  ^  par  des 
fractions  rationnelles  du  second  degré,  de  façon  qu'à  un  point  (^x,y^  cor- 
responde une  seule  valeur  de  t\  appelons  /nj,  /nj,  /izj,  /n^  les  points  de  2 
qui  correspondent  aux  valeurs  ^1,  fj,  ij,  ^4  du  paramètre.  Enfin  soit  S'  une 
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seconde  conique  passant  par  les  quatre  points  m\,  m^,  nis,  7/14.  Toute  droite 
tangente  à  S'  rencontre  S  en  deux  points  M  et  M'  ;  si  <  et  t' sont  les  valeurs 
correspondanles  du  paramètre,  la  relation  entre  t  et  t'  est  de  la  forme 
cherchée.  Il  est  évident,  en  effet,  que  cette  relation  est  symétrique  en  t  et  t\ 
et  qu'elle  est  du  second  degré  par  rapport  à  chacune  des  variables, car  par 
un  point  M'  on  peut  mener  deux  tangentes  à  E'  et  par  suite  à  toute  valeur 
de  t'  correspondent  deux  valeurs  de  t  seulement. 
Soit 

(52)  ¥{t,t')  =  o 

cette  relation  ;  on  en  déduit,  comme  nous  venons  de  le  voir,  une  relation 
entre  les  différentielles  dt,  dt\  de  la  forme 

(53)  ^'        •       ^^' 


s/nn    v/H(o 

P(<)  étant  un  polynôme  du  quatrième  degré.  Ce  polynôme  P{t)  est 
identique  à  un  facteur  constant  près  à  R(<).  En  effet,  d'après  la  façon 
même  (que  l'on  vient  d'expliquer)  dont  on  déduit  le  polynôme  P(0 
de  F(<,  i')  =  o,  les  racines  de  P(<)  =  o  sont  les  valeurs  de  t  pour 
lesquelles  les  deux  valeurs  de  t'  sont  confondues.  Or,  la  signification  géo- 
métrique de  la  relation  (52)  montre  immédiatement  que  ceci  ne  peut 
avoir  lieu  que  si  les  deux  tangentes  à  S'  issues  de  M  sont  confondues, 
c'est-à-dire  si  ce  point  iM  est  l'un  des  points  /??!,  //ij,  m^,  ni,,.  Nous  sommes 
donc  conduits  à  la  méthode  suivante,  n'exigeant  que  des  calculs  rationnels, 
pour  obtenir  l'intégrale  générale  de  l'équation 

(54)  ^T^=  ±   -T=^=:  =  O 

v/R(0      v/R(«') 

où  K{t)  =:  Uot'*  -+-  Uit^  ■+-  a^t*  -\-  ait  -+-  «4,  qui  ne  diffère  que  par  les  nota- 
tions de  l'équation  proposée  (42).  On  commencera  par  former  l'équation 
générale  des  coniques  2'  passant  par  les  quatre  points  mj,  m^,,  /W3,  nii, 
de  S;  cette  équation  est  de  la  forme  /{x,y)  -h  C(f{x,  y)  =  o,  G  désignant 
une  constante  arbitraire.  Puis  on  écrira  la  condition  pour  que  la  droite 
joignant  les  deux  points  M  et  M'  de  S,  qui  correspondent  aux  valeurs  t, 
t'  du  paramètre,  soit  tangente  à  S'.  La  relation  obtenue,  qui  renferme  la 
constante  arbitraire  G,  représente  l'intégrale  générale  de  l'équation  d'Euler. 
Pour  développer  les  calculs,  prenons  pour  2  la  parabole  y'^  =  x,  et 
posons  X  =  t^,  y  =^  t.  La  conique  S'  représentée  par  l'équation 

(55)  A 37^-1-  A'^2_|_  '2B"xy  -h  iW x  -h  iBy  -\-  A"  —  o 

coupe  2  en  quatre  points,  donnés  par  l'équation  du  quatrième  degré  en  t 
que  l'on  obtiendra  en  remplaçant  x  par  t^  et  y  par  t.  Pour  que  cette 
équation  soit  identique  à  R(<)  =  o,  il  suffira  que  l'on  ait 

(56)  A  =  «0»       A'-i-2B'=a2,       2B"=ai,       2B  =  a3,       A"=a4. 
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Le  coefficient  B'  restant  arbitraire,  nous  poserons  B'  =  G,  ce  qui  donne 

X'  =  a-î  —  aC. 
Rappelons   maintenant  que   l'équation    tangentielle   de  2',  c'est-à-dire  la 


^y  -+-  Y  =  o    soit    tangente  à  cette 


A 

B' 

B' 

a 

B' 

A' 

B 

? 

B' 

B 

A" 

Y 

a 

? 

T 

o 

condition    pour    que    la   droite    olo; 
conique,  est  donnée  par  l'équation 


(57) 


La  droite  joignant   les  deux  points  (/-,  t)  et  ( /'*,  /')  de  S  a  pour  équa- 
tion 

X  — y{t  -T-  t')  -+-  It  =  o; 

nous  pouvons  donc  prendre 

En  substituant  les  valeurs  obtenues  pour  A,  B,  A',  B',  A',  B',  a,  p,  y  dans 
la  condition  (Sy),  et  remplaçant  t  et  /'  par  x  et  y  respectivement,  nous 
parvenons  à  l'intégrale  générale  de  l'équation  d'Euler  sous  la  forme  sui- 
vante indiquée  par  M.  Slielljes  : 


(58) 


«0  — 

2 


c 


«1 


a» —  2L.        — 

2 
2 

!      —  (.r-(-j)     ry 


—  {x-^y) 


xy 
o 


Cette  équation  représente  une  famille  de  courbes  du  quatrième  degré, 
ayant  deux  points  doubles  à  l'infini  sur  Oa^et  Oy  respectivement.  L'équa- 
tion étant  du  second  degré  par  rapport  à  la  constante  C,  il  passe  deux 
courbes  de  la  famille  par  un  point  quelconque  du  plan,  ce  qu'il  était 
facile  de  prévoir,  puisque  l'équation  différentielle  proposée  donne  deux 
valeurs  opposées  de  y'  pour  un  même  point  {x,  y).  Ces  deux  valeurs  de  y' 
lie  deviennent  égales  que  si  le  point  {x,  y)  appartient  à  la  courbe  XY  =  o, 
■qui  se  compose  de  quatre  droites  Dj,  Dj,  D3,  D4  parallèles  à  l'axe  Oy,  et 
de  quatre  droites  A,,  A2,  A3,  A4  parallèles  à  Ox.  Ecrivons  l'équation  d'Euler 
sous  forme  entière  Y dx^  —  Xc(^*  =  0,  et  prenons  un  point  M^{x^  y)  sur 
l'une  des  droites.  Ai  par  exemple,  n'appartenant  pas  aux  droites  D.  Pour 
les  coordonnées  du  point  M,  on  a  Y  =  o,  X  7^  o,  el  l'équation  d'Euler  donne 
pour  y'  une    racine   double,  y'  =  o.  Par  ce  point  M  il  passe  une  première 
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courbe  intégrale,  la  droite  Aj  elle-même.  Mais  on  peut  vérifier  que  les 
courbes  représentées  par  la  formule  (58)  admettent  pour  courbe  enveloppe 
l'ensemble  des  huit  droites  données  par  l'équation  XY  =  o,  de  sorte  que 
par  le  point  M  de  A,  il  passe  une  nouvelle  courbe  intégrale  tangente  à  la 
première.  Nous  avons  ici  un  nouvel  exemple  d'intégrales  singulières,  car  les 
huit  droites  D,-,  A,-  ne  sont  pas  comprises  parmi  les  courbes  représentées 
par  l'intégrale  générale. 

Remarque.  —  Nous  avons  supposé,  pour  parvenir  à  la  formule  (58), 
que  le  polynôme  R(a7)  était  du  quatrième  degré  et  premier  avec  sa  dérivée. 
Mais  il  est  clair  que  le  résultat  est  susceptible  d'une  vérification  directe, 
où  cette  hypothèse  n'intervient  pas.  On  pourrait,  par  exemple,  former 
l'équation  différentielle  des  courbes  représentées  par  l'équation  (58)  en 
appliquant  la  méthode  générale  (  n"  363),  et  l'équation  obtenue  serait  forcé- 
ment identique  à  l'équation  d'Euler,  quelles  que  soient  les  valeurs  des 
coefficients  rro,  «i,  . . . ,  «4,  puisqu'il  en  est  ainsi  lorsque  ces  coefficients  ne 
vérifient  aucune  relation  particulière.  La  formule  (58)  convient  donc  à  tous 
les  cas. 


377.  Méthode  déduite  du  théorème  d'Abel.  —  On  peut  aussi  déduire 
très  aisément  l'intégrale  générale  de  l'équation  d'Euler  du  théorème  d'Abel. 
Désignons  maintenant  par  R(a7)  un  polynôme  du  troisième  ou  du  quatrième 
degré,  premier  avec  sa  dérivée,  et  considérons  la  courbe  G  qui  a  pour 
équation  y^  =  R(x).  Si  une  courbe  algébrique  variable  C  rencontre  la 
courbe  G  en  trois  points  variables  seulement,  Mj,  M2,  M3,  on  a  démontré 
(noSôl)  que  les  coordonnées  (.^1,^1),  (^72,^2),  (3:3,^3)  de  ces  trois  points 
variables  satisfont  à  la  relation 

,  _    ,  dx\        dxi        dx9 

(59)  \ 1 =  0. 

n      jî      rs 

Si  la  courbe  sécante  G'  dépend  de  deux  paramètres  variables  dont  on 
peut  disposer  de  façon  que  deux  des  points  d'intersection  {x\,yx),  (a?2,^2) 
viennent  coïncider  avec  deux  points  quelconques  donnés  à  l'avance  de  C^ 
les  coordonnées  {x^,  y^)  du  troisième  point  d'intersection  sont  des  fonc- 
tions des  coordonnées  {Xi,y\;  x^,  y^)  des  deux  premiers  satisfaisant  à  la 

il  or  <         cLocn 
relation  (5q).  L'équation 1 =0   est   donc  équivalente  à   l'équa- 

tion  =  o,  dont  l'intégrale  générale  est  x^  =  const.  Or  les  points  (xi,yi), 

(^îj^Xî)  étant  sur  la  courbe  C,  on  a  ^^  =  R(a7,),^|  =  R(ar2),  et  l'équa- 

dxi       dx2  ,,  ,     . 

tion 1 =  o,  que  1  on  peut  écrire 

Xi      y^ 

/e    \  ^^i  dx2 

(60)  nr-—^  -F===  ="' 
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est,  sauf  la  différence  des  notations,  identique  à  l'équation  d'Euler.  Dans  la 
formule  qui  donne  l'intégrale  générale 

(6i)  a?3=F(a:,,_>',  ;  a-,,_xj)  =  const. 

on  doit  renriplacer  y^  et  y^  par  \/R{x^  et  v/R("^7)  respectivement,  les 
déterminations  des  deux  radicaux  étant  les  mêmes  dans  les  deux  for- 
mules (60)  et  (61).  Nous  obtenons  ainsi,  pour  l'intégrale  générale,  une  for- 
mule renfermant  des  radicaux,  tandis  que  la  formule  (58)  est  rationnelle. 
Mais  la  forme  irrationnelle  est  dans  certains  cas  plus  avantageuse. 

Développons  les  calculs  en  supposant  le  polynôme  R{x)  ramené  à  la 
forme  normale  de  Legendre  R(x)  =  (i  —x*)(i  —  A:*ar*),  A*  étant  différent 
de  zéro  et  de  l'unité.  La  parabole  G' 

(62)  y  =  aa;*-h  bx  -^i 

rencontre  la  courbe  G  représentée  par  l'équation  y*  =  R(a;)  au  point 
(a;  =  o,  ^  =  1)  et  en  trois  points  variables  dont  les  abscisses  arj,  arj,  a?j  sont 
racines  de  l'équation 

(63)  (a^—  k*)x^-+-  -iabx^-Jr  {b^-h  ia  -h  k*-hi)x  -h2b  =  o, 

obtenue  en  éliminant^  et  supprimant  le  facteur  x. 
On  déduit  de  cette  équation  les  relations 

2a6  6* -H  2  a -+- A:* -t- I 

Xi-hXi-^-X3=  y- -1  XiX,-{-  XiX3-\-XiXi= — , 

AT'  —  a'  a*  —  AT* 

26 
A*  —  a* 
et,  par  suite, 

(64).  Xi-^  Xi-h  X3=  aXiXfXj. 

Mais,  en  écrivant  que  la  parabole  G'  passe  par  les  deux  points  (ari,  J'i), 
i^ii  yi)t  01*  peut  déterminer  a  et  b.  On  a  en  particulier 

^  ^  ^     .  ^  ri  ^î — r»  ^1 . 

axi  a-j  =  I  -4- : 

Xi  —  Xt 

portant  cette  valeur  de  a  dans  la  formule  précédente,  on  obtient  finale- 
ment l'expression  de  x^  au  moyen  de  Xi,yt,  a?,,^j, 

.r3=  '  » 


L'intégrale  générale  de  l'équation  d'Euler 
(65)  rfj:,       _^      dx^       ^ 

\/R(^.)      v/rT^ 
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est  donc  représentée  par  la  formule 

(66)  x,= ^ï-^l   ^=  =  C. 

378.  Théorèmes  de  M.  Darboux.  —  Considérons  une  équation  différen- 
tielle de  la  forme 

(67)  — hdy -^  }A  dx -+-^{x  dy — ydx)  —  o, 

L,  M,  N  étant  trois  polynômes  entiers  en  x,  y  de  degré  m  au  plus,  l'un  au 

moins  étant  de  degré  m.  Pour  que  la  rel.ilion  u  (x,  y)  =  const.  représente 

l'intégrale  générale,  il  faut  et  il  suffit  que  l'équation  (67)  soit  identique  à 

,...       du   ,         du   ,  ,.         • 

1  équation  ~r-dx -\-- — dy  =  o,  ce  qui  exige  que  1  on  ait 

dx  dy  \    dx       "^  dy  J 

X 

Cette  condition  prend  une  forme  plus  symétrique,  si  l'on  remplace  x  par  — 

y 

et^^'par  — >  z  étant  une  variable  fictive  que  l'on  supposera  toujours  égale 

z 

à  l'unité  après  les  opérations  indiquées;  u{x,y)  se  change  en  une  fonc- 
tion homogène  de  degré  zéro,  et  par  suite  on  a 

du  du  du 

X- — \-  y-^ ^  ^T-  =  o. 

dx       "^  dy  dz 

La  condition  (68)  prend  donc  la  forme 

//.    ^  ,  ^t^        li,  du       ^,du        .  , 

et  réciproquement,  si  l'on  a  obtenu  une  fonction  u{x^y,z),  homogène  et 
de  degré  zéro,  satisfaisant  à  la  relation  (69),  u(x,y^  z)  =  const.  représente 
l'intégrale  générale  de  l'équation  (67). 

M.  Darboux  (')  a  montré  que  l'on  pouvait  former  une  fonction  u  (r,  y^  z) 
satisfaisant  à  ces  conditions,  quand  on  connaît  un  certain  nombre  d'inté- 
grales algébriques  de  l'équation  (67).  Supposons  que  l'équation  (67) 
admette  une  intégrale  algébrique  définie  parla  relation /(a;,^)  =  o,  le 
polynôme  f{x,y)  étant  indécomposable  et  de  degré  h.  En  reprenant  les 
calculs  de  tout  à  l'heure,  on  reconnaît  que  la  relation 

(,o)  L^^u'I-^lx'I-^yf)=o 

^    ^  dx  dy  \    dx       -^  dy/ 

doit  être  une  conséquence  de  l'équation  y(a7,r)  ==  o.   Si  nous  remplaçons 

(  '  )  Sur  les  équations  différentielles  algébriques  du  premier  ordre  et  du 
premier  degré  {Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  1878). 


II.    —    ÉQUATIONS   DU    PREMIER   ORDRE.  829 

encore  X  par —,  ^  par —,  puis  qu'on  multiplie  par  z'',  y (x,^)  se  change 
en  une  fonction  homogène  de  a-,  ^,  z,  de  degré  /«,  vérifiant  la  relation 

dx  ày  âz         ■' 

et  la  condition  (70)  devient 

Cette  condition  n'est  pas  vérifiée  identiquement,  mais  en  tenant  compte 
àe  f{x, y,  z)  =0;  comme  cette  dernière  relation  est  par  hypothèse  irré- 
ductible, il  faut  donc  que  l'on  ait 

(73)  A(/)  =  K/, 

K  désignant  un  polynôme  en  x,  y,  z^  qui  est  forcément  de  degré /n  —  i, 
car,  si  /  est  de  degré  /<,  A.(/)  est  de  degré  m  ^  h  —  i. 

Gela  étant,  supposons  que  l'on  ait  trouvé  p  solutions  algébriques  de 
l'équation  (C7),  définies  par  les/»  relations 

/i{^,y)  =  o,      Mx,y)  =  o,       ...,      fp{x,y)  =  o, 

y"i,y"î,  ...,fp  étant  des  polynômes  indécomposables  de  degré  /«i,  Aj,  ..., 
hp.  Ceci  exige  que  l'on  ait/)  identités  de  la  forme  suivante  : 

(73)     A(/,)=K,/„         A(/,)  =  K,/„         ...,         A(/„)==Kpfp, 

les  polynômes  Kj,  Kj,  ...,  K,,  étant  tous  de  degré  m  —  1. 

Observons  que  le  symbole  d'opération  \{f)  jouit  de  propriétés  analo- 
gues à  celles  de  la  dérivée,  et  en  particulier  on  peut  lui  appliquer  la  règle 
de  dérivation  des  fonctions  composées;  F(m,  t',  w)  étant  une  fonction  quel- 
conque de  M,  V,  tv,  on  a 

d¥  d¥  d¥ 

A(F)=  _A(a)-H-lA(t')+—A(i»'). 
du  dv  ôw      ^ 

Par  suite,  si  nous  posons  u  =  ff^fi'^i  •••  f^'',  ^i,  ^t^,  ...,  ip  étant  des 
constantes  quelconques,  on  a 

A(«)  =  a,/f.-V*..../;pA(/,)  +  a./f'/f'-'.../;pA(/,)-»-..., 

ou,  en  tenant  compte  des  formules  (78), 

A(a)  =  (aiK,-i-  ajKj-i-. . .-+- apKp)a. 

La  fonction  u{x,  y,  z)  est  une  fonction  homogène  et  de  degré 
«1  /i,  -H  a2  Ai  -I- . . .  -1-  a^,  h  p.  Si  l'on  peut  disposer  des  constantes  aj,  . . . ,  a^  de 
façon  que  l'on  ait 

\  aihi-h...-i-ctphp=  o, 

(  aiK,-i-.  ..-i-a,,K/,=  o, 
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l'équation  a(a:,jK,  -s)  =  const.  fournira,  d'après  ce  qu'on  vient  d'établir, 

l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée. 

T         -  .  /,sir  -  .     m(m-h  i) 

Les    équations   (74)  forment   un   système  de hi    équations 

homogènes  en  aj,  a2,  ...,  oi,,,  puisque  les  polynômes  K/  de  degré  m —  1 

,                m  (m  -h  \)  „  ,,  .  .-., 

renferment  termes.  Un  sera  assure  de  pouvoir  satisfaire  a  ces 

équations  par  des  valeurs  des  a,-  non  toutes  nulles,  et  par  suite  de  pouvoir 
achever  l'intégration,  toutes  les  fois  qu'il  y  aura  plus  d'inconnues  que 
d'équations,  c'est-à-dire  quand  on  aura 

/w(m-+-i) 

(75)  pi 1-2. 

C'est  le  premier  théorème  de  M.  Darboux.  Si  les  équations  (74)  ne  sont 

pas  distinctes,  on  peut  trouver  des  solutions  sans  que  p  atteigne  la  limite 

,,-  /n(m-4-i)  j         ,,,,.,,,    rxi- 

précédente  — ^^ -+-  2;  on  trouvera  dans  le  Mémoire  de  M.  Darboux, 

2 

un  grand  nombre  d'exemples  où  il  en  est  ainsi. 

„.   ,,  .  ,  m  (m-\- 1)  ...  .... 

Si  1  on    connaît  seulement  p  = -+-  i    intégrales   particulières 

algébriques,  on  peut  disposer  des  p  constantes  a/  de  façon  à  satisfaire  aux 
conditions 

I       ^  „  ^  dL       dm       dN 

(76)  <  '      "^  ox        dy        dz 
(  ctihi-hociki-h. .  .-haph,,  =  — m  —  2, 


,      .     ,            ,                 .          ,     m(m-hi)  ,         .  ,.    ,   . 

qui  sont  équivalentes  a  un  système  de h  i   équations    linéaires 

non  homogènes.  La  fonction  u  ainsi  obtenue  satisfait  aux  deux  équations 

du  du  du_  /dL       dM       àN\_ 

dx       '    ày  àz  \  dx        dy         dz  )         ' 

du  du  du       , 

X- \-  y-, i-^-T \-(m  -t-2)M  =  0, 

dx       -^  dy  dz        ^  ' 

1.    .   1,         •  -■•     •  au  , 

d  ou  1  on  tire,  en  éliminant  —  et  remplaçant  z  par  i, 

,  du       ,,du       ^,V,  ,  du  du\  /dL        dM        dN\ 

L- l-M-T N  \  (  m  -^  -j.)  u  -{-  X \-  y^—\-\-  u{- h h  -—  )  =  o. 

dx  dy  L  dx       ^  dy]  \dx        dy         dz  / 

Mais  la  fonction  N  étant  rendue  homogène  en  remplaçant  x  par  —,  y  par 

—  ,  et  multipliant  par  z'",  on  a  aussi,  en  faisant  z  =  i , 

z 

dN  ,,  dfi  dN 

-—  =mN  — 37-7 yT~^ 

dz  dx  dy 
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de  sorte  que  la  relation  précédente  peut  encore  s'écrire 
(77)       ^(L-N.)-^^(M-N.r) 


\dx        ày  àx       •'  dy   ^         J 


ày 

il  est  aisé  de  vérifier  que  cette  dernière  condition  exprime  que  u  est  un 
facteur  intégrant  pour  l'équation  (67),  et  nous  obtenons  ainsi  le  second 
théorème  de  M.  Darboux  : 

Si  l'on  connaît  — ^^ '■ h  i   intégrales  particulières  algébriques 

1 

de  l'équation  (67),  on  peut  former  un  facteur  intégrant. 

La  démonstration  de  ce  dernier  théorème  est  en  défaut,  dans  le  cas  par- 
ticulier où  le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues  on  dans  les 

m  (m  -\-  I  ) 
•2 

équations  déduites  des  relations  (76)  serait  nul.  Mais  on  peut  alors  satis- 

m.  (m  -I- 1  )  ,         .        ,  .  ,  .         .  , 

faire  aux  — ^^ 1-  i  équations  homogènes  obtenues  en  supprimant  les 

1 
seconds  membres  par  des  valeurs  des  a,  non  toutes  nulles,  et  par  suite 
obtenir  l'intégrale  générale,  d'après  le  premier  théorème. 

Exemple.  —  Considérons  en  particulier  l'équation  de  Jacobi  ('n°368); 
le  nombre  m  est  ici  égal  à  i.  Cherchons  d'abord  les  intégrales  linéaires 
de  la  forme  ux  -^  vy  -\-  ws  —  o.  On  doit  avoir  identiquement,  d'après  la 
méthode  générale, 

uibz-^b'x-^  b'y)  -^v  (cz  -hc'x  -^  c'y) 

-h  w(az-h  a'x-i-  a'y)  z^Xiux  -h  vy  -i-  wz), 

X  étant  un  facteur  constant,  ce  qui  conduit  aux  trois  conditions 

ub  -Jt-vc-\-  iv{a  —  X)  =  o,         u{b' — 1) -\-  vc' -{-  wa'  =  o, 
Mè'-H  ('(c' —  X)  -f-  wa'  =  o, 

et  en  éliminant  u,  v,  w,  on  retombe  sur  l'équation  en  X  obtenue  par  la  pre- 
mière méthode  (p.  307). 

Bornons-nous  au  cas  général  où  cette  équation  en  X  a  trois  racines  dis- 
tinctes Xi,  Xî,  X3;  chacune  de  ces  racines  fournit  une  intégrale  linéaire,  et 
nous  avons  par  conséquent  trois  fonctions  linéaires  X,  Y,  Z,  donnant  lieu 
aux  identités 

A(X)  =  X,X,    ,    A(Y)  =  ÀîY,         A(Z)  =  X3Z. 
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D'après  la  théorie  générale,  on  peut  en  déduire  l'intégrale  générale, 
puisque  dans  ce  cas  m  =  i.  Il  faut  pour  cela  déterminer  trois  nombres  a, 
P,  Y  vérifiant  les  relations 

a  -f-  [3  -t-  Y  =  o,         aXi  -4-  pX,  -+-  y^s  =  o. 

On  peut  prendre  a  =  Xj  —  X3,  ^  =  X3  —  Xi,  y  =  Xj  —  X2,  et  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  de  Jacobi  est  par  conséquent 

XX,-X,YX,-X,Z>-.-X,=  const. 

379.  Applications.  —  Quand  on  cherche  à  déterminer  une 
courbe  plane  par  une  relation  donnée  F(x,  r,  m)  =  o  entre  les 
coordonnées  (x,  y)  d'un  point  de  cette  courbe  et  le  coefficient 
angulaire  m  de  la  tangente  en  ce  point,  les  courbes  cherchées 
s'obtiennent  évidemment  par  l'intégration  de  l'équation  différen- 
tielle du  premier  ordre  F(.i  ,  )  ,  y')  =  o,  que  l'on  déduit  de  la  re- 
lation donnée  en  y  remplaçant  m  par  j^'.  Si  cette  équation  est  de 
degré  g  en  y',  il  passe  en  général,  comme  nous  le  démontrerons 
plus  loin,  q  courbes  de  cette  espèce  par  un  point  quelconque  du 
plan.  Considérons,  par  exemple,  une  famille  de  courbes  C,  repré- 
sentées par  l'équation  <P(x,y,  a)  =  o.  dépendant  d'un  paramètre 
arbitraire,  et  proposons-nous  de  trouver  leurs  trajectoires  ortho- 
gonales, c'est-à-dire  les  courbes  C  qui,  en  chacun  de  leurs  points, 
coupent  orthogonalement  une  courbe  C  passant  parle  même  point. 
Soient  m,  m'  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  aux  deux 
courbes  orthogonales  G,  C  passant  par  un  même  point  [x^y)',  on 
doit  avoir  entre  m  et  m'  la  relation  1  -+-  m  m'  =  o.  Soit  d'autre  part 
F(x,  jK,  jk')  =  o  l'équation  différentielle  des  courbes  données  G; 
on  a  ¥{x,  y^  m)  =  o,  puisque  m  est  le  coefficient  angulaire  de  la 
tangente  à  une  courbe  G  passant  au  point  (.r,  y)  et  par  suite 

^,j^,-^)=o. 

D'ailleurs  m'  est  aussi  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  une 
courbe  G'  passant  au  point  [x^y);  celte  courbe  C'  satisfait  donc 
aussi  à  l'équation 

(78)  ¥{x,y,-j)j  =0, 

et  i'on  obtient  L'équation  différentielle,  des  trajectoires  ortho- 
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gonales  des  courbes  C  en  remplaçant  y'  par ;  dans  l'équa- 
tion différentielle  des  courbes  G  elles-mêmes. 

Pour  obtenir  l'équation  des  courbes  C,  on  doit  éliminer  a  entre 

les  deux  équations  $=:o, \-  —y'  =  o',  donc,  pour  obtenir 

*■  tix         Oy  "^  ' 

V équation  différentielle  des  trajectoires  orthogonales^  il  suf- 
fira d'éliminer  a  entre  les  deux  relations  4>  =  o,  — -  r'  —  -— -  =  o. 

^  dx"^  oy 

Prenons  par  exemple  les  coniques  représentées  par  l'équation 
y--^  3a"*  —  iax  =  o, 

où  a  est  un  paramètre  variable.  L'application  de  la  règle  précé- 
dente conduit  à  l'équation  difierenlielle  homogène 

{y^—  Zx''-)y'-\--ixy  =  o, 
qui  devient,  en  posant  j'  =  ux  et  séparant  les  variables, 


(Ix        3  du 

du 

du 

X              u 

u  H-  1 

u 1 

On  en  tire 

xu^=  C(«'— 1) 

OU 

JK'=G( 

Les  trajectoires  orthogonales  sont  donc  des  cubiques  admettant 
l'origine  comme  point  double. 

D'une  façon  plus  générale,  considérons  une  surface  S  dont  les 
coordonnées  jc,  y,  z  sont  exprimées  en  fonction  de  deux  para- 
mètres variables  m,  i*  : 

x-f{u,v),        y  =  o{u,v),         z  =  <\>(u,v); 
on  lire  de  ces  formules 

dx  =  -—  du  -\-  -^  dv.  dy  =  —-  du  -i-  —^  dv,  dz  =  -^du  -\ — ~  dv, 

au  ov  •'        ou  Ov  ou  ov 

et  à  toute  valeur  du  rapport  -r-  correspond   une    tangente   à  la 

surface  passant  par  le  point  («,  v).  Si  l'on  se  propose  de  déter- 
miner les  courbes  de  cette  surface  telles  que  la  tangente  à  l'une  de 
ces  courbes  en  un  point  quelconque  dépende  uniquement  de  la 
position  de  ce  point  sur  la  surface,  on  est  encore  conduit  à  inté- 


334  CHAPITRE   XVIII.    —    MÉTHODES   ÉLÉMKNTAIRKS   d'iNTÉGRATION. 

grer  une  équation  différentielle  du  premier  ordre 

(79)  f(«,.,^)=o; 

inversement,  toute  équation  de  cette  forme  établit  une  relation 
entre  un  point  d'une  courbe  située  sur  la  surface  S  et  la  tangente 
en  ce  point. 

Proposons-nous,  par  exemple,  de  déterminer  les  trajectoires 
sous  un  angle  constant  V  d'une  famille  de  courbes  données  situées 
sur  la  surface.  Etant  données  deux  courbes  C,  G'  passant  par  un 
point  (w,  v)  et  se  coupant  sous  un  angle  V,  on  a  la  formule  géné- 
rale (n"  278) 

E  du  8u  -h  ¥ ( du  Bv  -h  d^>  eu)  -h  G  dv  8p 


(8o)     cosV  = 


/E  du^  -h -iP  du  dv -+- G  dv^  ^E  6«*  -t-  2  F  8m  ôp  -+-  G  Sp^ 


E,  F,  G  ayant  la  signification  habituelle,  du  et  dç  désignant  les 
différentielles  relatives  à  un  déplacement  sur  G^  ùu  et  Bç  les  diffé- 
rentielles relatives  à  un  déplacement  sur  G'.  Les  courbes  G'  étant 

données,  ^r-  est  une  fonction  connue  de  n  et  de  v,  ^-  =  tz(u,  p), 
et  en  remplaçant  >s—  par  tz(u,  v)  dans  la  relation  précédente  (8o), 
la  relation  obtenue  F  (m,  ç,  ■-r-]  =  o  est  l'équation  différentielle 

des  trajectoires  cherchées. 

Gonsidérons  en  particulier  les  trajectoires  sous  un  angle  cons- 
tant des  méridiens  de  la  surface  de  révolution 

a7  =  ocosw,        j'  =  psinto,         z=/(p}. 

Nous  avons  ici 

u  =  p,         P  =  w,         E  =  i-+-/'2(p),         F  =  o,         G  =  p2,         8c  =  o; 

l'équation  (8o)  devient 

cosV-  v/^TT^W^P 


\/[i+/'''{p)]dp^-^-p^doi-i 
On  en  tire,  en  résolvant  par  rapport  à  doi, 


doj  =  tangV ^ '— — *-, 

P 


et  co  s'obtient  par  une  quadrature. 
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380.   Intégration  de  l'équation  ^-^=y(x).   —  Étant  donnée 
une  équation  différentielle  d'ordre  /i, 

OÙ  y^'^  =  ;t-=7»  cette  équation  et  celles  que  l'on  en  déduit  par  des 

différentiations  répétées  permettent  d'exprimer  toutes  les  dérivées, 
à  partir  de  y'-"^-,  au  moyen  de  x,  y,  y',  y",  ...,  r^"~'^  Si  donc 
l'on  se  donne  pour  une  valeur  particulière  Xo  de  la  variable  indé- 
pendante les  valeurs  correspondantes  yoj  y'^,  ...,  J'ô"~"  de  la 
fonction  cherchée  y  et  de  ses  n  —  i  premières  dérivées,  on  peut 
de  cette  façon  calculer  les  valeurs  de  toutes  les  dérivées  succes- 
sives de  la  fonction  inconnue  pour  la  valeur  Xo  de  x,  et  former 
une  série  entière 

(82)  j,g^(x  —  Xo)yo-^- TTa       •^"■^•••'^  Tl n^'^' 

dont  la  somme  représente  l'intégrale  en  question,  si  toutefois  cette 
intégrale  peut  être  développée  par  la  formule  de  Taylor.  Jusqu'aux 
travaux  de  Cauchj,  on  avait  admis  sans  démonstration  la  conver- 
gence de  cette  série  (').  Nous  verrons  un  peu  plus  loin  qu'il  en 
est  bien  ainsi,  moyennant  certaines  conditions  qui  seront  préci- 
sées. Nous  indiquerons  seulement  ici  quelques  types  simples 
d'équations  différentielles  d'ordre  n  dont  l'intégration  peut  se 
ramener  à  des  quadratures  ou  à  l'intégration  d'uue  équation 
d'ordre  inférieur  à  n. 
L'équation  différentielle 

(83)  ^=/(., 

constitue  le  type  le  plus  simple  possible  des  équations  différen- 
tielles d'ordre /i.  Elle  s'intègre  au  moyen  de  n  quadratures  succes- 
sives; en  effet,  en  désignant  par  Xq  une  constante  numérique  prise 

(')   KotV  par  exemple  le  Traité  de  Ldicroix. 
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à  volonté,  on  a  successivement 

y  ■=   %      dx  \      dx...  I      f{x)dx 

G»(a7  — a-o)'^-t        C,{x  —  xç,)'^-'>-    ^ 
i.i. .  .(n  —  i )         i . 2 .  • . ( n  —  ■i.) 


C/j-  1, 


Cn-i,  C,/_o,  . . . ,  Co  étant  n  constantes  arbitraires,  qui  sont  égales 
respectivement  aux  valeurs  de  l'intégrale  et  de  ses  (n  —  i)  pre- 
mières dérivées  pour  x  =  Xq. 
On  peut  remplacer  l'expression 


Y=  f    dx  j     dx...    r    /(x)dx, 


qui  renferme  n  signes  d'intégration  superposés,  par  une  expression 
ne  contenant  qu'une  seule  quadrature  portant  sur  une  fonction  où 
la  variable  x  figure  comme  paramètre.  11  est  facile  de  vérifier  ce 
fait  qui  sera  rattaché  plus  tard  à  une  théorie  générale  (n"  401).  Si 
nous  posons,  en  elïet, 

on  en  déduit  successivement,  par  l'application  des  règles  connues, 
dY  1  /*^ 

-r^  = : :         (x  —  z)'^--^f(z)dz, 

dx         i.i.  .  .{n  —  i)  J ,  '       ->  ^    '       '  ' 

et  enfin     ,  ^^  z=^f(^x).  La  fonction  Y,  est  donc  une  intégrale  de 

l'équation  (83).  D'ailleurs,  les  deux  fonctions  Y  et  Y,  sont  nulles, 
ainsi  que  leurs  [n  —  \)  premières  dérivées,  pour  ^  =  a^o-  Leur  dif- 
férence, qui  est  un  polynôme  de  degré  au  plus  égal  à  n  —  i,  ne 
peut  être  divisible  par  {x  —  ii7o)'S  à  moins  d'être  nulle  identique- 
ment. On  a  donc  Y,  =  Y. 
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381.   Cas  divers  d'abaissement.  —  Les  cas  les  plus  fréquents  où 
l'on  peut  abaisser  l'ordre  de  l'équation  sont  les  suivants: 

1°  U équation  ne  renferme  pas  la  fonction  inconnue.  —  Une 
équation  de  la  forme 

se  ramène  immédiatement  à  une  équation  d'ordre  n  —  A"  en  pre- 
nant pour  inconnue  -—Ç=^u.  Si   l'on    peut  intégrer   l'équation 

auxiliaire  en  u,  on  aura  ensuite  y  par  des  quadratures,  comme  il 
vient  d'être  expliqué. 

Il  arrive  quelquefois  que  l'on  peut  exprimera:  et  m  =  j-^  au 
moyen  d'un  paramètre  auxiliaire  t  par  des  formules 

dl'Y 

^=At),       ^  =  ?(')' 

les  fonctions  /  et  0  renfermant  aussi  des  constantes  arbitraires 
introduites  par  l'intégralion  de  l'équation  en  u.  On  peut  alors 
exprimer    aussi  y  au    moyen  de    t   par   des   quadratures;    on   a 

d'abord 

dyU-x)  ^  o(t)dT  =  oit)f'(t)dt, 

d'où  l'on  déduira  v^*"'^.  En  continuant  de  la  sorte,  on  calculera 
successivement  jk'*~-^  . . . ,  y'^  jusqu'à  y. 

2"  L'équation  ne  renferme  pas  la  variable  indépendante. 
—  Si  l'on  a  une  équation  de  la  forme 

^  /       dy    d^y  d"  y  \ 

on  pourrait  la  ramener  à  la  forme  précédente  en  prenant  y  pour 
variable  indépendante  et  x  pour  inconnue;  la  nouvelle  équation 

dx 
ne  contiendrait  pas  a-,  et,  en  prenant-^  pour  nouvelle  inconnue, 

on  serait  conduit  à  une  équation  d'ordre  n  —\.  Mais  on  peut 
efi'ectuer  ces  deux  transformations  simultanément  en  prenant   )' 

pour  la  variable  indépendante  et  en  prenant  pour  inconnue  -^  =p. 
G.,  II.  aa 
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Nous  avons  en  efïel 

d'-y        dp  _  dp  dy  _      dp 
dx^        dx        dy  dx  ~"     dy 

d^y         d   /    dp\         d    /    dp\      _      /  dp\^         ^d^p 


d^-d^[^dJ^)  =  dJ^[Pd^)P=P[dp)    ^P'dy^' 

•    1  •        T~v)  f  '     '     \       d''Y     1 

et  ainsi  de  suite.  U  une  laçon  générale,  -——  s  exprime  au  moyen 

de  p  et  de  ses  /'  —  i  premières  dérivées  par  rapport  à  y.  On  aura 
donc  bien  une  équation  difrérentielle  d'ordre  n  —  i . 

Supposons  que  l'on  ait  intégré  celte  équation  auxiliaire  d'ordre 
n  —  I  et,  pour  prendre  une  hypothèse  générale,  supposons  que  r 
etjt?  soient  exprimées  à  l'aide  d'une  variable  auxiliaire  ^,  qui  peut 
être  l'une  de  ces  variables  elles-mêmes,  j)^  =/(;),  p  =  o(t),  les 
fonctions/  et  cp  dépendant  en  outre  de  constantes  arbitraires.  De 
la  relation  dy  :=  p  dx  on  ûre  f  (t)  dt  =  z>{t)  dx,  de  sorte  que  a:^ 
s'obtient  à  son  tour  par  une  quadrature 


X  =    I 


^'^'\lt. 


Cette  méthode  est  surtout  employée  pour  l'équation  du  second 
ordre  ^ 

^iy,y,y')  =  o, 

que  l'on  ramène  ainsi  à  l'équation  du  premier  ordre 


(- 


dp 
P^P-d-y 


Soit  p  =  (f{y,  G)  l'intégrale  générale  de  cette  équation  du  pre- 
mier ordre.  De  la  relation -^  ^  ç (y,  C)  on  déduira  x  par  une 
quadrature 

X  =  Xq- 


f      dy 


Si  Pintégrale  générale  de  l'équation  en  p  est  résolue  par  rapport 
à  y,  et  se  présente  sous  la  formey  =  /(/?,  G),  on  a  de  même 

f'{p)dp  =  pdx 
et,  par  suite, 

_  r  fin)  dp 

X  —  X,i-\-    I • 

J        p 
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Les  coordonnées  d'un  point  d'une  courbe  intégrale  sont  ainsi 
exprimées  au  moyen  d'une  variable  auxiliaire  p  qui  représente  le 
coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  cette  courbe. 

3"  L'équation  est  homogène  en  y,  y',  y^,  . . . ,  y^"^-  —  Si  m  est 
le  degré  d'homogénéité,  l'équation  est  de  la  forme 

et  Ton  voit  que,  si  j>',  est  une  intégrale  particulière,  il  en  est  de 
même  de  ^yt,  quelle  que  soit  la  constante  A.  On  abaisse  l'ordre 

/  '"'•'■ 
de  cette  équation  d'une  unité  en  posant  j'  =  e''        ;  on  en  déduit 

en  effet 


/Il  (Il  j  II  rfj- 

fiidv 

et  d'une  façon  générale  y^''^  est  égal  au  produit  de  <?•'  par  une 
fonction  entière  de  a,  u,  m",  . . . ,  u^''~*K  Après  la  substitution  dans 
l'équation  proposée,  il  restera  donc  une  équation  d'ordre  n  — i. 

4"  L' équation  est  homogène  par  rapport  à  x^  y^  dx,  dy, 
d'^y,  . . . ,  d'^y-  —  Lorsqu'il  en  est  ainsi,  l'équation  ne  change  pas 
quand    on  change  x  en  (^x,  y  en  C^,  C    étant   une  constante 

quelconque.  Cela  posé,   imaginons  que  l'on  prenne  —=zu  pour 

nouvelle  inconnue  et  ^  =  Logx  pour  nouvelle  variable  indépen- 
dante. La  nouvelle  équation  dillerentielle  ne  doit  pas  changer  quand 
on  remplace  t  par  t  +  LogC,  sans  changer  «,  et  par  suite  ne  doit 
pas  renfermer  explicitement  la  variable  t.  11  est  facile  de  le  véri- 
fier. L'équation  considérée,  on  le  voit  aisément,  doit  être  de  la 
forme 

F (^ , y, xy\ x^y\  ..., x'^-^yA  =  o. 

Si  l'on  pose^  =  ux,  on  a,  d'une  façon  générale, 

et  les  produits  xy,  x-y",  ...  s'expriment  au  moyen  de  u,  xu', 
x-u",  ...,x"u^"\  de  sorte  que  l'équation  transformée  prend  la 
forme 

4»(m,  xu',  x^u",  . . .,  X" u^"^)  =  o. 
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Si  l'on  pose  ensuite  x  =  e^,  on  a  successivement  pour  les  pro- 
duits xu'^  x-u'\  .. .  des  fonctions  de -^,  'dF'"  ''  ^^  ^^^  ^^^  ^^^^^ 
conduit  à  une  équation  ne  renfermant  pas  la  variable  t  (*). 

Remarque.  —  Dans  les  difïérents  cas  de  réduction  précédents, 
il  peut  se  faire  que  l'on  sache  obtenir  certaines  intégrales  de 
l'équation  auxiliaire,  sans  pouvoir  en  déterminer  l'intégrale  géné- 
rale. Les  méthodes  précédentes  sont  encore  applicables  et  per- 
mettent d'obtenir  par  des  quadratures  des  intégrales  de  l'équation 
proposée,  renfermant  moins  de  n  constantes  arbitraires. 

382.  Applications.  —  i"  Les  équations  de  la  forme  y"  =f{y)  rentrent 
dans  l'un  des  types  précédents.  On  peut  les  intégrer  directement  sans 
aucune  transformation,  car,  si  l'on  multiplie  les  deux  membres  par '2^',  on 
en  déduit,  après  une  première  intégration, 


y'=G-^  f   ^Ay)dy=F{y)-^C, 


et  l'on  a  ensuite  x  par  une  quadrature 

dy 


=/; 


c. 


/ëTyJTc 

Considérons  par  exemple  l'équation 

y"=  aoy^-¥-aiy^-ha2y-ha3,  '■ 

l'un  au  moins  des  coefficients  a^,  «i  n'étant  pas  nul.  Nous  avons  d'abord, 
en  multipliant  les  deux  membres  par  ^y'  et  en  intégrant, 

yi=  —y*+  ^«ir'+«2r--^-'^«3^-4-G. 

L'intégrale   générale  de  cette  nouvelle  équation  est  une  fonction  elliptique 
(n"  373),  pouvant  comme  cas  particulier  se  réduire  à  une  fonction  simple- 

(')  On  peut  encore  opérer  autrement  en  prenant  pour  variables  w  et  t»  =  xu' . 

,,     ■  .-r      dv  ,  „  .         ^    „        dv    , 

Il  vient  en  ellel  -7-   —  u  -{-  xu  ,  tl  par  suite  x- u   =  -j—  u  x  —  xu  ,  ou 
dx  ;       r  du 

-    .  dv 

X-  u     =  V  —, V. 

du 

En  continuanl  de  la  sorte,  on  est  conduit  à  une  équation  différentielle  d'ordre  n  —  i 
entre  u  et  v. . .. 
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ment  périodique  ou  même  à  une  fonction  rationnelle,  si  l'on  a  choisi  la 
constante  G  de  façon  que  le  polynôme  qui  est  au  second  membre  ne  soit 
pas  premier  avec  sa  dérivée. 

2"  Il  peut  se  faire  que  l'on  puisse  appliquer  successivement  plusieurs 
des  méthodes  de  réduction  à  une  même  équation.  Prenons  par  exemple 
l'équation  du  quatrième  ordre  Siy"')^ — 3^'^'^  =0.  Si  l'on  pose  d'abord 
y  =  u,  l'on  en  déduit  une  équation  du  second  ordre  5«'*  —  3 «a'  =  o,  qui 

est  homogène  en  a,  u' ,  u".  Posons  u  =  e  ;  il  vient  3v'  =  2v^,ou  —  =  -> 

et  l'on  en  lire 

3        I 


a  étant  une  constante  arbitraire.  Nous  avons  ensuite  successivement 

_3 

U  =y'=b{x -h  a)    ', 
y  =  —  26(a:-4-a)    ^ -h  c, 
y  •=  —  ^b{x -\- a')'*'    -i-cx-\-d, 

à,  c,  d  étant  trois  nouvelles  constantes.  On  retrouve  donc  l'équation  géné- 
rale des  paraboles  (n"  363). 

3"  Soit  à  déterminer  les  courbes  planes  dont  le  rayon  de  courbure  est 
proportionnel  à  la  portion  de  la  normale  comprise  entre  le  pied  M  et  le 
point  de  rencontre  N  de  cette  normale  avec  une  droite  fixe.  Cette  droite 
fixe  étant  prise  pour  axe  des  ;r,  l'équation  différentielle  du  problème  est 

<8.8)  i-^yt-^-iiyy=o, 

le  coefficient  [Jt.  étant  égal  au  rapport  du  rayon  de  courbure  à  la  lon- 
gueur MN,  précédé  du  signe  -+-  ou  — ,  suivant  que  la  direction  qui  va  de  M 
au  centre  de  courbure  coïncide  avec  la  direction  MN  ou  avec  la  direction 
opposée.  Pour  intégrer  l'équation  (88),  posons  _;''  =/>;  elle  devient 

,  dp 

ce  qu'on  peut  encore  écrire 

y         2   1-+-/)*         ' 
et  l'on  en  tire,  après  une  première  intégration, 

_ii 
^  =  C(i-i-/>2)    *, 
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C  étant  une  constante  arbitraire.  La  relation  dy  =  p  dx  nous  donne  ensuite 
—  [j.Gjo(i-|-yo^)     ^       dp=pdx, 


dp. 


Posons  p  =  tanga;  toutes  les  courbes  obtenues  en  faisant  varier  C  eta^o 
se  déduisent,  par  une  translation  ou  une  transformation  homothëtique,  de 
la  courbe  F  représentée  par  les  équations 

(T)  a?  =  fji  /     cosP-ac?a,         j^  =  cosP-a. 

Il  est  facile  de  se  faire  une  idée  de  la  forme  de  la  courbe  d'après  ces 
équations,  quelle  que  soit  la  valeur  de  (i..  Quand  \l  est  un  nombre  entier, 
on  peut  effectuer  la  quadrature.  Si  [xest  un  nombre  entier  positif,  la  courbe 
n'a  pas  de  branches  infinies,  mais  elle  peutavoir  deux  formes  d'aspects  très 
différents  suivant  la  parité  de  \i..  Si  \t.  est  un  nombre  impair, a;  est  une  fonc- 
tion périodique  de  a  (n°  274),  et  la  courbe  T  est  une  courbe  algébrique 
fermée  convexe.  Si  \).  est  pair,  x  augmente  d'une  quantité  constante  diffé- 
rente de  zéro  lorsque  a  augmente  de  ir^.,  y  est  toujours  positif.  On  a  une 
courbe  périodique,  avec  une  infinité  de  points  de  rebroussement  sur  Ox. 
L'aspect  est  celui  d'une  cycloïde;  c'est  du  reste  une  cycloïde   pour  (i.  =  2. 

Remarque.  —  Dans  les  exemples  que  nous  venons  d'étudier  on  cherche 
toujours  à  ramener  l'intégration  d'une  équation  différentielle  à  l'intégra- 
tion d'une  équation  d'ordre  moindre.  Quelque  singulier  que  cela  paraisse 
au  premier  abord,  le  procédé  inverse  peut  quelquefois  réussir.  Etant 
donnée,  par  exemple,  une  équation- du  premier  ovàre  f{x^  y,  y')=^  o,  en 
la  combinant  avec  celle  (lu'on  en  déduit  par  une  différentiation,  on  obtient 
évidemment  une  infinité  d'équations  du  second  ordre  qui  admettent  toutes 
les  intégrales  de  l'équation  proposée.  Supposons  que  l'on  puisse  trouver 
ainsi  une  équation  du  second  ordre  qui  soit  intégrable,et  soit  j'=  c?(.r, G,  C) 
l'intégrale  générale.  Toutes  les  intégrales  de  l'équation  du  premier  ordre 
proposée  sont  comprises  dans  cette  formule  ;  mais,  comme  elles  ne  dépendent 
que  d'une  constante  arbitraire,  il  doit  y  avoir  une  relation  entre  les  cons- 
tantes C,  C.  Pour  l'obtenir,  il  suffit  d'écrire  que  la  fonction  ^{x,  G,  G') 
satisfait  à  l'équation  du  premier  ordre;  on  est  ainsi  conduit  à  un  certain 
nombre  de  relations  entre  les  constantes  G,  G',  et  ces  relations  doivent  se 
réduire  à  une  seule. 

L'exemple  le  plus  intéressant  de  cet  artifice  est  dû  à  Monge,qui  s'en  est 
servi  pour  trouver  les  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde.  Soient  ia,  ib, 
ic  les   trois  axes;  les  projections  des  lignes  de  courbure  sur  le  plan  du 
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grand  axe  et  de  l'axe  moyen  «ont  déterminées  par  l'équation  différentielle 

(   A  xj^y^  ■+-  (or-  —  Ay-  —  B  )y' —  xy  =  o. 

(89)  '    ^        aHb^-c'-)  ,,       aî(rtî-é») 

i   A  = 1  l>  =  : — • 

I  6«(a*— c*)  rt^— c^ 

En  (iifférentiant  l'équation  (89),  puis  en  éliminant  la  quantité 

^î-    AjK*— B, 

on  obtient  l'équation  différentielle  du  deuxième  ordre 

y     y  __!_  _ 
y      y     x~  ' 

d'où  l'on  tiie  successivement  j'j' =  Ca",  puis^*  ^  Ga:'^ -H  C 

L'intégrale  générale  de  l'équation  (89)  s'obtiendra  en  établissant  entre  G 
et  G'  la  relation  AGG'  -i-  G'  -H  BG  =  o,  comme  on  le  vérifie  en  remplaçant^* 
par  Cx'^-}-  G'  dans  le  premier  membre  ('). 


EXERCICES. 

1.  Trouver  l'équation  difféientielle  des  coniques  en  partant  de  leur 
équation  générale  non  résolue,  et  en  éliminant  les  coefficients  entre  cette 
équation  et  les  relations  obtenues  par  cinq  dérivations  successives. 

2.  Intégrer  les  équations  différentielles 

i  y'-— yY^  yi  y^-^  y  f-^      y{i-^iy-)-^xy  =  o, 

(i+.r'')7'y"=ny*— oyS         {x't^y*)y'~yy'^-\-xy^^xy  —  y  =  o, 

x" y'^-^  7.  xy( y  —  '>o,)y' —  '>y^{y  —  2a)  =  o,         xyy'-+-  xy'^ — yy'  =^  o, 

y'^-^  3y^-\-y^ — 4  =  0. 

3.  Appliquer  les  m<'lliodes  générales  d'abaissement  à  l'intégration  de 
l'équation  différentielle  des  coniques. 

4.  On  demande  les  intégrales  de  l'équation  y  =  iy-(y  —  1)  qui  sont  des 
fonctions  rationnelles  ou  simplement  périodiques  de  la  variable. 

[Licence  :  Paris,  1899.] 


(')  L'équation  (89)  s'inlégre  aussi  aisciiienl  par  les  procédés  classiques.  Il  suffit, 
en  eiïcl,  de  poser  x-  =  \,  y-  =  Y.  après  avoir  multiplié  tous  les  termes  par  xy'dx'', 
pour  èlre  ramené  à  une  équation  de  Clairant. 

Lagrange  et  M.  Darboux  ont  employé  des  artifices  analogues  peur  intégrer 
l'équation  d'Euler  {voir  J.  Bertrand,  Traité  de  Calcul  intégral,  p,  569-573). 
On  peut  aiissi  rattacher  au  ntême  ordre  d'idées  un  théorème  de  M.  Appel!  (  Comptes 
rendus,  12  novembre  i><88). 
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5.  Étant  donnés  un  triangle  ABC  et  une  courbe  V  dans  le  plan  de  ce 
triangle,  soient  a,  b,  c  les  points  de  rencontre  des  côtes  du  triangle  avec 
la  tangente  en  m  à  la  courbe  F.  On  demande  les  courbes  Y  pour  lesquelles 
le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  m,  a,  b,  c  est  constant,  lorsque 
le  point  ni  se  déplace  sur  l'une  d'elles.  ( 

Le  rapport  anharmonique  de  la  tangente  en  m  et  des  droites  m  A,  mB, 
mC  est  constant  aussi. 

6.  Étant  donnés  un  point  O  et  une  droite  D,  trouver  une  courbe  telle 

que  la  portion  de  tangente  MN  comprise  entre  le  point  de  contact  M  et  le 

point  N  où  la  tangente  rencontre  la  droite  D  soit  vue  du  point  O  sous  un 

angle  constant. 

[Licence  :  Besançon,  i885.] 

7.  Trouver  les  projections  sur  le  plan  des  xy  des  courbes  situées  sur  le 

paraboloïde  laz  —  mx^ -h y^,  doal  les  tangentes   font   un  angle  constant 

donné  y  avec  l'axe  Oz. 

[Licence:  Paris,  1879.] 

8.  Trouver  les  trajectoires  ortho<;onales  des  familles  de  courbes  repré- 
sentées par  l'une  des  équations  suivantes  : 

y^('?.a  —  07  )  =  a-',         ^^  -+-  ni  X-  —  •}.  a  a"  =  o, 

a  étant  le  paramètre  variable. 

9.  Pour  que  l'équation  6(37,  ^)  =  C  représente  une  famille  de  courbes 
parallèles,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

o(0)  étant  une  fonction  quelconque  de  6. 

[On  écrit  que  les  trajectoires  orthogonales  sont  des  lignes  droites.] 

10.  Trouver  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  courbes 
intégrales  de  l'équation  y'  =  f{x,  y)  forment  une  famille  de  courbes 
parallèles,  et  montrer  qu'on  peut  eiïectuer  l'intégration  par  une  quadra- 
ture. 

[Licence  :  Paris,  1898.] 

H*.  Former  l'équation  générale  des  coniques  qui  coupent  une  conique 
donnée  G  orthogonalement  aux  quatre  points  communs.  Ces  coniques 
forment  en  général  plusieurs  familles  distinctes  :  trouver  les  trajectoires 
orthogonales  de  chacune  de  ces  familles.  En  déduire  tous  les  systèmes 
orthogonaux  dont  les  deux  familles  se  composent  de  coniques.  [Siy=  o, 
cp  =  o  sont  les  équations  de  deux  coniques  se  coupant  orthogonalement  en 
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leurs  quatre  points  communs,  on  a  une  identité  de  la  forme 

dx  dx        ày  dy  ' 

X  et  jji  étant  deux  coefficients  constants.] 

12.  Trouver  la  condition  pour  que  les  courbes  intégrales  de  l'équation 
différentielle  ^' =/(a:,_;K)  forment  une  famille  de  courbes  isothermes,  et 
montrer  qu'on  peut  obtenir  un  facteur  intégrant. 

[SOPHUS   LiE.J 

13.  Soient^,, ^j  deux  intégrales  particulières  de  l'équation  de  Riccati(a6) 
(n°  369).  En  posant"^- —  —  z.  on  est  conduit  à  l'équation  linéaire 

z'-^\iyi—yi)z  =  o. 

H.  Trouver  une  courbe  plane  C  telle  que  le  triangle,  ayant  pour 
sommets  un  point  quelconque  M  de  la  courbe,  le  centre  de  courbure  cor- 
respondant et  le  pied  de  l'ordonnée  du  point  M,  ait  une  surface  constante. 
On  fera  voir  que  l'une  des  coordonnées  s'exprime  en  fonction  de  l'autre 
par  une  quadrature,  et  que  l'on  peut  se  faire  une  idée  de  la  forme  de  la 
courbe,  sans  en  avoir  l'équation  en  termes  finis.  [Les  axes  de  coordonnées 

sont  supposés  rectangulaires.] 

[Licence  :  Paris,  1877.] 

13.  Étant  donnée  une  courbe  plane  C,  soient  M  un  point  de  cette  courbe, 
P  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  en  ce  point,  et  MT  la  tangente.  Par 
le  point  T  où  cette  tangente  coupe  l'axe  des  x,  on  mène  une  parallèle 
à  O^  qui  rencontre  la  normale  MP  en  un  point  N.  Déterminer  la  courbe  G 
de  façon  que  le  rapport  de  MP  à  MN  soit  constant. 

[Licence  :  Toulouse,  1884.] 

I(î.  Déterminer  les  surfaces  de  révolution  telles  que,  en  chacun  de  leurs 

points,  les  rayons  de  courbure  des  sections  principales  soient  dirigés  dans 

le  même  sens  et  aient  une  somn»e  constante  a.  On  indiquera  la  figure  du 

méridien  de  la  surface. 

[Licence  :  Toulouse,  1878.] 

17*.  L'intégrale  générale  de  l'équation  d'Eulerpeut  s'écrire 

— _         j   —aoix-^yy-—a,(x-^y)  —  aî=C, 
en  supposant  X  =  a(,x''  -i-  aia:'  -t-  a^x^  -h  ajx  -h  «4. 

[LaG  RANGE.] 

[Il  suffit  de  résoudre  l'équation  (58)  (n"  376)  par  rapport  à  la  constante, 
et,  après  quelques  transformations,  on  obtient  la  forme  de  Lagrange.] 


346  CHAPITRE   XVIII.    —    MÉTHODES   ÉLÉMENTAIRES   d'iNTÉGRATION. 

18.  Les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  représentée  par  les  équations 

x  =  A(u  —  ay^iv  —  a  )«, 
y  =  B(u  —  b)'"  (v  —  b)n, 

z  =  C(u— c)"Hi>  —  c)"  '-'- 

ç 

s'obtiennent  par  l'intégration  de  l'équalion  d'Euler  lorsque  l'on  a  m  =  «, 
ou  m -\-  n  =  I.  Déduire  de  ce  résultat  les  lignes  asymptotiques  de  la  sur- 
face tétraédrale 


(f)"-(l 


7\'«  _    /z 
b 


19.  Comment  peut-on  reconnaître  si  une  équation  différentielle 
dy  —f{x,y)dx  =  o 

admet  un  facteur  intégrant  de  la  forme  XY,  X  ne  dépendant  que  de  x 
et  Y  ne  dépendant  que  de  y,  et  trouver  ce  facteur  intégrant  lorsqu'il 
existe  ? 

[Licence  :  Paris,  octobre  1902.] 

20*.  Etant  donnée  une  courbe  plane  C,  on  prend  le  milieu  m.  de  la 
corde  MM'  qui  joint  deux  points  quelconques  M,  M'  de  cette  courbe.  Le 
point  M  restant  fixe,  lorsque  le  point  M'  décrit  la  courbe  G,  le  point  /n 
décrit  une  courbe  homotbétique  c.  Démontrer  que  les  courbes  c  satisfont 
à  une  équation  différentielle  ilu  premier  ordre  qui  s'intégre  comme  l'équa- 
tion de  Clairaut,  en  y  remplaçant^'  par  "ne  constante  arbitraire.  (Bulle- 
tin de  la  Société  mathématique,  t.  XXIH,  p.  88.) 

21.  Intégrer  l'équation  différentielle 

Piy",  y— ^y\  y  —  •'^y^  —y)  =  o- 

On  observe  que  ^"  est  en  facteur  dans  la  dérivée  du  premier  membre. 
Il  existe  des  équations  de  forme  analogue  et  d'ordre  quelconque  (voir  DixoN, 
Philosophical  Transactions^  t.  GLXXXVI,  Part.  I;  Raffv,  Bulletin  de 
la  Société  mathématique,  t.  XXV,  p.  71  ;  Bounitzkv,  Bulletin  des 
Sciences  mathématiques,  t.  XXXI,  1^  série,  p.  a5o). 


CHAPITRK  XIX. 

THÉORÈMES  D'EXISTENCE. 


Les  premières  recherches  rigoureuses,  pour  établir  l'existence 
des  intégrales  d'un  système  d'équations  diflerentielles  ou  d'équa- 
tions aux  dérivées  partielles,  sont  dues  à  Cauchj.  L'illustre  géo- 
mètre a  fait  connaître  pour  les  équations  analytiques  un  type  de 
démonstration  fondée  sur  une  méthode  de  comparaison  à  laquelle 
il  a  donné  le  nom  de  Calcul  des  limites.  On  lui  doit  aussi  une 
autre  méthode,  qui  ne  suppose  pas  les  fonctions  analytiques,  et 
dont  nous  parlerons  plus  loin. 

I.  —  CALCUL  DES  LIMITES. 

383.  Généralités.  —  L'idée  fondamentale  du  Calcul  des  limites 
consiste  dans  l'emploi  des  fonctions  majorantes;  les  raisonne- 
ments ont  la  plus  grande  analogie  avec  celui  dont  on  s'est  servi 
pour  établir  l'existence  des  fonctions  implicites  (I,  n"  193).  Toute 
fonction  analytique  admettant  une  infinité  de  fonctions  majo- 
rantes^ on  conçoit  que  la  méthode  puisse  être  variée  de  bien  des 
façons.  La  simplicité  des  démonstrations  tient  en  grande  partie 
au  choix  des  fonctions  majorantes.  Depuis  les  travaux  de  Cauchy, 
ses  démonstrations  ont  été  perfectionnées  et  étendues  à  des  cas 
plus  généraux  par  Briot  et  Bouquet,  Weierstrass,  MM.  Darboux, 
Méray,  Riquier,  M'"*  de  Rowaleski,  et  beaucoup  d'autres.  Aujour- 
d'hui encore,  on  se  sert  à  chaque  instant  de  celte  méthode  pout^ 
traiter  des  questions  analogues,  relatives  aux  équations  aux  déri- 
vées partielles,  avec  des  condilious  initiales  variées. 

384.  Existence  des  intégrales  dun  système  d'équations  diffé- 
rentielles. —  Considérons  d'abord  une  seule  équation 
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dont  le  second  membre  /(.^,  y)  est  holomorphe  dans  le  voisinage 
d'un  système  de  valeurs  Xo,  jKo-  Nous  nous  proposons  de  démontrer 
que  cette  équation  admet  une  intégrale  y  [x)  holomorphe  dan^ 
le  domaine  du  point  Xf^^  se  réduisant  à  y^  pour  x  =  x^.         r 

Supposons,  pour  abréger  les  formules,  ^o=yo  =  o,  ce  qui 
revient  à  écrire  x  tVy  à  la  place  de  x. —  x^^  y  — y^.  Si  l'équation 
proposée  admet  une  intégrale  holomorphe  dans  le  voisinage  du 
point  ip  =  o,  et  s'annulant  avec  x^  il  suffira,  pour  pouvoir  écrire 
le  développement  en  série  entière  de  cette  intégrale,  de  savoir 
calculer  les  valeurs  de  toutes  les  dérivées  successives  de  cette 
intégrale  pour  x  =  o. 

L'équation  (i)  nous  donne  d'abord   (-^)    =/(o,  o);    d'autre 

part,  les  équations  que  l'on  en  déduit  par  des  difTérentiations 
répétées  permettent  de  calculer  la  valeur  d'une  dérivée  d'ordre 
quelconque  au  moyen  de  x^y  et  des  dérivées  d'ordre  inférieur, 

dx'^        dx         dj'  dx  ( 

(2)  i  d^y  _  d\f  d^f    dy        d^f/dyy       df  d^y 

dx'*        Ox^  dx  dy  dx        dy'^  \  dx  ]        dy  dx^  ' 


en  faisant  dans   ces  relations  .r  =j/-  =  o,  on  calculera  de  proche 

en  proche  les  valeurs  initiales  des  dérivées  successives  (  -7^  \  > 

f -T-y)   1  •  •  •  -,  (-7-^)  '  •  •  •  >  de  l'intégrale  cherchée  au  moyen  des 

coefficients  du  développement  de  f{x.  y)  suivant  les  puissances 
de  X  et  de  y.  Jusqu'aux  travaux  de  Cauchy,  on  avait  admis  sans 
démonstration  que  la  série  entière  ainsi  obtenue 

^^       ^'^  \dx)o  1   '^\dx^)^i.i  '^•-'^\dx'^ 


0   I  .  2  .  .  .  rt 


était  convergente  pour  les  valeurs  de  x  voisines  de  zéro. 

Pour  démontrer  en  toute  rigueur  ce  point  essentiel,  observons 
que  les  opérations  par  lesquelles  on  calcule  les  coefficients  de  la 
série  (3)  se  réduisent  en  définitive  à  des  additions  et  à  des  multi- 

plications  seulement,  de  sorte  que  la  valeur  obtenue  pourf  ^— jj  j 
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peut  s'écrire 

j    ^    )    =  PwC'ïoo»  «01-  *ï|0?  •  •  •  ?  <ïo/n  •  •  •  )  fl[«o)i 

Prt  étant  un  polynôme  à  coefficients  entiers  et  positifs,  et  an^  dési- 
gnant le  coefficient  de  j^'r*  dans  le  développement  de  /(x,  y).  Si 
donc  on  remplace  la  fonction  /(jt,  y)  par  une  fonction  majo- 
rante !p(^,  Y)  et  que  Ton  se  propose  de  déterminer  une  intégrale 
holomorphe  de  l'équation  auxiliaire 

s'annulant  avec  x,  les  coefficients  de  la  série  obtenue  pour  le  déve- 
loppement de  Y  seront  des  nombres  positifs  respectivement  supé- 
rieurs aux  modules  des  coefficients  du  même  rang  de  la  série  (3). 
Si  la  série  obtenue  pour  Y  est  convergente  dans  un  certain  domaine, 
il  en  sera  de  même  a  fortiori  de  la  série  (3).  Or,  la  série  obtenue 
pour  Y  sera  certainement  convergente  si  l'équation  auxiliaire  admet 
une  intégrale  holomorphe,  s'annulant  pour  x  ^o. 

Supposons  la  fonction  /(^c,  r)  holomorphe  lorsque  les  va- 
riables X  et  y  restent  dans  les  cercles  C,  C  de  rayons  a  et  //, 
décrits  de  l'origine  pour  centre  dans  les  plans  des  deux  variables, 
et  continue  sur  ces  cercles  eux-mêmes,  et  soit  M  la  limite  supé- 
rieure de  |y(x, y)  |  dans  ce  domaine.Onpeut  prendre  pour  fonction 

majorante  'f  (^,  Y)  = — ; ^Y'^'^^^tl^^'^ion auxiliaire (5) 


peut  s'écrire,  en  multipliant  les  deux  membres  par  (  i  —  -r\ 


(6) 


~'b)~dx  ~ 


1 

a 


Nous  pouvons  vérifier  directement  que  cette  équation  admet 
une  intégrale  holomorphe  nulle  pour  x  =  o;  en  effet,  les  variables 
étant  séparées,  on  déduit  de  cette  équation 

(,,  Y-^=-aML„g(,-£). 

La  constante  qu'il  faudrait  ajouter  au  second  membre  pour  avoir 
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l'intégrale  générale  de  l'équation  (6)  est  nulle,  si  l'on  adopte  pour 
le  logarithme  la  détermination  qui  est  nulle  pour  x  =  o.  En  résol- 
vant l'équation  ('j)  par  rapport  à  Y,  il  vient  encore  ,-' 


(8)  Y  =  6— èi/n-2a^Lo     ^         ^ 


b        "  \  a 


si  l'on  prend  pour  le  radical  la  détermination  qui  se  réduit  à  i 
pour  37  =  0,  la  formule  (  8)  représente  bien  une  intégrale  de  l'équa- 
tion (6)  qui  est  nulle  pour  x=^o.  (Miette  fonction  Y  est  holo- 
morphe  dans  le  domaine  de  l'origine;  en  effet,  la  fonction  sous  le 
radical  est  holomorphe  à  l'intérieur  du  cercle  G  de  rayon  a,  et 
cette  fonction  s'annule  pour 

(9)  .r=p  =  a(i-e~^). 

Lorsque  la  variable  x  reste  à  l'intérieur  du  cercle  Cp  de  rayon  p 

décrit  de  l'origine  pour  centre,  le  module  de — y— Log(i 1 

reste  inférieur  à  l'unité  (')  et  le  radical  est  une  fonction  holo- 
morplie  de  x  dans  ce  cercle.  La  série  obtenue  pour  le  développe- 
ment de  Y  est  donc  convergente  dans  le  cercle  de  rayon  p,  et  il  en 
est  de  même  à  plus  forte  raison  de  la  première  série  obtenue  (3). 
On  voit  aisément,  d'après  la  formule  (8),  que  tous  les  coefficients 
du  développement  de  Y  sont  réels  et  positifs,  ce  dont  nous  étions 
assurés  a  priori.  Si  l'on  donne  à  x  une  valeur  quelconque  de 
module  inférieur  à  p,  le  module  de  Y  est  donc  inférieur  à  la  somme 
de  la  série  obtenue  en  remplaçant  x  par  p.  On  a  donc,  pour 
tout  point  pris  dans  le  cercle  Cp,  |Y|<;/^,et  par  suite  |j^|<^- 
Si  l'on  remplace  y  par  la  somme  de  la  série  (3)  dans  /{x^y).,  le 
résultat  de  la  substitution  est  donc  une  fonction  <ï>  [x)  holomorphe 
dans  le  cercle  de  rayon  p.  D'après  la  façon  même  dont  on  a  obtenu 

les  coefficients  de  la  série  (3),  les  deux  fonctions  <ï>  [x)  et  -j-  sont 

égales,  ainsi  que  toutes  leurs  dérivées  successives,  pour  x  =  o. 
Elles  sont  donc  identiques,  et  la  fonction  holomorphe  y  satisfait  à 
toutes  les  conditions  de  l'énoncé. 


(')  En  effet,  tous  les  coefficients  du  développement  de  cette  fonction  suivant 
les  puissances  de  x  sont  réels  et  négatifs.  Le  module,  pour|a;|<p,  est  donc 
inférieur  au  module  de  la  valeur  qu'elle  prend  pour  a;  =  p,  c'est-à-dire  à  l'unité. 
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Pour  calculer  les  coefficients  de  la  série  (3),  on  peut  substituer 
directement,  à  la  place  de  jk,  dans  l'équation  (i),  une  série  en- 
tière y  =  C ,  X  +  C-^x-  -\-  . . . ,  et  écrire  que  les  deux  membres  sont 

identiques.  Le  coefficient  de  x""*  dans  ~-  est  n  C„,  tandis  que  le 

coefficient  de  .r"~'  dans  le  second  membre  ne  dépend  évidemment 
que  de  C|,  Co,  ...,  C„_i  et  des  coefficients  a/A-  On  vérifie  bien 
de  cette  façon  que  les  coefficients  C«  se  calculent  par  les  seules 
opérations  d'addition  et  de  multiplication. 

La  méthode  s'étend  sans  difficulté  à  un  système  d'un  nombre 
quelconque  d'équations  du  premier  ordre.  Soit 

^'^^  -^  =/'(^'.ri.  J'2>  •••.r«)         (i  =  i,  2,  ...,  n) 

un  système  d'équations  diflerenlielles,  où  les  fonctions  fi  sont 
holomorphes  dans  le  voisinage  des  valeurs  .*o»(/i)oi  '--i  (yn)o- 
Ces  équations  admettent  un  système  d'intégrales  holomorphes 
dans  le  domaine  du  point  Xq,  se  réduisant  respectivement 
«(r«)"'  (72)0.- ••,  {y„)o  pour X  =  xo. 

En  reprenant  des  raisonnements  tout  pareils  aux  précédents,  la 
démonstration  de  ce  théorème  se  ramène  à  établir  que  le  système 
d'équations  auxiliaires 

,  rfY,  _  rfY,  _       _  f^  _  |V! 

y    a)y--b)"\--b) 

admet  un  svslème  d'intégrales  holomorphes  dans  le  voisinage  de 
l'origine,  s'annulant  toutes  pour  ^  =  o;  les  fonctions^/ sont  sup- 
posées holomorphes  tant  que  l'on  a  |  a?  —  a7o|  =  «i|y<  —  (jK/)o|  =  ^» 
et  M  désigne  encore  le  module  maximum  des  yi  dans  ce  domaine. 
Ces  intégrales,  ayant  leurs  dérivées  égales,  et  s'annulant  toutes 
pour  :r  :^  o,  doivent  être   identiques,    et  il  suffit  de   considérer 

l'équation  unique 

rfY M 

dx 


OÙ  l'on  peut  encore  séparer  les  variables.  Cette  équation  admet 
l'intégrale 


Y  =  b  —  b 


\' /         {n^\)Ua  1         x\ 

S/'^ b ^""^y-a} 
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_h 

An-k-VMn 


qui  est  holomorphe  dans  le  cercle  de  rayon  p  ==  a  \  i  —  e 
et  qui  est  nulle  pour  x  =  o.   Les  intégrales  du  système  (lo)  sont 
donc  holomorphes  dans  le  même  cercle. 
Une  équation  unique  d'ordre  n 

.     ^  d"y       ^  /  dy  d'^-^y\ 

peut  être  remplacée  par  un  système  équivalent  formé  de  n  équa- 
tions du  premier  ordre 

(i3) 

j  dyn-%  dr„-i        „,  , 

en  introduisant  comme  inconnues  auxiliaires  les  dérivées  succes- 
sives dey,  jusqu'à  l'ordre /i  —  i.  On  déduit  alors  du  théorème 
général  que  l'équation  (12)  admet  une  intégrale  holomorphe 
dans  le  domaine  du  point  x^^,  et  telle  que  cette  fonction  et 
ses  (n  —  I  )  premières  dérivées  prennent  pour  x  =  x^  des  valeurs 
données  à  l'as^ance y^,  y'^, . . . ,  jKo"~",  pourvu  que  la  fonction  F 
soit  holomorphe  dans  le  voisinage  du  système  de  valeurs  .r„, 

Il  résulte  de  la  démonstration  qu'il  ne  peut  y  avoir  plus  d'une 
intégrale  holomorphe  de  l'équation  (i)  prenant  pour  x  =  Xa  la 
valeur  yo-  Mais  rien  ne  permet  d'affirmer  jusqu'ici  qu'il  n'existe 
pas  d'intégrale  non  holomorphe  satisfaisant  à  la  même  condi- 
tion (*).  C'est  un  point  qui  sera  établi  plus  loin  d'une  façon  rigou- 
reuse (n°  388). 


(')  Voici  le  raisonnement  employé  par  Briot  et  Bouquet  pour  traiter  cette 
question.  Soit  y,  l'intégrale  holomorphe  de  l'équation  (i)  prenant  la  valeur  _y„ 
pour  X  —  x^.  En  posant  ^' =j)',  +  x;,  l'équation  (i)  prend  la  forme 

(i  bis)  ~  =  z']f{x,  z), 

(|/(ar,  z)  étant  holomorphe  pour  a;  =  a;„,  ^  =  0.  Supposons  que  cette  équation 
admette  une  intégrale,  autre  que  -ô  =  o,  tendant  vers  zéro  lorsque  la  variable  x 
décrit  une  courbe  C  aboutissant  au  point  x^.  Soient  x^,  X2  deux  points  de  cette 
courbe  auxquels  correspondent  deux  valeurs  z^  et  z^  de  z.  On   déduit  de  l'équa- 
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38o.  Systèmes  d'équations  linéaires.  —  On  trouvera  plus  loin, 
par  une  autre  mélliode,  une  valeur  plus  grande  pour  la  limite  infé- 
rieure du  rayon  de  convergence  des  séries  qui  représentent  les 
intégrales  (n"  391).  Lorsque  les  fonctions  fi  ont  des  formes 
spéciales,  on  peut  parfois,  en  se  servant  toujours  du  »  alcul  des 
limites,  employer   des   fonctions   majorantes   plus    avantageuses. 

C'est  ce  qui  arrive  en  particulier  dans  le  cas  très  important  des 
équations  linéaires.  Soient 

(i4)         -^  =  «,|^I-t-«/îJ'2-+-...-<-«/«^/j-H6/  (l  =  I,  •».,  ...,«) 

un  système  d'équations  linéaires,  où  les  fonctions  «/a  et  bi  sont  des 
fonctions  de  la  seule  variable  x,  holomorphes  dans  le  cercle  G  de 
rayon  R  décrit  du  point  Xs^  comme  centre.  Ces  équations  admet- 
tent un  système  d'intégrales  holomorphes  dans  le  cercle  C,  se 
réduisant  respectivement  à  (;  i  )o,  0'2)oî  •  •  •  ?  0"n)o  l'our  x  =  Xq. 
On  peut,  pour  la  démonstration,  supposer 

(ri)o=(rî)o  =  -.-=  (r«)o=  o, 

car,  si  l'on  change  yi  en  (y/)o-+-y/,  le  système  (i4)  ne  change  pas 
de  forme  et  les  nouveaux  coeflicients  sont  encore  holomorphes 
dans  le  cercle  G.  Soit  M  la  valeur  maximum  du  module  de 
toutes  les  fonctions  «/a,  l*i  dans    un  cercle    G'   de    centre  jTo  et 

de  rayon  /•  <  R.  La  fonction (i  +  Y,  +  Y,  +  . . .  +  Y«) 

•^  .r  —  Xo  ~  ' 

I 

/• 

est  majorante  pour  toutes  les  fonctions  rt/ijKi  +  •  •  •  +  ai,,  y  a  -\-  bi^ 

et  nous  sommes  conduits  à  considérer  le  système  auxiliaire 

(    •  ^     ^^'  _  ^^î  _        _  ^y»  _  M  /     ■    Y        Y  Y    1 

dx         dx       '  '  '        ax  X  —  j?,,  '  *      '  *  *         " 

I  —  


tion  (i  bis) 


^{/  (  vC,  z)  dx. 


Lorsque  j;,  tend  vers  x^,  z^  leiid  vers  zéro,  et  le  module  du  premier  membre  de 
celte  égalité  augmente  indéfiniment,  tandis  que  le  module  du  second  membre 
conserve  une  valeur  finie;  il  ne  peut  donc  y  avoir  une  intégrale  tendant  vers 
zéro,  diirérenle  de  ^  =  o.  Mais  le  raisonnement  suppose  que  le  point  x  tend 
vers  x^  en  décrivant  une  courbe  C  de  longueur  finie. 

G.,  II.  j3 
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Les  fonctions  ^  , .  ^  o , . . . ,  Y„,  devant  être  nulles  pour  x  =  Xq 
etajant  leurs  dérivées  égales,  sont  identiques,  et  le  système  (i5) 
peut  êti^e  remplacé  par  l'éc|ualion  unique 

I  —  

qui  s'intègre   en  séparant  les  variables.  L'intégrale  qui  esl  nulle 
pour  :r  =  A-Q  a  pour  expression, 


v=a(.-^-^r"'-i 


et  elle  est  liolomoiplie  dans  le  cercle  G'.  11  en  est  donc  de  même 
des  intégrales  du  système  (t4)>  et,  comme  le  nombre  r  peut  être 
pris  aussi  voisin  de  Pi  qnon  le  veut,  il  s'ensuit  que  ces  intégrales 
sont  holomorplics  dans  le  cercle  C. 

386.  Équations  aux  différentielles  totales.  —  Soient  xi,  .r^,  . . .,  ar^ 
un  système  de  n  variables  indépendantes,  z  une  fonction  inconnue  de  ces 
variables,  eiji,/î,  ....fn  n  l'onclions  données  de  Xi,  x^,  ...,.r„,  z. 

Une  équation  aux  dilléreniiclles  totales  est  une  relation  de  la  forme 

(17)  dz=fidx,+fidx2-h...-}-fndxn; 

elle  est  équivalente  en  réalité  à  n  équations  distinctes 

Admettons  qu'il  existe  une  fonction  z  de  x^,  x-i^  ...,  x,,,  satisfaisant  à 

ces  n  relations  ;  nous  pouvons  calculer  de  deux  façons  différentes  la  dérivée 

d^z        .  . 

seconde- ^ —  (i^r^k).  En  écrivant  que  les  résultats  obtenus  sont  iden- 

OXi  0x1,  ^    ■        '  ^ 

I  ,       n(fi  —  I  )      ,     . 

tiques,  nous  obtenons  les relations 

1.2 

et  la  fonction  z  ne  peut  être  prise  que  parmi  les  fonctions  qui  satisfont  à 
ces  relations.  Nous  allons  considérer  seulement  le  cas  très  important,  où 
ces  relations  sont  vérifiées  identiquement.  On  dit  alors  que  l'équation  (17) 
ou  le  système  équivalent  (18)  sont  complètement  intégrables. 

Étant  donnée  une  équation  aux  différentielles  totales  complètement 
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lit  holomorphes  dans  le  voisinage  dusys- 
{x,i)q,  -^oi  cette  équation  admet  une  inté- 
iiage  du  système  de  valeurs  {ti\^  ..., 
1  =  (  ^1  )oi    •  •  •  1  ^n  ==  \^n  )o' 

uc  l'on  en  déduit  par  des  différentiations 
er  toutes  les  dérivées  partielles  de  la  fonc- 
,,  x^,  . .  .,  x„i  et,  par  suite,  les  coefficients 
•  liolomorphe.  si  elle  existe.  Mais,  tandis 
uler  que  d'une  seule  façon  les  dérivées  telles 

Itenlion  pour  s'assurer  que  l'on  obtiendra 

lur  une  dérivée  d'ordre  quelconque,  telle 

lier  de  plusieurs  façons  différentes.  Il  en 

)iid  ordre,  lorsque  les  conditions  (19)  sont 
rifier  que  la  propriété  est  "générale,  il  suffit 
^  jusqu'aux  dérivées  partielles  d'ordre  p, 
rivées  |)artielies  d'ordre />  H-  i.  Nous  nous 
irque  suivante  :  Soit  L  {Xi,  Xj,  . . .,  a*,,,  z) 
r.,.  . . .,  x„,  z;  posons 

d    /dU\  ... 

ininédiatement  que  l'on  a.  quelle  que  soit 
U  d^  L 


Ix/i-      dx/,  dx, 

rivées  partielles  d'ordre  /),  qui  ne  diffèrent 
apport  à  Xi  a  été  remplacée  par  une  déri- 
;  réduit  à  démontrer  que  l'on  a 


7A  = 


ch- 


dxi      Oz 


fu 


té  obtenues  en  prenant  les  dérivées  d'une 

,  par  rapport  aux  variables  xi  et  x^  res- 

V  dw  , ...  ,  ,    . 

— ,  r  =  -; —  j  et  1  égalité  a  établir  se  réduit 

-•/  dx/; 

ue  l'on  vient  de  démontrer. 

e  du  développement  ainsi  obtenu,  on  peut 
par  des  fonctions  majorantes  o,.  pourvu 
<fi  de  façon  que  l'équation  aux   difforen- 

e-mème    complètement    intégrable.    Sup- 
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posons  pour  simplifier  (xi)o  =  (x2)o  =  ...=  (x,i)q  =  Zq  =  o;  on  peut  prendre 
pour  fonction   majorante  de  toutes  les  fonctions  fi  une  expression  de  la 

r  M 

iorme ■ pt—  >  et  1  équation  auxiliaire 

(•j'.o)  dL  =- 


X\ 


^)(-f) 


est  complètement  intégrable,  d'après  la  symétrie  du  second  membre  rela- 
tivement aux  II  variables  Xi.  Pour  obtenir  une  intégrale  holomorphe  s'an- 
nulant  avec  ces  variables,  il  suffit  de  chercher  une  inlégrale  <[ui  soit 
fonction  de  la  seule  variable  X  =  ^1 -t-a^î -h. .  .-H a7,j,  ce  qui  conduit  à  une 
équation  différentielle  ordinaire  de  la  forme  ((>) 

M  d\ 


?)-  = 


_X 


Cette  intégrale  étant  représentée  par  un  développement  en  série  con- 
vergente où  le  coefficient  d'un  terme  quelconque  a?"'  ...  a;*"  est  réel  et 
positif,  le  développement  obtenu  pour  z  est  a  fortiori  convergent  dans  le 
même  domaine. 

Le  théorème  s'étend  sans  difficulté  aux  systèmes  d'équations  aux  dilTé- 
rentielles  totales  entre  n  variables  indépendantes  a^j,  x^^  . . . ,  a7„  et  m  fonc- 
tions de  ces  variables  ;;i,  jj,  .  . . ,  z„ii 

/  /<  =  1,  -i,  . .  .,  in\ 
{■x\)  dzu  =  /i h dxi  H- .  .  .  -+-///,  dxi  -H . .  .  +/n/i dx,t  (    . 

\  t=  I,  u,  ...,  n  J 

En  calculant  de  deux  façons  dilférenles  les  dérivées  de  la  forme 


Oxi  àx/c 
on  est  conduit  aux  conditions 

ÔX/,  OZi   ^  OZ„i  ÙXi  dZi   "^  àz,n 

le  système  (21)  est  dit  complètement  intégrable  lorsque  les  conditions  {'i-i) 
sont  vérifiées  identiquement,  et  l'on  a  le  théorème  suivant  qui  se  démontre 
comme  le  précédent  : 

Tout  système  complètement  intégrable,  où  les  fonctions  fi  sont  holo- 
morphes  dans  le  voisinage  d'un  système  de  valeurs  (a7i)o,  (^'2)0,  •••, 
(•^/i)oi  (^i)o)  •••1  (-3/«)o  admet  un  système  d'intégrales  Iiolomorphes 
dans  le  domaine  du  point  {X[  )o,  . . .,  (a:,j)o,  prenant  respectivement  les 

valeurs  {Zi)o,  {Zi)o,  ...,  (z,n)o  pour  Xi  =  (xi)o,  . . .,  x,^  —  {xn)o- 

387.  Application  du  calcul  des  limites  aux  équations  aux  déri- 
vées partielles.  —  Le  calcul  des  limiles  ])erniel  aussi  de  démontrer 
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l'existence  des  intégrales  d'un  système  d'équations  aux  dérivées 
partielles.    Considérons  d'abord  une  équation  du   premier  ordre 

dz         ./  âz      dz  âz  \ 

où  le  second  membre  ne  renferme  pas  la  dérivée  - —  Cette  équa- 
tion et  celles  que  l'on  en  déduit  par  des  diflerentiations  succes- 
sives permettent  d'exprimer  toutes  les  dérivées  partielles  de  z  au 
moyen  de  x,^  .To,  ...,  a:„,  z,  et  des  dérivées  partielles  de  z  prises 
par  rapport  aux  variables  a^a,  X3,  . . . ,  .r,i  seulement.  La  propriété 

est  évidente  en  eiiet  pour  les  dérivées  de  la  forme —f 

"^  dxi  f)ar?' . . .  Oxf," 

comme  on  le  voit  en  diflTérentiant  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion (23)  0.2  fois  par  rapport  à  x-^t  •••,  ««  fois  par  rapport  k  x„. 
Si  l'on  dilTérentie  les  deux  membres  de  l'équation  (28)  une  seule 
fois  par  rapport  à  or, ,  et  un  nombre  quelconque  de  fois  par  rapport 
aux  autres  variables  x-,,  x^,  ...,  .r,,,  puis  qu'on  remplace  dans  le 
second  membre  les  dérivées  partielles  où  figure  une  fois  la  va- 
riable Xt  par  les  expressions  déjà  obtenues,  on  obtiendra  de  même 

les  dérivées r- —  exprimées  de  la  façon  annoncée,  et  il 

dx\  dx'^\  .  .d.r'ji'-        ' 

est  clair  qu'on  peut  continuer  à  appliquer  le  même  procédé  indé- 
finiment. 

Cela  posé,  supposons  la  fonction  /  holomorphe  dans  le  voi- 
sinage d'un  système  de  valeurs  (^i)o,  •••,  i^n)of  ^05  (^2)0^  •••? 
{Pn)b,  et  soit  o(a72,  .^3,  , . .,  x„)  une  fonction  des  (n  —  i)  variables 
x-2,  X3,  . .  .,  x„,  holomorphe  dans  le  domaine  du  point  (')  (.^2)0, 
{x3)o,  ...,  (x,i)o,  et  telle  que  l'on  ait,  pour  ces  valeurs  particu- 
lières, 

^?)«==^»-  (ê)o=^''^^»'  (â)o=^'"^"'  •■•'  {^)r^^^^'- 

Ces  conditions  étant  supposées  vérifiées,  l'équation  (23)  admet 
une  intégrale  régulière  dans  le  domaine  du  point  (:r,)o,  ..., 
(^«)oj  <?'  ^^  réduisant  à  o  (Xi,  x^,  . . . ,  x„)  pour  x,  =  (x,  )o. 


(')  Pour  abréger,  nous  appellerons  point  tout  système  de  valeurs  particu- 
lières, réelles  ou  imaginaires,  attribuées  aux  variables  qui  figurent  dans  la  ques- 
tion. 
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La  fonclion  cp(^2?  ^-i^  -- ■ -,  ^ii)  peut  par  hypothèse  être  déve- 
loppée en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  positives  des 
variables  xi —  (:27,)o,  et  les  coefficients  sont,  à  des  facteurs  numé- 
riques près,  les  valeurs  des  dérivées  partielles  de  cette  fonction  au 
point  {x-i)^^  ...,  (^«)o-  La  fonction  ^,  dont  nous  voulons  dé- 
montrer l'existence,  devant  se  réduire  à  o{xi,  x^,  ...,  x,t) 
pour  Xi  ^(ii7,)o,  nous  connaissons  par  là  même  les  valeurs  au 
point  (^,)o,  {Xi)^,  ...,  {x,i)o  de  toutes  les  dérivées  partielles  de 
cette  fonction  où  la  \ariable  Xi  ne  figure  pas.  On  vient  de  voir  à 
l'instant  comment  on  peut  exprimer  toutes  les  autres  dérivées  par- 
tielles de  z  au  moyen  de  celles-là.  Nous  pouvons  donc  calculer 
de  proche  en  proche  tous  les  coefficients  du  développement  de  z 
suivant  les  puissances  des  variables  xi —  {xi)o  au  moyen  des  coef- 
ficients des  deux  développements  de  la  fonclion  /  et  de  la  fonc- 
tion ©,  et  ce  calcul  se  fait  par  les  seules  opérations  d'addition  et 
de  multiplication.  Pour  démontrer  la  convergence,  nous  pouvons 
donc  encore  employer  des  fonctions  majorantes  :  si  la  série  obtenue 
en  remplaçant  dans  le  calcul  précédent  y  par  une  fonction  majo- 
rante F,  et  CD  par  une  autre  fonction  majorante  4>,  est  convergente, 
il  en  est  forcément  de  même  de  la  série  obtenue  pour  z. 

On  peut  tout  d'abord,  par  une  suite  de  transformations  faciles, 
remplacer  les  conditions  initiales  par  d'autres  plus  simples.  On 
peut  supposer  (.r,  )o  =  (^j)o  =  . . .  =  (^«)o  =  o,  car  cela  revient  à 
écrire  Xi  au  lieu  de  Xi  —  (•^/)o  ',  si  l'on  pose  de  plus 

la  nouvelle  fonction  inconnue  ii  doit  se  réduire  à  zéro  pour  X\  =  o. 
On  peut  ^supposer  aussi  qu'après  ces  transformations  le  second 
membre  ne  renferme  pas  de  terme  constant;  si  le  développement 
commençait  par  un  terme  constant  a  difïerent  de  zéro,  il  suffirait 
de  poser  u:=aXi  H-  v  pour  le  faire  disparaître.  Toutes  ces  trans- 
formations étant  elFectuées,  si  nous  remplaçons  le  second  membre 
par  une  fonction  majorante  convenable,  la  démonstration  du 
théorème  se  ramène  à  établir  que  l'équation 

,    ,,   àZ        M 

•^ ^ ^ 7 — ^^,    ^i>z-  - '^^' 

/      _  3^-1  -h  -Tj  -t-  .    .    ■  -r-  a7,t  -+-  Z  ^     j  ,)X.2  •  •  •  "^  ()x^ 


I.    —    CALCUL   DES    LIMITES.  SSg 

OÙ  M,  /',  p  sont  des  nombres  |)osilifs  délenninés,  admet  une  inté- 
grale liolomorplie  dans  le  domaine  de  l'origine,  se  réduisante  zéro 

pour  .r,  =  o.  Si  l'on  remplace  dans  le  second  membre  Xt  par  — > 

y.  étant  un  nombre  positif  moindre  que  l'unité,  on  augmente  les 
coclïicients,  et  le  théorème  sera  a  fortiori  établi  si  l'on  démontre 
la  proposition  pour  la  nouvelle  écpiation 

-       '^7.  M 

(  9.3  ) =  — -, 77 M. 

Oxi        /  X-,  „  ^   /  <)A  i)L  \ 

OX-,  ■  •  •     ■      f)x. 


'•-— ^) , 


Il  suffit  même  de  montrer  que  celte  équation  admet  une  inté- 
grale régulière,  représentée  par  une  série  enlière  dont  tous  les 
coefficients  sont  réels  et  positifs.  Car  les  coefficients  de  ce  troi- 
sième développement  sont  au  moins  égaux  à  ceux  de  la  série 
obtenue  en  supposant  que  Z  s'annule  pour  .r,  =0,  puisque  tous 
les  coefficients  se  déduisent  par  voie  d'addition  et  de  multiplica- 
tion des  coefficients  des  termes  indépendants  de  j^,.  Pour  établir 
ce  dernier  point,  cherchons  à  satisfaire  à  l'équation  (  '>.5)  en  prenant 

pour  Z  une  fonction  de  la  seule  variable  X  =  —  -{-  x-i-'r  .  •  .-\-Xn\ 
'  7, 

nous  sommes  conduits  à  ré(|uation  difTércnticlle  du  premier  ordre 
,    -,  /i         n  —  I  .,\  (iZ        II  —  i  / d'A\-  M 

(=«>    U — r")^  =  ^^(3x^^ — x^-"- 

r 

Supposons  a  choisi  assez  petit  pour  que  le  coefficient  de  -r^  dans 

le  premier  membre  soit  positif.  Pour  X=  Z  =  o,  l'équation  (26) 
admet  deux  racines  distinctes,  dont  Tune  est  égale  à  zéro.  Cette 
équation  admet  donc  une  intégrale  holomorphe  dans  le  domaine 
de  I  origine,  nulle  ainsi  que  la  dérivée  première,  pour  X  =  o.  Il 
est  aisé  de  vérifier  directement  que  tous  les  coefiicients  du  déve- 
loppement de  cette  intégrale  sont  des  nombres  positifs.  On  peut 
écrire,  en  etlet,  l'équation  (26) 

A  étant  positif,   et  $  (X,  Z)  désignant  une  série  dont  tous  les 
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coefficients  sont  positifs.  Après  une  première  dérivation,  il  vient 

rf\2  "~  '     r/\  rfX2  ^  d\'^  dZ  d\  ' 

pour    A  =  o,    Z/   et  -jT?  sont  nuls,  -7^7-  est  donc  posilii,   et  on   Je 

vérifie  de  la  même  façon  pour  les  dérivées  suivantes. 

La  série  obtenue  pour  le  développement  de  l'intégrale  cherchée  :; 
est  donc  convergente  tant  que  les  modales  des  dilTérences  xi  —  {xi)(, 
restent  plus  petits  qu'un  nombre  positif  /'.  La  somme  de  cette 
série  est  une  fonction  holomorpbe  dans  le  domaine  du  point  (j7,)o, 
(270)0,  •  •  • ,  {^n)oi  se  réduisant  à  cp(^2i  ^37  •  •  ■•,  ^n)  pour  Xx  =  {Xi)^. 
Cette  fonction  satisfait  bien  à  l'équation  proposée;  en  effet,  si  l'on 

remplace    dans  f  les    variables   ^,  -^  ,  •  •  • ,  — ^  par    la    fonction 

précédente  et  par  ses  dérivées  partielles,  le  résultat  est  une  fonc- 
tion régulière  ^'(^ii  ^2?  •••»  ^n)  dans  le  domaine  du  point  (^1)05 
(;r2)o,  •••,  {Xn)oj  et,  d'après  la  façon  même  dont  on  a  obtenu  les 

coefficients  de  la  série  5,  les  deux  fonctions  'i>  et -r — sont  égales, 

ainsi  que  toutes  leurs  dérivées  partielles,  au  point  (a7|)o,  (^2)0»  •  •  •? 
{x,i)fi]  elles  sont  donc  identiques. 

La  démonstration  est  la  même  pour  un  sj'slème  d'équations 
simultanées  du  premier  ordre 

dont  les  seconds  membres  ne  renferment  que  les  variables  Xf, 
x<i,  ...,  x,i,  les  fonctions  ^,,  z-y,  ...,Zp,  et  les  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  autres  que  les  dérivées  par  rapport  à  a?,.  Ln  sup- 
posant les  seconds  membres  holomorphes  dans  le  voisinage  d'un 
système  particulier  de  valeurs  attribuées  à  toutes  les  variables  qui 
j  figurent  {xi)o,  (2a)o?  {pf)o^  ces  équations  admettent  un  système 
(V intégrales  holomorphes  dans  le  domaine  du  point  (^1)0;  •  •  •  j 
{xn)o-i  ^t  se  réduisant  pour  Xi  =  (xt  )o  à  p  fonctions  données  cp,, 
«^25  "'1  ^p  des  (n  —  i)  variables  x^-,  X3,  ...,  x,i,  holomorphes 
dans  le  domaine  du  point  (^2)0,  (-273)0)  -  •  •  1  (^//)o?  et  telles  que 

les  valeurs  de  oa  et  de  -^  en  ce  point  soient  précisément  {zk)o 

et  (/?J)o  (A  =  i,'i,  ...,  p;  i=2,^,  ..,,;?). 
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388.  Intégrale  générale  d'un  système  d'équations  différentielles. 
—  Le  théorème  précédent  permet  de  compléter  sur  plusieurs 
points  importants  la  théorie  des  équations  différentielles,  x^insi 
l'existence  d'une  infinité  de  facteurs  intégrants  pour  une  expres- 
sion telle  que  P  (x,  y)dx  -h  Q^{^',  y)  dy  en  esl  une  conséquence 
immédiate  lorsque  P  et  Q  sont  des  fonctions  analytiques  des 
variables  x  elj'(n"'  374-). 

Reprenons  l'équation  du  premier  ordre  y'  =f  (x,  y),  et  soit 
(xo,  yo)  un  couple  de  valeurs  pour  lesquelles  la  fonction  y(jr,  j)') 
est  régulière.  L'intégrale  holomorphe  dont  on  a  établi  l'existence, 
qui  prend  la  valeur  j)-o  pour  x  =  Xo,  peut  être  considérée  comme 
une  fonction  de  trois  variables  indépendantes  x,  Xo,  yo]  c'est  à 
ce  point  de  vue  que  nous  allons  l'étudier.  Pour  fixer  les  idées, 
supposons  la  fonction  / (x,  y)  régulière  dans  le  domaine  d'un 
point  (x  =  'x,  ^  =  ji).  Nous  pouvons  évidemment  considérer 
l'équation  proposée  comme  une  équation  aux  dérivées  partielles 

définissant  une  fonction  y  des  trois  variables  x,  Xo,  yoi  et  nous 
proposer  de  déterminer  une  intégrale  de  celte  équation,  holo- 
morphe dans  le  voisinage  du  point  x  :=  x,  Xo  =  ol,  yo:=  ^,  et  se 
réduisant  à_^o  pourx=:iFo.  Cette  dernière  condition  n'est  pas  de 
la  même  forme  que  celle  du  paragraphe  précédent;  mais  il  suffit, 
pour  tourner  la  difficulté,  de  prendre,  au  lieu  de  x  et  de  x^,  deux 
nouvelles  variables  indépendantes  it  =  x  -+-  Xq,  v  =:  x  — Xo. 
L'équation  (28)  devient 

et  l'on  est  ramené  à  trouver  une  intégrale  de  cette  nouvelle  équa- 
tion, holomorphe  dans  le  voisinage  des  valeurs  //  =  2a,  1^  =  0, 
j'o=|3j  et  se  réduisant  à  ^o  pour  v^o.  D'après  le  théorème 
général,  il  existe  une  intégrale  holomorphe,  et  une  seule,  remplis- 
sant ces  conditions;  nous  la  désignerons  par  o(x,  Xq,  yo)j  en 
supposant  qu'on  ait  remplacé  m  et  i^  par  leurs  expressions.  Soit  D 
un  domaine  défini  par  les  conditions  \x  —  a|^r,  \xo  —  ^\  =  f'i 
\yo  —  M=?'  ®"^  cette  fonction  'f{x,  Xq,  y^)  est  régulière.  Elle 
possède  dans  ce  domaine  les  propriétés  suivantes. 
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D'abord,  d'après  la  façon  même  dont  on  l'a  obtenue,  si  Xo  et  y^ 
Sont  constants,  elle  représente  l'intégrale  de  l'équation  différen- 
tielle y' ^/[x,  y)  qui  prend  la  valeur  jo  pour  j:;  =  .ro.  Cette 
intégrale  est  certainement  holoinorphe  tant  que  \x — a|  est  infé- 
rieur à  /',  quels  que  soient.ro,  î'o  dans  le  domaine  D. 

Le  développement  de  co(.r,  .^o,  ro)  est  de  la  forme 

P  désignant  aussi  une  fonction  régulière.  D'après  la  théorie  géné- 
rale des  fonctions  implicites,  on  peut  inversement  tirer  de  cette 
relation  yo=  '^  {x,  Xq^  j'),  le  second  membre  étant  aussi  une  série 
entière.  Cette  fo  ne  lion  '}  (-c,  x^^y)  est  Identique  à  oi^Xç^^  ^ij)- 
En  effet,  soient  a^o  et  x^  deux  points  du  domaine  D;  l'intégrale 
qui  est  égale  à  j'o  pour  x  =  .To  prend  au  point  x^  une  certaine 
valeur  y,,  et  l'on  a  ^,  ==c5(.r,,  .To,  Yo)-  Mais  il  y  a  évidemment 
réciprocité  entre  les  deux  couples  de  valeurs  (a7o,  J'o)?  (^m  ^i)' 
et  l'on  a  aussi  par  conséquent  j'o  = '-5  (jto,  jT),  Vi). 

Soit;c'y  une  valeur  quelconque  de  x  telle  que  l'on  ait  \x'^  —  a|<Cr. 
Toute  intégrale  holomorphe  de  l'équation  (28),  passant  par  un 
point  quelconque  (j:„,yo)  <1"  domaiae  D,  satisfait  à  une  relation 
de  la  forme 

(3o)  (p(j;;,  x,y)  =C. 

En  cfTet,  considérons  l'intégrale  halom&rphe  égale  àjo  pour  j?  =:  iCol 
cette  intégrale  |)rend  pour  .r'^  une  valeur  jj/j^ ,  et  l'on  a  par  consé- 
quent, d'après  la  définition  de  la  fonction  o,  '-^i^x'^^  Xo,  jKo)  ==y'o' 
Soient  X  une  autre  valeur  de  la  variable  dans  le  même  domaine  ety 
la  valeur  correspondante  de  l'intégrale;  on  a  aussi  cp  {^x\^x^y)^=y\^ 
et  par  suite  l'intégrale  holomorphe  considérée  satisfait  bien  à  une 
relation  de  la  forme  (3o).  En  différentiant  par  rapport  à  x^  et 
remplaçant  j"'  par  sa  valeur/(a:,  j^),  on  en  conclut  que  la  fonc- 
tion 'j  (  j?'^,  J7,  y')  satisfait  à  la  relation 

(Si)  ^^£?/(^,^)  =  o; 

cette  relation  se  réduit  forcément  à  une  identité,  car  elle  doit  être 
vérifiée  pour  :r  :;=  Xq,  y  =^05  et  le  point  (.ro,jKo)  est  un  point 
quelconque  du  domaine  D. 
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Ceci  permet  de  répondre  à  une  question  laissée  en  suspens 
(n"  384-).  Soit  dans  le  plan  de  la  variables?  une  courbe  quelconque  Y 
se  rapprochant  indéfiniment  du  point  ^o  5  nous  dirons  qu'une  fonc- 
tion jk  de  la  variable  x,  dont  on  peut  poursuivre  le  prolongement 
analytique  tout  le  long  de  F,  tend  versjKo  lorsque  x  tend  vers  x© 
sur  r  si  à  tout  nombre  positif  z  on  peut  faire  correspondre  un  autre 
nombre  positif  r\  tel  que  \y  — yo  |  leste  inférieur  à  s  porrr  toutes 
les  valeurs  de  x  situées  sur  F  à  Tinte-rieur  d'un  cercle  de  rayon  '/j 
et  de  centre  x^'  Le  raisonnement  de  Briot  et  Bouquet  ne  prouve 
pas  qu'il  n'existe  pas  d'autre  intégiale  que  l'intégrale  holomorphe 
tendant  vers  yo  lorsque  x  tend  vers  Xo,  au  sens  qui  vient  d'être 
précisé.  C'est  pourtant  ce  (jui  a  lieu.  En  cfTet,  considérons  un 
point  déterminé  (xo,  jo)  d"  domaine  D,  et  prenons  dans  l'équa- 
tion (28)  pour  nouvelle  inconnue  la  fonction  définie  plus  haut 
Y  = 'Z)(^Xo,  X,  y).  Ona 

d\        dif        Oo   dy 
dx        Ox        (>y  dx 

et,  d'après  la  relation  (3i),  l'équation  différentielle  proposée  se 
réduit  à  -T-  =  o.  Or,  si  y  tend  vers  jo  lorsque  x  tend  vers  Xç^,  il 
en  est  de  même  de  Y,  et  la  seule  intégrale  de  l'équation  nou- 
velle  -j-  =  o  qui  satisfait  à  cette  condition  est  évidemment  Y  =^o- 
L'intégrale  cherchée  doit  donc  satisfaire  à  la  relation 

OU 

(32)  yo=  y  -+-{x  —  Xo)Vix,y,  Xq), 

et,  d'après  la  théorie  des  fonctions  implicites  (I,  n°  193),  il  n'y  a 
qu'une  racine  de  l'équation  (32)  tendant  vers  y^  lorsque  x  tend 
vers  X(,i  et  cette  racine  est  bien  une  fonction  holomorphe  ('). 

Il  s'ensuit  que  toute  intégrale  de  l'équation  (28)  qui  passe  par 
un  point  du  domaine  D  vérifie  une  relation  de  la  forme  (3o).  On 
dit  pour  celte  raison    que  celle   équation  représente  l'intégrale 


(')  Picard,  Traité  d'Analyse,  t.  II,  p.  3i5-3i7.—  Paixlevé,  Leçons  de  Stock- 
holm, p.  39/1. 
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fi^énérale  de  l'équation  différentielle  dans  ce  domaine;  C  est  la 
constante  d'intégration  qui  reste  arbitraire  au  moins  entre  cer- 
taines limites.  Nous  avons  vu  que  l'on  pouvait  aussi  mettre  l'équa- 
tion (3o)  sous  la  forme  équivalente  j' =  cp  (j7,  x'^^y'^)^  la  constante 
d'intégration  éianiy'^. 

Toutes  ces  propriétés  peuvent  être  étendues  à  un  système 
d'équations  différentielles 

^^^^     7^=./.(^.r.^r.,  ...,r.),      -^=-A ITF^/"- 

Supposons  les  seconds  membres  holomor|)lies  dans  le  voisinage 
du  système  .r  =  a,  j)',  :=  ^i,  . . .,  j',i  =  [î,,.  On  peut  encore  regarder 
les  équations  précédentes  comme  un  système  d'équations  aux 
dérivées  partielles  entre  n  fonctions  j)^,,  y.2^  . . . ,  j^  et  /?  +  a 
variables  indépendantes  .r,  x^,  (j'i)o<  •••>  (j)'/i)o>  ^^  chercher  les 
intégrales  de  ce  système  qui  sont  régulières  dans  le  voisinage  des 
valeurs  x  =  y.,  x„  =  a,  (j,)o  =  ,3,,  . . . ,  (.r«)o  =  ?//  et  se  rédui- 
sent respectivement  à  (r,  )o,  0'a)o,  •  •  • ,  0'//)o  pour  .r  =  Xq. 

Soient 

I  r/,=  ?,.[.r,  .r,,,  (7i),„  ....  (y„)^] 

les  n  fonctions  ainsi  définies,  que  nous  supposons  holomorphes 
dans  le  domaine  D  défini  par  les  conditions  |x  —  a|</-,  \xo  —  ^\  =  f'i 
\yi  —  (y,)o|^p.  Des  formules  (34)  on  tire  inversement 

(3;J)     (ri)*)=  ?i(^o,  a",j)'i ,yn),      ••-,     (rn)o=?«(^o,  a",ji,  ...,JK«), 

et  chacune  des  fonctions  o,-  satisfait,  quel  que  soit  Xo-,  à  la  relation 

On  le  démontre  comme  tout  à  l'heure  en  observant  que  les 
intégrales  holomorphes  qui  prennent  les  valeurs  (yi)o,  •••?  (yn)n 
pour;r=:a:o  vérifient  les  relations  (35)  etparsuite  les  relations  (36) 
que  l'on  en  déduit  en  différentiant  par  rapport  à  la  variable  indé- 
pendante X  et  remplaçant  la  dérivée  -^  par  //.  Ces  relations  (36) 

doivent  se  réduire  à  des  identités  ;  en  effet,  x^  étant  supposé  fixe, 
on  montre  comme  plus  haut  qu'on  peut  disposer  de  (y^  )o,  ...,  (y«)o 
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de  façon  que  la  courbe  intégrale  (  '  )  passe  par  un  point  quelcontjue 
du  domaine  D.  Le  premier  membre  de  la  formule  (36)  doit  donc 
être  nul  pour  les  coordonnées  dun  point  quelconque  de  ce  do- 
maine. 

Si  dans  les  équations  proposées  (33)  on  prend  pour  nouvelles 
fonctions  inconnues  les  n  fonctions  V/=  ç;,(xo,  x,  j^i,  . .  .,  JK„), 
.ro  étant  constant,  ces  équations  deviennent,  d'après  les  condi- 
tions (36), 

,,   ,  d\^  d\\,  d\n 

^^■^  177="'       ^="'        •••'       -dl=''- 

Il  s'ensuit  que  toutes  les  intégrales  du  système  (33)  satisfont  à  des 
relations  de  la  forme  (35),  où  {y  1)01  •  -  •  1  (jK«)o  ^^^^  des  constantes, 
tout  au  moins  celles  de  ces  intégrales  qui  ont  un  point  à  l'intérieur 
du  domaine  D,  où  les  fonctions  .p  sont  régulières.  Nous  dirons 
encore  que  les  formules  (35)  représentent  1  intégrale  générale  du 
système  (33)  dans  ce  domaine. 

On  peut  aussi  déduire  de  ces  équations  qu'il  n'y  a  pas  d'autre 
sysjlème  d'intégrales  que  les  intégrales  holomorphes,  tendant  vers 
{yi  )oi  '  •  •  1  {yn)o  lorsque  x  tend  vers  x^.  On  a  en  effet 

'■ii=  n^i^  —  r»)  P/(jro,  J-,  Ji,  ...,^n), 

et  le   jacobieii        "''^  t'^'  •  •  •■»  t"     ^^  réduit  à  l'unité    pour  x  =  Xn. 

D'après  la  théorie  générale  des  fonctions  implicites,  les  équa- 
tions (35)  n'admettent  qu'un  seul  système  de  racines  en  j',, 
y  il  •  •  • ,  y»,  tendant  vers  (y,  )o,  . .  • ,  iyn)^  lorsque  x  tend  vers  Xo, 
et  ces  racines  sont  holomorplies. 

En  résumé,  par  tout  point  du  domaine  D  il  passe  une  courbe  in- 
tégrale et  une  seule,  représentée  par  n  éc[uations  y i=^'^i{ x),  où 
les  fonctions  ^,-  sont  holomorphes  tant  que  l'on  a  \x  —  a |  ^ r. 

II.  —  MÉTHODE  DES  APPROXIMATIONS  SUCCESSIVES. 
MÉTHODE  DE  CAUCHY-LIPSCHITZ. 

389.  Approximations  successives.  —  La  méthoiie  des  approximations 
successives  a  tlé  employée  avec  succès  par  M.   E    Picard  pour  les  équa- 

(')  Par  extension,  nous  dirons  tpie  tout  sysléiiie  <i'inléj;rales  des  équations  (33) 
définit  une  courbe  intégrale. 
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lions  cliirérenlielles  et  pour  ua  grand  nombre  d'équations  aux  dérivées 
partielles.  Nous  l'appliquerons  aux  équations  dilTérenlielles  avec  un  com- 
plément important  dû  à  M.  Ernst  Lindelof. 

Soit  j' (a")  une  intégrale  de  l'équation  différentielle -p- =/(a7,  ^)  pre- 
nant la  valeur  jKo  pour  .r  =  a7o-  Cette  fonction  j' (.r)  satisfait  à  la  relation 

(38)  y{T)=y,-^   f  f{t,y{t))dt, 

et  réciproquement.  L"éq nation  (  >S)  est  une  équation  intégrale,  qui  peut 
évidemment  remplacer  à  elle  seule  les  deux  conditions  jk'(^)  ^=f\.^iy{^)]-i 
j^(a?^)=^Q,  et  qui  se  prête  facilement  à  l'emploi  des  approximations  suc- 
cessives. Nous  développerons  la  méthode  sur  un  système  de  deux  équa- 
tions du  premier  ordre 

(39)  '£:^-^^^'--^^'''^'       ^.  =  ?(-^'r. -)> 

en  supposant  d'abord  les  variables  réelles;  nous  admettrons  que  les  deux 
fonctions  y  et  cp  sont  continues  lorsque  x  varie  de  a^o  à  XQ-{-a,  et  quejj^  et  .: 
varient  respectivement  entre  les  limites  (/o  —  ^,  y^-^b)  et  {zq  —  c,  ^q-î-c  ), 
que  la  valeur  absolue  de  chacune  de  ces  fonctionsy* et  o  reste  inférieure  à 
un  nombre  positif  M  lorsque  les  variables  x,  y^  z  restent  comprises  dans 
les  limites  précédentes,  enfin  qu'il  existe  deux  nombres  positifs  A  et  B  tels 
que  l'on  ait 

^^""^         \\^{x,y,z)-':>{x,r\  .-')l<A|r-y|  +  B|^-^'|, 

quels  que  soient  les  points  {x^y,  z)  et  {x,y\  z')  dans  le  domaine  pré- 
cédent. 

Supposons,  pour  la  commodité  du  raisonnement,  «  >>  o,  et  soit  li  le  plus 

b      c       , 
petit  des  trois  nombres  positifs  «,  -^j  —  •  Nous  allons    prouver  que   les 

équations  (3())  admettent  un  système  d'intégrales,  continues  dans 
l'intervalle  {xq,  Xq~\- h),  prenant  les  valeurs  yo  et  Zq  pour  x  =  Xo-  Pour 
cela,  nous  écrirons  les  équations  (Sg)  sous  forme  d'équations  intégrales 

(4i)7(^)=ro+  f  f[t,yit),z{t)]dt,     z{x)  =  z,-^  f    ^[t,y{t),z{t)]dl, 

et  nous  résoudrons  ces  équations  par  approximations  successives,  de  la 
même  façon  qu'un  système  d'équations  simultanées  (I,  n°  3-4),  en  prenant 
pour  premières  valeurs  approchées  les  valeurs  initiales  elles-mêmes  ^o  et  ^o. 
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Nous  sommes  ainsi  conduils  a  poser 

(4-->.)  i  '^■'\. 

-î(.r)  =  -û-+-   /"    o(t,y^{t).z^{t))dt, 
et,  d'une  façon  générale, 

\     v„(a:)=^'o-^  /     fil,  yn-i{t).^n-i(t))dt. 

(43)  ' 

f     z„{x)-z^^   j     o(f,j'„.,i(/),z„-.i{nu/f. 

Démontrons  d'abord  que  ce  procédé  d'approximation  peut  être  continué 
indéfiniment  si  t  est  compris  dans  l'intervalle  (3*0,  T^-r-/i).  En  premier 
lieu,  nous  avons,  si  x  est  compris  dans  cet  intervalle, 

et  de  même  |  ^i  — Zu\  <ic.  Si  l'on  remplace,  dans  y  et  tf,  ^'  et  ^  par  j'i  et  Si. 
les  fonctions  de  x  ainsi  obtenues  sont  donc  continues  entre  Xo  et  Xo-hh, 
et  leur  valeur  absolue  reste  inférieure  à  M.  Pour  la  même  raison  que  tout 
à  l'heure,  j'j  et  Zi  sont  des  fonctions  continues  de  x  dans  l'iotervalle 
(a^„,  370 -t-  h  ).  et  l'on  a,  dans  cet  intervalle,  \ji  — j'^  |  <  è,  \  z^  —  Zo\  <.c.  Le 
raisonnement  peut  être  poursuivi  indéfinimeni;  toutes  les  fonctions  r»  et  5„ 
sont  continues  entre  a*y  et  Xo-hfi,  et  l'on  a  toujours  \j'„ — ,ro  |  <  ^, 
\z,i  —  Zo\  <Cc  dans  cet  intervalle. 

Pour  prouver  que^;',,  et  ;:„  tendent  vers  des  limites  lorsque  n  augmente 
indéfiniment,  remarquons  qu'on  déduit  d'abord  de  la  première  des  rela- 
tions (4'2) 

(44)  lri(^)— ^o|<M{a"  — a-o),         \  Zi  (x)  —  Zo\  <M{x  —  x^), 

a?  étant  une  valeur  quelconque  de  l'intervalle  (a^o,  a-Q-f-//).  Il  vient  ensuite 

yt{x)-yi{x)  =  J   \f[t,y,{t\z,{t)]-f{t,y,,zo)\dt.. 
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et,  eo  tenant  compte  de  la  première  des  inégalités  (4o), 

|72(^)-Ji(^)|<   f    \\yxit)-yo\dt-^  f    B\ziit)- Zo\dt, 
et,  par  conséquent,  d'après  les  inégalités  (44)» 


On  a  une  formule  analogue  pour  |  -3.2(0;)  —  2i(a? )  |,  et,  en  continuant  de  la 
sorte,  on  voit  que  l'on  a  d'une  façon  générale 

t  |7«('^)-J«-.(-^)|<M(A  +  B)-<^^-^li^', 
(45)  '  ■    ■" 

Les  deux  séries 

yo  -+-  (yi  — .xo)  -+-  (y-z  — rO  +•  •  •-+-  (yn  — j«-i  )  h--  ■ . , 


(    -^0  +   (  ■^l  —  -Sq)  -+-  (-2  —  Si)  -h  .  .  .-i-  (Z„  —  '3,i_i) 

dont  tous  les  termes  sont  des  fonctioris  continues  de  x  dans  l'inlervalie 
(370,3^0  +  ^)5  sont  donc  uniformément  convergentes  dans  cet  intervalle. 
Les  sommes  de  ces  deux  séries  Y  (a?)  etZ(a;)  sont  par  suite  des  fonctions 
continues  de  x  entre  Xq  et  x^^h.  Lorsque  le  nombre  11  augmente  indéfi- 
niment, les  relations  (43)  deviennent  à  la  limite 

\{x)=yo-^  f  f[t,Y(t),Z{f)]dt         Z(x)  =  zo-^f    '•f[t,\it),Z(t)\dt: 

en  elTet,  nous  venons  de  voir  que  les  différences  Y  (a?) — jn-ïi^e), 
L  (x)  —  z,i-i  (x)  tendent  uniformément  vers  zéro  dans  l'intervalle  (^o>^o-i-^)> 
et  par  conséquent,  en  vertu  des  relations  (4o),  les  intégrales 

J    [f{t,\{tU  Ut))-f{t,y^_,{t),z„_,{t))]dt, 
f    [cp(^  Y(/),  Z(O)-<F(^.X«-i(0,  ^«-i(0)]^^ 

tendent  vers  zéro  lorsque  n  croît  indéfiniment.  Les  fonctions  Y  {x)  etZ(a;) 
satisfont  donc  à  toutes  les  conditions  de  l'énoncé. 

La  méthode  précédente  s'applique  évidemment,  quel  que  soit  le  nombre 
des  équations  du  système.  Les  inégalités  (4o)j  qui  jouent  un  rôle  essentiel 
dans  la  démonstration,  sont  certainement  vérifiées,  pour  des  valeurs  con- 
venables de  A  et  de  B,  toutes  les  fois  que  les  fonctions  f  et  9  admettent 
des  dérivées  partielles  par  rapport  aux  variablch_^  et  z,  continues  lorsque 
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les  variables  restent  comprises  entre  les  limites  indiquées;  c'est  une  con-« 
séquence  facile  de  la  formule  des  accroissements  finis  (I,  n"  20).  Remarquons 
aussi  que,  si  les  fonctions^"  et  ç  restent  continues  lorsque  ar  varie  entre 
Xo  —  a  et  T(f-+-a,  et  les  variables  y  et  z  entre  les  mêmes  limites  que  plus 
haut,  le  même  raisonnement  prouve  l'existence  d'un  système  d'intégrales 
Y  (x)  et  Z  (x),  prenant  les  valeurs ^o  et  Zo  pour  x  =  X(„  et  continues  dans 
l'intervalle  (r,,  —  //,  x^-<-h),  h  ayant  la  même  signification  que  tout  à 
l'heure. 

//  n'existe  pas  d'autre  système  d'intégrales  que  Y(j")  et  Z  (x)  pre- 
nant les  valeurs  y„  et  z^  pour  .r  =  j-,,.   Le  raisonnement  étant  toujours  le 

même,  prenons  pour  simplifier  une  seule  équation  -j-  =^(.t,  y),  et  posons 
comme  tout  ;"i  l'IiPure 

yi=ro-i-  f  fit,y,)dt ^„=jKo-t-  f  /(t,yn-x(n)^f- 

Soit  Yi  (a")  une  intégrale  de  cette  équation  prenant  la  valeur  ^'o  pour 
x=:Xo,  et  continue    dans  gn    intervalle  (j"u,  X(t-ha'),  a'  étant  inférieur 

au  plus  petit  des  nombres  a  et  — >  et  tel  que,  dans  cet  intervalle,  on  ait 

I  \i  (x)  —  ru  I  <  b-  Puisque  Y,  satisfait  à  l'équation  proposée,  on  peut  écrire 

Y,(x)-jo=   r  /[/,  V,(/)Jrf/, 
et,  par  suite, 

\,(x)-y„(-r)=  f    ;/[/,  \\{t)]-/[t,y„-,(t)][dt. 

Faisons  successivement  dans  cette  relation  n  =  i.  2,  3,  ...  ;  on  a  d'abord 

\\i(T)~yi(x)\<Xb{x-Xo), 
puis 

I  Yi(r)-^i(a')|<  \  T    Xh(t-Xo)dt  =  Xib^^~^'^\ 

el  d'une  façon  générale 

\-Y,(T)-y„(x)\<\"b^^^^=^. 

Le  second  membre  de  cette  inégalité  tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente 
indéfiniment;  l'intégrale  Y,  est  donc  identique  à  la  limite  de  j„,  c'est-à- 
dire  à  Y  (•  ). 

(')  Pour  ce  qui  concerne  rinlégratioo  approchée  des  équations  différentielles, 
je  renverrai  le  lecteur  aux  travaux  de  M.  E.  Cotton  {Acta  niathematica, 
t.  XXXI;  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  XXWI,  XXXVII 
et  XXXVIII;  Annales  de  l'Université  de  Grenoble,  t.  XXI). 

G.,  Il  a4 
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390.  Cas  des  équations  linéaires.  —  Le  raisonnement  général  prouve 
que  les  intégrales  sont  sûrement  continues  dans  l'intervalle  {xq,  XQ-\-h) 
défini  plus  haut.  Mais  on  peut  dans  bien  des  cas  affirmer  l'existence 
(l'un    intervalle   plus    étendu    où    ces    intégrales    sont   continues.    Si    l'on 

reprend  en   effet    la    démonstration,   on  voit    que  les  conditions   /'<  tt' 

A  <  — n'interviennent  que  pour  être  assuré  que  les  fonctions  intermé- 
diaires _^j,  Zy,  y 2,  3î,  ...  ne  sortent  pas  des  intervalles  (^q  —  ^(.Xo"*"^)? 
(^0  —  c,Zo-\-c),  de  façon  que  les  fonctions  f(x,yi,  s/),  (f(x,yi,  zi) 
soient  des  fonctions  continues  de  x  entre  Xq  et  Xq  -h  h.  Lorsque  les  fonc- 
l\on?'f{x^y,z),  (f(x,y,z)  restent  continues  lorsque  a?  varie  de  a^o  à  a^o -t- a, 
et  que^;'  et  z  varient  de  —  00  à  4- oc,  il  est  inutile  de  tenir  compte  de  ces 
îondilions.  Toutes  les  fonctions  j/,  z,-  sont  continues  dans  l'intervalle  (o,a). 
Pour  pouvoir  démontrer  la  convergence  des  deux  séries  (4G),  il  suffit 
encore  qu'il  existe  deux  nombres  positifs  A  et  B,  tels  que  les  inéga- 
lités (4o)  soient  vérifiées  quelles  que  soient  les  valeurs  de  y,  y',  z,  z', 
lorsque  a?  reste  compris  dans  l'intervalle  (a^o,  Xo-+-a).  On  reconnaît,  en 
effet,  en  reprenant  les  calculs  faits  plus  haut,  que  les  inégalités  (45)  sub- 
sistent, pourvu  qu'on  désigne  par  M  une  limite  supérieure  de  |/(a7,  ^0,  ^o)! 
et  de  \^(x,  yo,  Zn)\  dans  l'intervalle  (a^o,  XQ-ha). 

Ces  conditions  sont  satisfaites,  d'après  la  formule  des  accroissements 
finis,  lorsque  les  fonctions  y(a7,  ^,  z),  (f(x,y,z)  admettent  des  dérivées 
partielles  par  rapport  aux  variables  y  et  z,  qui  restent  finies,  "quels  que 
soient  y  et  ;;,  lorsque  x  varie  de  Xç,  à  Xq  -h  a.  Tel  est,  par  exemple,  le  cas 
de  l'équation 

dy 

dx 


^=x-\-swy; 


le  second  membre  est  une  fonction  continue,   quels  que  soient  x  et  y,  et 

la  dérivée  partielle  ,-  est  au  plus  égaie  à  un  en  valeur  absolue.  Toutes 

les  intégrales  de  cette  équation  sont  donc  des  fonctions  continues  lorsque  x 
varie  de  —  ao  à  -1-  00  (  *  ) . 

(')  On  peut  déduire  un  théorème  analogue  du  calcul  des  limites.  Soit  f{x , y) 
une  fonclion  analytique  réelle  pour  tout  système  de  valeurs  réelles  de  a?  et  de  y, 
CL  lioloniorj>lie  dans  le  voisinage.  Supposons  en- outre  que  \f{x,y)\  reste  infé- 
rieur à  un  nombre  fixe  M  lorsqu'on  a  respectivement    Jl(— )h|a,  et    <îR/*v)^6; 

Xfi,  y^  étant  un  système  de  valeurs  réelles  quelconques  pour  x  et  y,  la  fonc- 
lion f{x^y)  est  holomorphe  dans  le  domaine  défini  par  les  inégalités  |  x  —  x^\  ^a, 
\y — ^ol^^)  fit  son  module  est  inférieur  à  M.  Alors,  d'après  le  calcul  des  limites, 
l'inlégrale  de  l'équation  y'  =  f{x,  y),  qui  est  égale  à  y^  pour  x  =  x^,  est  sùre- 
rement  holomorphe  dans  un  cercle  C  dont  le  rayon  /•  est  indépendant  de  x^,  jKo-  On 
peut  poursuivre  le  prolongement  analytique  de  cette  intégrale  le  long  de  l'axe  réel, 
au  moj^n  de  cercles  de  rayon  /•,  et  l'on  voit  qu'elle  est  holomorphe  à  l'intérieur 
de  la  bande  limitée  par  deux  parallèles  à  l'axe  réel,  à  une  dislance  /•  de  cet  axe. 
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Les  conclusions  précédentes  s'appliquent  en  particulier  aux  systèmes 
d'équalions  linéaires 

(i7)      -j^  =  anXi-^  anyi-^-  •  -^  ai„yn-^  bi        (t  =  i,  2,  . . . ,  n),  . 

où  les  coefficients  a,/.,  bi  sont  des  fonctions  de  x.  Si  toutes  ces  fonctions 
sont  continues  dans  un  intervalle  (aro,  ari),  toutes  les  intégrales  de  ce  sys- 
tème sont  également  continues  dans  cet  intervalle.  Lorsque  les  coefficients 
sont  des  polynômes,  toutes  les  intégrales  sont  donc  continues  lorsque  x 
varie  de  —  00  à  H-  oc. 

Kn  se  limitant  au\  variables  réelles,  on  voit  que  les  intégrales  des  équa- 
tions linéaires  ne  peuvent  avoir  d'autres  points  singuliers  que  ceux  des 
coefficients.  Celte  propriété  si  importante  ne  s'étend  pas  à  d'autres  équa- 
tions en  apparence  aussi  simples,  par  exemple  à  l'équation  y'  ^=y^. 

Remarque.  —  On  a  sou\ent  à  étudier  des  systèmes  d'équations  linéaires 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  analytiques  de  certains  paramètres. 
Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  coefficients  «,yt  et  bi  des  équa- 
tions (47)  soient  des  fonctions  continues  de  x  dans  un  intervalle  (a,  b ), 
et  dépendent  en  outre  analytiquement  d'un  paramètre  X,  dont  ils  sont  des 
fonctions  holomorphes  dans  un  domaine  D. 

Les  intégrales  de  ce  système  qui  prennent  des  valeurs  initiales  données 
pour  une  valeur  Xq  de  x  comprise  entre  a  et  b  sont  représentées  dans 
tout  l'intervalle  (a,  b)  par  des  séries  uniformément  convergentes,  et, 
d'après  la  façon  même  dont  on  les  obtient,  il  est  clair  que  tous  les  termes 
de  ces  séries  sont  des  fonctions  holomorphes  du  paramètre  X  dans  D.  Ces 
intégrales  sont  donc  elles-mêmes  des  fonctions  holomorphes  de  X  dans 
le  domaine  D  (  n"  297). 

Dans  les  cas  les  plus  fréquents,  les  coefficients  a/^-  et  bi  sont  des  fonc- 
tions entières  du  paramètre  X  ;  les  intégrales  sont  donc  elles-mêmes  des 
fondions  entières  de  X.  On  peut  obtenir  directement  les  développements 
des  intégrales,  prenant  des  valeurs  initiales  donnée*,  suivant  les  puis- 
sances de  X,  en  substituant  dans  les  deux  membres  des  équations  (47)  des 
tlé\eloppemenis  de  la  forme 

yi=Uia-^Uii\-T-...+  Ui^\i>-\-...         (i  =  f,'i,  ...,n), 

les  lia-  étant  des  fonctions  de  x,  et  en  identifiant.  Les  fonctions  h/o  doivent 
prendre  les  valeurs  initiales  données  pour  x  =  a*o,  tandis  que  les  fonc- 
tions UiA,  où  A^^i,  doivent  être  nulles  pour  a?  =  a^o. 

En  opérant  ainsi,  on  trouve,  pour  déterminer  ces  coefficients  de  proche 
en  proche,  des  systèmes  d'équations  linéaires.  On  reviendra  plus  loin  sur 
ce  sujet. 

391.  Extension  aux  fonctions  analytiques.  —  La  méthode  peut  être 
étendue  aux  variables  complexe».  11  suffit  d'observer  pour  cela  qu'on  a, 
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pour  une  fonclion  analytique  d'une  ou  plusieurs  variables,  des  inégalités 
analogues  aux  inégalités  (  ^o).  Soit  d'abord /(a?)  une  fonction  lioloinorphe 
d'une  variable  complexe  x  dans  une  aire  il  limitée  par  une  courbe  convexe  G 
et  sur  cette  courbe  elle-même,  et  soit  A  la  valeur  maximum  de  \f'{cr)\ 
dans  cette  région.  La  difi'érencey"(.r2)  — f{Xi),  où  Xi  et  x-x  sont  deux  points 

quelconques  de  cette  région,   est    égale  à   l'intégrale  définie     j  f  (x)dx, 

prise  le  long  de  la  droite  qui  joint  ces  deux  points.  On   a  donc 

|/(^,)-/(^,)l<Ai.r2-:r,l. 

Soit  dti  même  f(x,  y)  une  fonction  holomorplie  des  deux  variables  x 
et  y,  lorsque  ces  variables  restent  respectivement  dans  deux  régions  il 
et  il',  limitées  par  deux  courbes  fermées  convexes  G  et  G',  et  soient  A  et  M 
les  valeurs  maxima  de  \fj-\  et  de  \/y\  dans  ce  domaine.  On  peut  écrire, 
Xi  et  X2  étant  deux  valeurs  quelconques  de  x  dans  il,  etj^'i,^*  deux  va- 
leurs quelconques  de  r  dans  Q', 

et,  par  suite,  daprès  ce  qu'on  vient  de  démontrer,  on  a 

\f(^uyî)  —  f(Vi,  .ri):  <  \\x.2  —  xt\  ^  B\y2  —  yi\. 

La  démonstration  est  la  même,  quel  que  soit  le  nombre  des  variables 
indépendantes. 

Cela  posé,  bornons-nous,  pour  simplifier  l'écriture,  au  cas  d'une  équa- 
tion unique 

(48)  ^  =/(-■>•)• 

dont  nous  supposons  le  second  membre  holomorpbe  dans  le  domaine  défini 
par  les  inégalités  \  x  —  Xo\'^a,  \y — yo\^b.  Soient  M  la  valeur  maxi- 
mum de  1/(37,  y)  I  dans  ce  domaine,  et  h  le  plus  petit  des  deux  nombres  a 

et  —  •  Dans  le  plan  de  la  variable  x,  décrivons,  du  point  x^  comme  centre, 

un  cercle  Gu  de  rayon  h  et  posons,  comme  on  l'a  déjà  fait, 

f(.f,.ro)dt,  jK2=J»'o+/    /{t,yi{tj)dt 

yn=ro-^  f  f[t..yn-r{t)]di; 

la  limite  supérieure  x  étant  un  point  intérieur  à  G/^,  on  démontre  d'abord 
de  proche  en  proche  qu'on  a 

\ri—ro\<b,    \yi—yo\<b,     ...,     \yn  —  n\<b,     
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Toutes  ces  fonctions  7,,  ^o,  •••,yn,  -••  sont  donc  des  fonctions  liolo- 
niorphes  de  x  dans  le  cercle  C/„  et  le  procédé  peut  être  continué  indéfi- 
niment. Nous  pouvons  encore  écrire 

(■19)      yn{^)-yn-x{x)=J     \f{t,ya-x(t)]-f[t,yn-t{t)\\dt, 

■'0 

l'intégrale  étant  prise  suivant  la  ligne  droite  qui  joint  les  deux  points  Xq,t. 
Soit  A  la  valeur  maximum  de  -j-  lorsque  l'on  a  \x  —  Xi)\  lA,  \y  —  Jol^^t 
d'après  la  remarque  qui  vient  d'être  faite,  nous  avons  toujours 

\f[t.  yn-x{t)\-f[t,  yn--,(t)]\<\\ya-xKn-yn-^{t)\. 

Pour  démontrer    qu'on   a   une  inégalité  analogue  au\    inégalités  (45), 
supposons  qu'on  ait 

l7„-.(0-r«-.(0  <  M-V-  ,'j~7Jl'.^> 

ce  qui  a  lieu  évidemment  pour  n  =  i.  Soit  a?  =  jto  +  re^'  \  le  changement 
de  variable  t  —  Xq  =  pe^'  ramène  l'intégrale  (19)  à  une  intégrale  prise  le 
long  de  l'axe  réel  de  o  à  /•,  et  l'on  a  (  n"  302) 

\yn{x)-yn-x  (X)  \  <J   M.V-'  ,  ,^'"~!-i  <=  =  ^^^'"  ' 
ou 

\yn{^)-ya-d^-)\<  MA"-'  'f~^;i"' 

La  >uite  de  la  démonstration  s'achève  oomme  plus  haut.  La  série  dont 
le  terme  général  est  y,i — yn-\  est  uniformément  convergente  dans  le 
cercle  C/,,  et,  comme  tous  ses  termes  sont  des  fonctions  holomorphes, 
la  somme  de  celte  série  est  une  fonction  holomorphe  dans  le  même 
cercle  (n"  297),  qui  satisfait  à  l'équation  (48)  et  qui  prend  la  valeur  ^o 
pour  X  —  .To.  Le  développement  en  série  entière  de  cette  intégrale  est 
forcément  identique  à  celui  que  fournit  le  calcul  des  limites,  mais  la 
limite  obtenue  pour  le  rayon  de  convergence  est  supérieure  à  celle  que 
donne  la  première  méthode. 

La  remarque  relative  aux  équations  linéaires  s'étend  aussi  aux  fonctions 
analytiques.  Supposons  que  les  coefficients  a/yt  et  6/ des  équations  (47) 
soient  des  fonctions  analytiques  de  la  variable  complexe  x.  Marquons  dans 
le  plan  les  points  singuliers  de  ces  fonctions  et  supposons  que  de  chacun 
de  ces  points  singuliers  on  trace  une  demi-droite  indéfinie  suivant  le  pro- 
longement du  segment  joignant  xq  au  point  singulier.  On  appelle  étoile 
correspondant  au  système  de  points  singuliers  l'ensemble  des  points  du 
plan  qui  ne  sont  situés  sur  aucune   des  lignes  précédentes.  La  droite  qui 
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joint  le  point  a?o  à  un  point  x  de  l'étoile  ne  passe  par  aucun  des  points 
singuliers,  et  la  niétliode  du  n"  390  prouve  que  toutes  les  intégrales  du 
système  (47)  sont  des  fonctions  holomorphes  le  long  de  cette  droite.  Le 
point  X  étant  un  point  quelconque  de  l'étoile,  il  s'ensuit  que  toutes  les 
intégrales  du  systènne  linéaire  (47)  sont  des  fonctions  holomorphes  dans 
toute  l'étoile,  résultat  qui  sera  établi  plus  tard  d'une  autre  façon  (n"  399). 
La  méthode  des  approximations  successives  permet  en  outre  d'obtenir 
pour  les  intégrales  des  développements  en  séries  convergents  dans  toute 
l'étoile.  Soit  A  une  région  du  plan  limitée  par  un  contour  fermé  C  appar- 
tenant tout  entier  à  l'étoile;  les  séries  fournies  par  la  méthode  des  approxi- 
mations successives  sont  uniformément  convergentes  dans  A.  Nous 
laissons  au  lecteur  le  soin  de  développer  la  démonstration,  qui  se  fait 
toujours  de  la  même  façon. 

392.  Méthode  de  Cauchy-Lipschitz.  —  La  première  démonstration 
donnée  parCauchy  de  l'existence  des  intégrales  d'un  système  d'équations 
difTérenlielles  nous  a  été  conservée,  grâce  aux  leçons  recueillies  par 
l'abbé  Moigno  et  publiées  en  i8i4.  Elle  a  été  notablement  simplifiée  par 
M.  Lipschitz,  qui  a  bien  mis  en  évidence  les  hypothèses  nécessaires  pour 
la  validité  de  la  démonstration. 

Pour  bien  saisir  la  suite  des  idées,  reprenons  l'équation  simple 

On  a  établi  (I,  n"  78)  que  l'intégrale  de  cette  équation  qui  prend  la  va- 
leur j'o  pour  X  ■=  Xç)  est  la  limite  de  la  somme 

(jo)  jKo  -+-/(^o)(^i  —  r^)  -^f{x^){Xi—  xi)  ^  .  .  .  -^  f[Xn-x){x  —  Xn-\), 

.Ti,  aTy,  ...,  x,i~\  étant  n  —  i  points  de  l'intervalle  (x^^^x),  lorsque  le 
nombre  rt  augmente  indéfiniment  de  façon  que  tous  les  intervalles  (a?, — a"i-i) 
tendent  vers  zéro.  C'est  ce  procédé,  convenablement  généralisé,  qui  con- 
duit à  la  première  méthode  de  Cauchy.  Pour  simjjHfier  l'exposition,  nous 
prendrons  le  cas  d'une  seule  équation 

la  fonction  f{x,y)  des  variables  réelles  x,  y  est  supposée  continue  lorsque  x 
varie  de  x^  à  a"o  -+^  «,  et  que  y  varie  de  ^0  —  b  à  yo  -^^  b,  et  il  existe  un 
nombre  positif  K  tel  qu'on  ait,  y  et  y'  étant  deux  nombres  quelconques 
compris  entre j^o  —  b  et  j^o  -\-  b  *i\.  x  étant  compris  entre  x^^  et  x^  +  a, 

(5?.)  |/(^,  y  )-/(^,  r)  l<  K  \y-y'  I- 

Cette  condition,  dont  l'importance  a  été  mise  en  lumière  par  M.  Lip- 
schitz, sera  appelée,  pour  abréger,  condition  de  Lipschitz  ;  elle  a  déjà  été 
utilisée  dans  la  méthode  des  approximations  successives  (I,  n"34;  II,  n''389), 
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Soient  M  la  limite  supérieure  de  \/i^,  y)\  dans  le  domaine  précédent 

et  h  le  plus  petit  des  deux  nombres  a  et  —  (nous  supposons  a  >  o,  6  >  o). 

Pour  démontrer  que  l'équation  (5i)  admet  une  intégrale  prenant  la  va- 
leur ^0  pour  X  =  Xq  el  continue  dan&  l'intervalle  (a?o,  ^o  -+-  h)i  nous  imite- 
rons autant  que  possible  la  marche  suivie  pour  établir  l'existence  d'une 
fonction  primitive  de  f{x).  Soit  x  une  valeur  de  la  variable  appartenant 
à  cet  intervalle;  prenons  entre  Xq  et  a;  un  certain  nombre  de  valeurs  inter- 
médiaires xi,  Xi,  ...,  Xi-f,  Xi,  ...,  Xn—i  allant  en  croissant  de  Xq  à  x. 
Nous  poserons  successivement 

(53)  jKi=ro+/(^o,JKo)C^i  — -o'),       ^2=Jl-^/(^l,7l)(^i— ^i), 

et  d'une  façon  générale 

(54;    ri=ri-i-h/{xi-i,  yi-i){xi  —  Xi-,)        (t  =  i,  2,  ...,  n  — i). 

La  somme 

(  55)      ^  ^"  ^  ^^  "^•^^^'"  -^o ^ *'-^'  ~  ^"^  -^/(^t ,  Ji  ) (^2  —  J--1  ) -^-  • . . 

(  ■+/{^n-l,yn-t)(^  —  ^n-l)  -     ■ 

offre  une  analogie  évidente  avec  la  somme  (5o)  à  laquelle  elle  se  réduit 
lorsque  la  fonction  y( a",  ^)  ne  dépend  pas  de  ^.  On  est  donc  conduit  à 
rechercher  si  cette  somme  tend  vers  une  limite  lorsque  le  nombre  // 
augmente  indéfiniment.  Nous  généraliserons  la  question  en  définissant 
d'abord  deux  sommes  analogues  aux  quantités  S  et  ^  (I,  n"  72j. 

Considérons  le  triangle  ABC  formé  par  les  droites  ayant  pour  équations 

X  =  Xo-^h,  Y=7o-+-M(X-a:o),  Y=^o-M(X-aro). 

D'après  la  façon  dont  on  a  défini  h,  la  fonction  f{x,y)  est  continue  lorsque 
le  point  {x,  y)  reste  à  l'intérieur  ou  sur  les  côtés  de  ce  triangle,  et  sa  valeur 
absolue  est  au  plus  égale  à  M. 

Les  parallèles  à  l'axe  des^,  X  =  a'i,  X^a:^,  ...,  X  =  a:  décomposent 
ce  triangle  ABC  en  un  certain  nombre  de  trapèzes  isoscèles  dont  le  premier 
se  réduit  à  un  triangle.  Soient  Mi  et  /«i  les  valeurs  maximum  et  minimum 
def{x,  y)  dans  ce  triangle  A6i  Cj  ;  on  a  —  ^l^n^^  <  Mi^M.  Par  le  point  A 
menons  les  droites  de  coefficients  angulaires  Mi  et  mi  qui  rencontrent  la 
droite  X  =  o^i  en  deux  points  P)  et  pi  dont  les  ordonnées  sont  respective- 
ment Y]  =yQ  -1-  Mi(a7i  —  a^o)  ^^  yt  =  yo  -^  "i^ii^i  —  ^o)  [la  lettre  ^^'i  ne 
désignant  plus  la  même  quantité  que  dans  les  formules  (53)  à  (55)].  Ces 
points  Pi  et  pi  sont  évidemment  à  l'intérieur  du  triangle  ABC  ou  sur  Içs 
côtés,  et  l'on  a  Y]  >^i.  Par  le  point  Pj  menons  la  droite  de  coefficient 
angulaire  M  jusqu'à  sa  rencontre  en  Q2  avec  la  droite  bi  c-,.  et  par  pi  menons 
de  même  la  «Iroite  de  coefficient  angulaire  —  M  jusqu'à  sa  rencontre  en  ejo 
avec  la  même  droite  b^c-y.  Soient  1M2  et  mo  les   valeurs    maximum  et  mi- 
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niinum  de  /(x,  y)  dans  le  trapèze  l'i  Q*  72/^1  ;  la  droite  de  coefficient  angu- 
laire M2  menée  par  P»  rencontre  la  droite  62  (•>  en  un  point  P2  dont  l'or- 
donnée est 

Y2=  Y, -^M2(a:-2-:r,), 

et  la  droite  de  coefficient  angulaire  rn^  menée  par  ywj  rencontre  b^c^  en  un 
point  ^2  d'ordonnée  ^Xî  =  J'i  "+"  "'2  ("^'i  —  ^i)-  On  «>  évidemment  Y2  >j'î, 
et  Y2 — ^2^:^!  —^i,  l'égalité  ne  |)ouvant  avoir  lieu  que  si  la  fonction y"( a* ,^) 
était  constante  dans  le  trapèze  HiQî'/î^i.  I-^e  procédé  peut  être  continué; 

Kig.  8i. 


ayant  -g  tenu  deux  points  P,_  1  et  pt-y  sur  la  droite  c/-ife<_i,  menons 
par  ?/_(  une  parallèle  à  AB  et  par/^/_,  une  paiallèle  à  AC;  nous  formons 
ainsi  un  trapèze  isoscèle  P/_i  Q/^///?/^!.  Soient  M/  la  valeur  maxijiium 
de /(a-,  y)  dans  ce  trapèze  et  /«/  la  valeur  minimum;  la  droite  de  coeffi- 
cient angulaire  M/  menée  par  P,_,  rencontre  la  droite  Cibt  en  un  point  P,-, 
et  la  droite  de  coefficient  angulaire  /»/  menée  par  />/_i  rencontre  c/6,  en 
un  point  />/.  Nous  formons  ainsi  deux  lignes  polygonales  partant  du  point  A, 
AP,  P2  .  . .  P,-i  P/  ...  P«  ou  L, et  Xpip-2  • .  •  Pi-iPi- .  •  Pn  ou  /,  aboutissant 
à  deux  points  P„  et  p„  de  la  droite  \  —  x.  D'après  la  construction  même 
de  ces  deux  lignes,  il  est  évident  qu'elles  sont  l'une  et  l'autre  dans  le 
triangle  ABC,  que  la  ligne  L  est  tout  entière  au-dessus  de  /,  et  que  la  dis- 
tance de  ces  deux  lignes  comptée  sur  une  parallèle  à  l'axe  Oy  ne  peut 
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diminuer  lorsque  l'abscisse  croît  de  x»  à  a\  Les  ordonnées  Y„  et  y,i  des 
deux  points  extrêmes  sont  tout  à  fait  analogues  aux  s^ommes  S  et  s 
(f,  n"  li).  Nous  poserons  S  =  Y„,  s  =^h. 

A  chaque  mode  de  subdivision  de  l'intervalle  (xq^  x)  correspond  une 
somme  S  et  une  somme  s.  Si  l'on  subdivise  chacun  des  intervalles  par- 
tiels {xi-\,  Xj)  en  intervalles  partiels  plus  petits  d'une  façon  arbitraire, 
la  construction  géométrique  précédente  montre  immédiatement  que  la 
ligne  L'  correspondant  à  cette  nouvelle  division  est  tout  entière  au- 
dessous  de  L  et  la  ligne  /'  au-dessus  de  /.  On  a  donc  S'IS,  «'^5,  en  dési- 
gnant par  des  lettres  accentuées  les  sommes  relatives  à  la  seconde  division. 
On  en  conclut,  comme  au  n"  72,  que  si  S,  «,  S|,5i  représentent  respecti- 
vement les  sommes  relatives  à  deux  modes  quelconques  de  division  de 
l'intervalle  (a^o,  x)^  on  a  *■  <  Si,  Si  <  S.  Kn  désignant  par  I  la  borne  infé- 
rieure des  sommes  S  et  par  I'  la  borne  supérieure  des  sommes  *,  on  a 
donc  ril. 

Pour  que  les  sommes  S  et  5  aient  une  limite  commune  lorsque  l'ampli- 
tude maxima  des  int**rvalles  partiels  tend  vers  zéro,  il  faut  et  il  suffit  que 
S  —  .V  tende  vers  zéro.  Nous  pouvons  écrire,  en  effet, 

S  —  5  =  S  —  I  +  [  —  r -<- r  —  s; 

la  différence  S  —  *•  ne  peut  être  inférieure  à  un  n<»mbre  £  que  si  chacun 
des  nouibi'cs  S  —  1,1  —  I',  I'  —  s  (dont  aucun  ne  peut  être  négatif)  est 
lui-même  inférieur  à  £.  Le  nombre  positif  e  étant  arbitraire,  ceci  ne  peut 
avoir  lieu  que  si  l'on  a  I'  =  I,  et  il  faut  en  outre  que  S  et  s  aient  pour 
limite  commune  I.  Pour  établir  que  S  —  s  a  zéro  pour  limite,  il  ne  suffit 
pas  de  supposer  la  fonction  /(x,y)  continue,  et  c'est  ici  qu'intervient  la 
condition  de  Lipschitz. 

Soient  Y/  elyi  les  ordonnées  des  points  P,  et  p,,  et  o/  la  différence 
Y/ — y-j.  La  fonction yCx,  ^)  élant  continue  dans  le  triangle  ABC,  à  tout 
nombre  positif  X  nous  pouvons  faire  correspondre  un  autre  nombre  po- 
sitif (T  tel  qu'on  ait 

pourvu  que  la  distance  des  deux  points  (a-,  y)  et  {x\  y')  du  triangle  ABC 
soit  inférieure  à  (i;  nous  supposerons  toutes  les  différences  xi — a:,_i  infé- 
rieuies  à  a.  D'après  la  construction  qui  donne  les  points  P,,  pi  au  moyen 
des  points  P|-i,/>/-i,  nous  avons 

^(  =  0,-1  H- (.M/—  nii){xi  —  Xi-i); 
d'autre  part,  on  peut  écrire 

=n<,  y.)  -/(^;.  y)  +  [/«,  y)  -a^%  yDi 

(^('J^i)   ^^   (-'"(''».>'/)  étant   les    coordonnées    de   deux    points   du    trapèze 
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P/-iQ,-^,7?,_i.  On  a  donc,  en  tenant  compte  de  la  condition  (  j2), 

mais  la  différence  ly'- — y'^]  est  au  plus  égale   à  o/_i -H  2  M(a7/  —  .r/_i),  et 
nous  avons  encore 

IM/  —  ni/  <  À  -!-  ■2MK(a:-/  —  -Ti-i)  -+-  Ko/_i. 

Supposons  tous  les  intervalles  assez  petits  pour  que  tous  les  produits 
■j.MKixi  —  ^£-\)  soient  inférieurs  à  X;  la  différence  M;  —  7?^,•  sera  infé- 
rieure à  'i).  -h  K0/-1,  et,  par  suite,  nous  avons  l'inégalité 

(jC))  0/  <  0/-1  [t  -H  K(x,-  —  X£-i)]  4-  'i}.(xi  —  ai_i) 


qu  on  peut  encore  écrire 


<  f  S/_,+  ^j  [1  +  K(.r/  — ^/-,)]- 


■^     .  /.  2X 

k 


On  a  donc  a  forùori 


o.+  _<.M.v,-..-,>^o,  _,-=-- 

lîn  faisant  i=  1,  a,    ...,  11  successivement  dans  cette  dernière  formule 
et  en  multipliant  membre  à  membre  les  inégalités  obtenues,  il  vient 

^  2X         V.  X     ,  ,  , 

Jv  Iv 


S  — .S'  =  0„  <    "^  [eK(.v-,r„)   _,] 

Le  nombre  positif  X,  pouvant  être  pris  aussi  petit  qu'on  le  veut  pour\u 
que  tous  les  intervalles  partiels  soient  eux-mêmes  inférieurs  à  un  autre 
nombre  positif  convenablement  choisi,  on  voit  que  les  sommes  Set  s  ont 
une  limite  commune.  Cette  limite  est  une  fonction  de  x,  F(a?),  définie 
dans  l'intervalle  {xq,  X(, -^  h).  Nous  allons  montrer  maintenant  que  cette 
fonction  F(a;)  est  une  intégrale  de  l'équation  proposée  (5i),  se  réduisant 
à  ^0  pour  X  =  xq.  Nous  continuerons  pour  cela  à  nous  servir  de  la  repré- 
sentation géométrique. 

Lorsque  tous  les  intervalles  partiels  tendent  vers  zéro,  non  seulement 
les  extrémités  des  deux  lignes  polygonales  L  et  /  tendent  vers  un  point 
limite,  mais  ces  lignes  elles-mêmes  tendent  vers  une  courbe  limite.  Une 
droite  quelconque  parallèle  au  côté  BG  rencontre  la  ligne  L  en  un  point  P 
et  la  ligne  l  en  un  point/?,  et  la  distance  F/?  est  inférieure  à  S  —  s.  D'après 
les  propriétés  de  ces  lignes  polygonales,  tous  les  points  P  ont  leurs  ordon- 
nées supérieures  aux  ordonnées  des  points/?;  comme  la  distance  Vp  tend 
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vers  zéro,  il  s'ensuit  que  le?  points  P  et  /?  tendent  vers  un  seul  point 
limite  tï  situé  sur  la  droite  considérée.  Le  lieu  de  ces  points  —  est  évidem- 
ment une  courbe  C  située  entre  les  deux  lignes  polygonales  L  et  l  et 
passant  au  point  A.  L'ordonnée  d'un  point  de  cette  courbe  d'abscisse  .r 
est  égale  à  la  fonction  F  (x)  définie  tout  à  l'heure,  car,  pour  avoir  la  posi- 
tion du  |)oint  T.  sur  la  dioite  X  =  cr,  on  n'utilise  que  les  portions  des  deux 
lignes  polygonales  qui  sont  à  gauche  de  cette  droite.  Supposons  les  deux 
lignes  polygonales  L  et  /  prolongées  jusqu'au  côté  BC,  tous  les  intervalles 

partiels  étant    inférieurs   au    plus    petit   des   deux   nombres   s.        j     >  et 

soient  P  (x),  Q  (x)  les  deux  fonctions  continues  qui  représentent  les  ordon- 
nées d'un  point  de  la  ligne  L  et  de  la  ligne  /  dans  l'intervalle  (x,).  Xo-hfi). 

2).       . 
La  différence  P  (  .r)  —  Q  (  j:)  est  inférieure  à  -r-(e^''  —  i  ),  et  chacune  des 

K 

fonctions  P  (x),  Q(ar)  diffère  de  F  (x)  d'une  quantité  moindre.  Comme  À 
peut  être  rendu  aussi  petit  qu'on  le  veut,  on  voit  que  l'on  peut  former 
une  série  uniformément  convergente  de  fonctions  continues  ayant  pour 
somme  F  (x)  dans  l'intervalle  (Xo,  Xo-hfi);  celte  fonction  est  donc  aussi 
continue.  (  loir  t.  I.  p.  (mj-jo.  ) 

Toute  ligne  polygonale  comprise  entre  L  et  /  a  évidemment  pour  limite 
la  même  courbe  C.  Telle  serait  la  ligne  polygonale  A  dont  les  coordon- 
nées (xi,  z,)  des  sommets  successifs  s'obtiendraient  par  la  loi  de  récurrence 

Z,-  =  J,_,  -hf(x,-t,Z,-^i){x,—Xi-i), 

le  premier  sommet  étant  le  point  iXo,j)'o);  nous  retrouvons  les  expres- 
sions (34)  qui  nous  ont  servi  de  point  de  départ.  Remarquons  aussi  que, 
si  l'on  applique  la  construction  à  partir  d'un  point  M' (ar.j)'' )  de  la  courbe  C 
on  obtient  deux  lignes  polygonales  L'  et  /'  comprises  entre  L  et  /  et  qui 
se  rapprochent  elles-mêmes  de  plus  en  plus  de  la  portion  de  G  comprise 
entre  M'  et  la  droite  BC.  Soient  d'après  cela  W  (x\y)elM.'  (x",}^')  deux 
points  voisins  de  C  (x"  y>  x' ).  Le  coefficient  angulaire  de  la  droite  M'M'  est 
compris  entre  les  valeurs  maximum  et  minimum  dey(,r,  ^)  lorsque  le 
point  (x,y)  décrit  le  triangle  formé  par  les  droites 

X  =  r",  Y-/  =  M(X-a:'),  Y -j' =  -  M  (X  — :r'); 

si  la  différence  x"  —  x'  est  inférieure  à  un  nombre  positif  choisi  convena- 
blement, ces  deux  valeurs  de  f(x,y)  différeront  de  f{oc\y')  et  Am  f^x"  ,y"  ) 
d'aussi  peu  qu'on  le  voudra.  Si  l'un  des  deux  points,  M"  par  exemple,  se 
rapproche  indéfiniment  du  premier,  le  coefficient  angulaire  de  M"  M'  a 
donc  pour  limite /(.r',j'' ^  La  fonction  F(a")  satisfait  par  conséquent  à 
l'équation  différentielle  proposée  (ji);  il  est  d'ailleursévident  que  la  courbe 
C  passe  au  point  A,  c'est-à-dire  que  l'on  a  F(a"o)=j'o- 

La  courbe  C  est  la  seule  répondant  à  la  question.  S'il  en  existait  une 
seconde  G  ,  cette  courbe  C  ne  pourrait  être  à  la  fois  au-dessous  de  toutes 
les  lignes  L  et  au-dessus  de  toutes  les  lignes  /,  puisque  ces  lignes  tendent 
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vers  la  courbe  C.  On  pourrait  donc  trouver,  par  exemple,  une  ligne  L  qui 
seiait  rencontrée  par  cette  ligne  G'.  Comme  C'est  au-dessous  delà  ligne  L 
•  ians  le  voisinage  du  point  A,  supposons  qu'elle  passe  au-dessus  de  L  en 
traversant  celte  ligne  en  un  point  «/  du  côte  P/  i  P/,  et  soit  /n/_i  le  point 
de  C  d'abscisse  a"j_i.  Le  coefficient  angulaire  de  la  corde  /«/_i«/  est  égal, 
d'après  le  théorème  des  accroissements  finis,  à  la  valeur  de  la  fonction 
f{x.y)  en  un  point  de  l'arc  mi-iHi;  ce  coefficient  angulaire  ne  peut  donc 
être  supérieur  au  coefficient  angulaire  du  côté  P,_iP,,  puisque  l'arc  ini-\iii 
est  dans  le  trapèze  Pi-tQ,q,/)i-t.  Or  la  figure  montre  qu'il  devrait  lui  être 
supérieur. 

La  première  méthode  de  Cauchy,  et  celle  des  approximations  succes- 
sives, donnent,  on  le  voit,  la  même  limite  pour  l'intervalle  dans  lequel 
l'intégrale  existe  certainement.  Mais,  au  point  de  vue  théorique,  la  méthode 
de  Cauchy  possède  une  supériorité  incontestable;  nous  allons  montrer, 
en  effet,  que  cette  méthode  permet  de  trouver  l'intégrale  dans  tout  inter- 
valle fini  où  celle-ci  est  continue.  D'une  façon  précise,  supposons  que 
l'équation  (5i)  admette  une  intégrale  _>•  =  F  (r')  continue  dans  l'inter- 
valle (xofXo-hl)^  que  la  fonction  y (^,j')  soit  elle-même  continue  dans 
la  région  (  E)  du  plan  des  xy  limitée  par  les  deux  droites x  =  Xq,  x  =  Xo-\-  /, 
cl  les  deux  courbes  Y  =  F(.r)±r,,  yj  étant  un  nombre  positif  pris  à  volonté, 
et  vérifie  la  condition  (Svt)  dans  ce  domaine.  Imaginons  que  l'on  décompose 
l'intervalle  (xo^  Xo-hl)  en  intervalles  partiels  plus  petits  et  que  l'on  cons- 
truise la  ligne  polygonale  A,  dont  on  vient  d'expliquer  la  construction, 
partant  du  point  (xo^yi,)  et  relative  à  ce  mode  de  subdivision.  Pourvu 
que  tous  les  intervalles  partiels  soient  moindres  qu'un  nombre  positij 
convenable  t,  cette  ligne  polygonale  sera  tout  entière  dans  la  ré- 
gion E,  et  la  différence  des  ordonnées  de  deux  points  de  même  abscisse, 
pris  sur  la  courbe  intégrale  C  et  sur  la  ligne  A,  sera  inférieure  à  un 
nombre  positif  donné  à  l'avance  e. 

Soient  .Tq,  x^^  x^.,  . .  .,  ^/-i,  xi^  . .  .,  j^«_i,  x^-+-  l  les  abscisses  des  points 
de  division,  ^0)  ^i?  •••  ,  Y  les  ordonnées  correspondantes  de  la  courbe  C 
et  ^0,  3i,  z^,  .  . .  ,  Zj,  . .  .  ,  z,i  les  ordonnées  des  sommets  de  la  ligne  .V. 
Admettons  d'abord  que  tous  les  sommets  à  gauche  du  sommet  [xi^Zj) 
soient  dans  la  région  (E),  et  proposons-nous  de  calculer  une  limite  supé- 
rieure de  la  différence  t/,  =  \zi — yi\. 

Nous  avons  d'une  part,  d'après  la  définition  même  de  A, 

-3/=  ^i-i-^f,{xi—i,  Zi^\)  (xi  —  xi-i): 
d'autre  part,  d'après  la  formule  des  accroissements  finis,  on  a  aussi 

yi  =  yi-\  -+- /( x'i ,  y'i)  (xi  —  xi-i  ), 

(x'i,y'i)  étant  les  coordonnées  d'tm  point  de  C,  et  x'^  étant  compris  entre  Xi-\ 
et  Xi.  On  en  déduit 

(^7 )  -/  —  y<  =  ^i  -1  —yi- 1  +  ( ^/  —  a^/- 1  )  I /( ^i- 1 ,  -/- 1  )  —  f{x'i ,  y't )  I  ; 


III.    —    INTKlJRVLKS   premières.    —    Mri.TIPLICATKlR.  38l 

le  coefficienl  de  (.r,  —  Ti-\)  peut  encore  s'écrire 

[/(a-,--,,  3,_,  )  -/(:r,_,,^,_,  )  ]  -+-  [fin-uyi-x  )  —f(^i,yi)l 

La  valeur  absolue  de  la  première  diiïérence  est,  d'après  la  condition  (5->.), 
inférieure  à  Kdi-i.  D'un  autre  côté,  la  fonction  f{x,y),  étant  continue 
dans  la  région  (E»,  est  une  fonction  continue  de  x  le  long  de  C,  et  l'on 
peut  prendre  un  nombre  positif  Tassez  petit  pour  que  /{t,  y) — f  (^\  y')\ 
soit  inférieur  à  un  nombre  donné  positif  ,>,  À,  pour  deux  points  quelconques 
lx,y)^  {x',y')  de  la  courbe  C,  pourvu  que  \x  —  r'  \  soit  <  i.  Le  nombre  a 
étant  choisi  de  cette  façon,  on  a  donc 

(58)  ff,  <  (ii-i  -hixi--  Xi-i  )  (  il  -+-  K  cfi^i  ), 

relation  toute  pareille  à  la  relation  (50),  et  d'où  l'on  déduira  par  consé- 
quent 

Supposons  le  nombre  À  assez  petit  pour  que  l'on  ait  a),  (c"' — 1)<  Kt,  ; 
on  établira  de  proche  en  proche  qu«  f/|.  dt,  ...,  d„  sont  inférieurs  à  r,. 
Tous  les  sommets  de  la  ligne  poly;;oiiale  A  sont  donc  dan'»  la  région  (E). 

Soit  Pix)  l'ordonnée  d'un  point  <lc  la  ligne  A;  soit  de  inèmeQ(j') 
l'ordonnée  d'un  point  de  la  ligne  polygonale  auxiliaire  A'  obtenue  en 
joignant  les  points  de  G  d'abscisses  x^,  Xt,  x*,  ...,  x„-t,  x^-i-/.  On  a 

V(x)  —  P(x)  =  P{x)-(^(x)-^q(x)-F{x); 

si   l'oscillation   de   la  fonction   F  (a:)  dans  chacun  des  intervalles  partiels 

est  inférieure  à-j  on  a  constamment  |Q(j:)  —  F(a-)|<  -(roir  t.  I,  p.  5o-). 

£  - 

Si  de  plus  le  nombre  ij  est  inférieur  à  -  »  on  aura  |  P  (x)  —  Q  (x)  [  <C.-t 

et  par  suite  I  P  (>)  —  F  (x)  I  <  e.  La  fonction  continue  P  (x)  représente 
donc  la  fonction  F  (x)  avec  une  approximation  moindre  que  s  dans  tout 
l'intervalle  (xg,  a"o  -f-  /). 

La  méthode  de  Gauchy-Lipschilz  s'étend  aux  systèmes  d'équations  diffé- 
rentielles sans  autre  difficulté  que  quelques  complications  dans  les  for- 
mules. Elle  s'étend  aussi  aux  variables  complexes.  Les  recherches  de 
M.  E.  Picard  et  de  M.  Painlevé  ont  montré  que  la  méthode  conduisait  à 
des  développements  en  séries  convergentes  des  intégrales  dans  tout  leur 
ilomaine  d'existence  lorsque  les  seconds  membres  des  équations  proposées 
restent  holomorphes  dans  ce  domaine. 

m.  —  INTÉGRALES  PREMIKKES.  —  MULTIPLICATEUR. 

393.    Intégrales  premières.  — Etant  donné  un  système  de  («  —  i) 
équations  différentielles  analytiques  an  premier  ordre,  nous  écri- 
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rons  CCS  équations  sous  la  forme  symétrique 
dxx  dxi  dx„ 

(39)  -y—     =     -y-^     —    .    .    .=     — , 

Al  A2  A„ 

les  dénominateurs  X|,  Xo,  ...,  X„  étant  des  fonctions  des  n 
variables  jT),  a:-2,  . .  ,  ,  x,i.  GeLtc  forme  des  équations  différentielles 
ne  suppose  rien  sur  le  choix  de  la  variable  indépendante,  qui  peut 
être  l'une  des  variables  x,-,  ou  être  prise  d'une  façon  quelconque. 
Xous  avons  vu  plus  haut  que,  sous  certaines  conditions  qui  ont 
été  précisées,  toutes  les  intégrales  de  ce  système  qui  passent  par 
un  point  quelconque  d'un  domaine  D  sont  représentées  par  un 
système  d'équations  de  la  forme 

,..  N     l  y  1  (-^lî  ^2j  •  •  •  5  ^/i)  ^  Cl,      fii X 11  ^i,  •  •  • ,  -^/i)  =  Go,       . . ., 

\  //t-U^l)  ■^'2,    •'•i^n)  —  ^/t-lj 

f\i  fil  •••;  fn-\  étant  (/i  —  i)  fonctions  holomorphes  dans  D, 
et  Cl,  Go,  .  . .  ,  Cft_i  des  constantes  que  l'on  peut  choisir  arbitrai- 
rement, au  moins  entre  certaines  limites  (n"  388).  Les  formules  (60) 
représentent  V intégrale  générale  du  système  (09)  dans  le  do- 
maine D,  c|ui  n'embrasse  pas  forcément  tout  l'ensemble  des  valeurs 
possibles  pour  les  variables.  Il  peut  se  faire  que  l'on  ait  plusieurs 
systèmes  de  formules  différents  pour  représenter  l'intégrale  géné- 
rale dans  des  domaines  différents.  11  est  clair  aussi  que,  dans  un 
même  domaine  D,  le  système  des  formules  (60)  n'est  pas  unique; 
on  peut  remplacer  les  (/z  —  i)  fonctions/"/  par  (n  —  1)  fonctions  F, 
ne  dépendant  que  des  fonctions//,  pourvu  que  ces  (/^  —  1)  fonc- 
tions F/  soient  des  fonctions  distinctes  des  variables//. 

Quelle  que  soit  la  façon  dont  on  ait  pris  les  fondions//,  si  les 
formules  (60)  représentent  l'intégrale  générale  du  système  (09), 
les  fonctions  //  satisfont  à  une  même  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre.  En  effet,  supposons  les  coordonnées  d'un 
point  Xx,  .To,  .  .  .  ^  x,i  d'une  courbe  intégrale  exprimées  en  fonc- 
tion d'un  paramètre  variable;  si  l'on  remplace,  dans  //,  les  coor- 
données X\,  X21  .  .  •  1  oCa  par  leurs  expressions  en  fonction  de  ce 
paramètre,  le  résultat  se  réduit  à  une  constante.  On  a  donc  <:///  =  o, 
et,  en  remplaçant,  dans  dfi^  les  différentielles  <f^,,  dx<>^  .  .  .  par 
les  quantités  proportionnelles  Xj,  X2,  .  .  .,  on  trouve  que  //satis- 
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fait  à  la  relation 

(00  X(/)  =  X,^^.X,^.....X.£  =  „. 

Cette  relation  doit  se  réduire  à  une  identité,  quand  f  est 
remplacée  par  y,,  puisqu'on  peut  disposer  des  constantes  C<  de 
façon  que  la  courbe  inléo^rale  passe  par  un  point  quelconque  de  D. 
f.es  (/i  —  i)  fonctions/,,  y'21  •-  1  .fn-\  sont  donc  {n  —  1)  inté- 
j^rales  de  l'équation  X (/)  =  o;  toute  fonction  n(  /,,y*2  •  •  .•./«-«) 
est  aussi  une  intégrale  de  la  même  équation,  quelle  que  soit  la 
fonction  II,  d'après  la  relation  facile  à  vérifier 

M^\)  =jr^Ut)-^-7T  X(/i)+. .  .^  -rr. \(/«-,  )• 

Inversement,  on  obtient  ainsi  toutes  les  intégrales  de  l'équation 
\(y)  =0.  Des  n  relations 

X(/)  =  o,         X(/,)  =  o,         ...,         X(/«_,)=o, 
on  déduit  en  effet,  en  éliminant  les  coefficients  X/, 

n(./;/i,/2.  •••,/.-.)  ^^ 

ce  qui  montre  que  /  est  une  fonction  ^{/t,/^,  ...,//i-i) 
des  ( /i  —  i)  intégrales  particulières/,,  /,,  ...,/«-«,  (I?  n"  00). 
On  peut  encore  le  vérifier  par  un  changement  de  variables.  Ima- 
ginons en  effet  que  l'on  prenne  un  nouveau  système  de  variables 
indépendantes  j^,,  y,?  ...,J'«,  les  «  —  1  variablesy,,y25  -..,^«-1 
étant  précisément  les  fonctions/, , /21  .  .  ■  ■,/»-*  elles-mêmes,  et  la 
variable  y„  étant  choisie  de  façon  à  former  avec  jKi?  ^2?  •  •  •  1  Xn-t 
un  système  de  n  fonctions  distinctes  des  variables  primitives  x,, 
x-i,  .  .  . ,  x„.  L'équation  X(/)  :=  o  est  remplacée  par  une  équation 
de  même  forme 

(6.)  Y(/)^Y.f--.-Y,f -^...+  Y„/-  =  o, 

qui  doit  admettre  les  (/i  —  \)  intégrales  particulières 

f=yu      •••,     f=yn-\- 

On  a  donc 

Y,=  Y2  =  .  ..=  Y„_,  =  o, 
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)  f 

et  l'équalion  ((Ja)  se  réduit  à  ^—  =  o.  L'intégrale  générale  est  donc 

une  fonction  arbitraire  de  y  ^ ,  y^-x^  .  .  . ,  _}'«-i  (  '  )• 

L'intégriition  de  l'équation  aux  dérivées  partielle.-»  X(y^  =  oest 
donc  ramenée  à  l'intégralion  du  système  d'équations  difleren- 
tielles  proposé  (09).  Inversement,  supposons  que  par  un  moyen 
quelconque  on  aitobtenu  une  intégrale  /de  l'équation  X  (/)  =  o. 
Si  l'on  remplace  dans  cette  fonction  j?,,  av.,  ,  .  . ,  ^«  par  les  coor- 
données d'un  point  d'une  courbe  intégrale,  supposées  exprimées  en 
fonction  d'un  paramèlrt;  \ariable  qui  peut  être  l'une  des  coordon- 
nées elles-mêmes,  le  résultat  obtenu  se  réduit  à  une  constante. 
lin  ell'et,  si  l'on  suppose  que  X|,  x^,  .  .  . ,  x,j  soient  des  fonctions 
d'un  paramètre  variable  vérifiant  les  relations  (09),  la  différentielle 
totale  <^//  de  la  fonction  précédente  se  réduit  à  RK(y),  K  dési- 
gnant la  valeur  commune  des  rapports   -^  •  L'équation  J'=G  est 

donc  une  conséquence  du  système  d'équations  différentielles  pro- 
posé ;  on  dit  pour  cette  raison  que  la  fonctiony  est  une  intégrale 
première  de  ce  système  (-). 

Si  l'on  connaît  n  —  i  intégrales  premières  distinctes,  on  peut 
écrire  immédiatement  l'intégrale  générale  du  système  (09);  si  l'on 
connaît  seulement  p  intégrales  premières  distinctes  (p  <^  n  —  1  ), 
on  peut  ramener  l'intégration  du  système  proposé  à  l'intégration 
d'un  système  de  n — p  —  i  équations  différentielles.  Soient,  en 
effet, y'1,/25  •  •  ••>  fp  ces/?  intégrales  premières;  des  p  relations 

on  peut  tirer  p  des  variables  x,,x.,,  .  ,  , ,  jr„,  par  exemple  j:,, 
x-îi  .  .  . ,  -^i»  6n  fonction  des  n  — p  variables  restantes  x^^i ,  .  .  . ,  x„, 
et  des  p  constantes  arbitraires  C|,  Cj,   .  .  . ,  C^r,.   Il  suffira  doue  de 

(')  Les  deux  raisonnemenls  n'exii;ent  pas  que  la  fonction  f  soit  analyti(jue. 
Les  seules  conditions  nécessaires  sont  celles  qui  sont  exigées  pour  que  l'on  puisse 
appliquer  les  formules  du  changement  de  variables,  c'est-ii-dire  l'existence  et  la 
continuité  des  dérivées  partielles  de  la  fonction  cliercliée  y. 

(-)  Le  raisonnement  ne  s'appliquerait  plus  si  le  facteur  K  était  infini  pour 
tous  les  points  de  la  courbe  intégrale,  ce  qui  aurait  lieu  si  les  coordonnées  de 
tous  les  points  de  cette  courbe  annulaient  les  n  fonctions  X,.  Il  faut  aussi  faire 
exception  pour  les  intégrales  qui  sont  telles  que  l'une  au  moins  des  fonctions  X,, 
X^,  ...,  X„  n'est  pas  holomorplie  dans  le  voisinage  d'un  point  quelconque  de  cette- 
courbe.  Ce  cas  se  présente  pour  les  intégrales  singulières. 
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déterminer  .r^^,,  ayr,^.2,  ...,x,i  en  fonction  d'une  seule  variable 
indépendante.  Si  Ton  désigne  par  X^^,  ,  X^^o?  ••.5  X.,j  ce  que 
deviennent  les  fonctions  X^^,,  .  . .,  X„  après  qu'on  y  a  remplacé 
J7,,  x-i,  .  .  . ,  Xp  par  leurs  expressions,  il  suffira  donc  d'intégrer  le 
nouveau  système 

OÙ  les  dénominateurs  dépendent  de  p  constantes  arbitraires. 

On  peut  encore  raisonner  d'une  autre  façon.  Si  l'on  prend  un 
nouveau  système  de  variables  indépendantes  jk»,  J'a?  ...,jK//->  où 
les  p  variables  y,,  j'o,  ..  .,  y-p  soient  identiques  aux  p  inté- 
grales premières  connues/,, /a,  .  .  .,/y,,  l'équation  ^{f)  =  o  est 
remplacée  par  une  équation  de  même  forme  Y(f)  =  o  qui  doit 
admettre  les  intégrales /=:j-,,  ,  .  ,,  f=yp;  cette  équation  est 
donc  de  la  forme 


/<-+-! 


Y„-^  =0, 


<^yp+i  <^yn 


et  son  intégration  se  ramène  à  celle  d'un  système  de  n — p  —  1 
«'qiiations  différentielles  du  premier  ordre 

On  voit  par  là  de  quelle  importance  est  la  recherche  des  inté- 
grales premières.  Dans  chaque  cas  particulier,  la  découverte 
d'une  intégrale  première  nouvelle  constitue  un  pas  de  plus  vers 
l;i  solution  complète.  On  ne  saurait  donner  à  cet  égard  une  règle 
bien  précise;  observons  seulement  que  le  problème  revient  à 
former  une  combinaison  intégrable  des  équations  (09),  c'est- 
à-dire  à  déterminer  n  facteurs  pi,,  {jio,  ...,  u.„,  tels  que  l'on  ait 

fx,  X,  -H  [^2  Xj  -i- . .  .  -I-  ;ji„  X„  =  o, 
et  que 

\Li  dx\  -t-  ;ji2  dXi  -f- . . .  -f-  \i.,i  dXn 

soit  une  différentielle  exacte  d-s.  11  est  clair  en  effet  que  l'on  peut 
déduire  des  équations  (09)  un  nouveau  rapport  égal  aux  premiers 

dxi  _  ui,  dx\  -f- .  .  .  -^  ;ji„  dXn  ^ 

-^/  f^l  Xi-r...H- JX„X„    ' 

G.,  II.  a5 
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la  relation 

d<9  =  [Il  dxi  -f- .  . .  4-  [ji„  dxn  =  o 

est  donc  une  conséquence  des  équations  (;^9)  si  l'on  a 
•      •  [il  Xi-+-. .  .-f- [j.„X„  =  o, 

et  l'on  aura  une  intégrale  première  tp  par  des  quadratures,  con- 
naissant les  facteurs  [jl/.  Il  en  est  ainsi  en  particulier  toutes  les  fois 
que  l'on  peut  trouver  ai  facteurs  [j.,,  pio,  ...,  (jl^,  le  facteur  iji./  ne 
dépendant  que  de  la  variable  xi,  de  façon  que  l'on  ait 


Zj  H-/X/=o. 


Observons  aussi  que,  lorsqu'on  a  obtenu  p  intégrales  premières 
du  système  (^g),  il  peut  se  faire  que  le  nouveau  système  (63) 
puisse  être  intégré  complètement  pour  des  valeurs  numériques 
particulières  des  constantes  G,,  Ca,  ...,  C^,  tandis  que  l'inté- 
gration effective  est  impossible  pour  des  valeurs  arbitraires  de  ces 
constantes. 

Exemples.  —  i°  Soit  à  intégrer  le  système 
,^^  du  dv  dw 

on  aperçoit  aisément  deux,  combinaisons  intégrables  udu=  vdv  =  wdw. 
On  a  donc  deux  intégrales  premières  lû  —  t-^  — (^^  j-^i  —  «'2  =  Cî,et,en 
portant  les  valeurs  de  f  et  de  (v  tirées  de  ces  relations  dans  la  première 
des  équations  (64),  on  a  pour  déterminer  u  l'équation  différentielle 

(65)  ^=/(„2_G,)(«î-C,), 

dont   l'intégrale    générale   est   une   fonction  elliptique   (n"  373),    pouvant 
comme  cas  particulier  se  réduire  à  une  fonction  simplement  périodique  ou 
même  rationnelle.  Gomme  le  système  proposé  est  symétrique  en  a,  t^,  w, 
on  en  conclut  que  v  tl  w  sont  aussi  des  fonctions  elliptiques. 
1°  Considérons  le  système 

^  du  dv  d(v 

où  p,  q,  r  sont  des  fonctions  données  de  x.  On  a  encore  une  combinaison 
intégrable  udu  -+■  vdv  -f-  wdw  =  o,  d'où  l'on  tire  l'intégrale  première 
u"^ -^  V- -\- w^  =  Q..  Laissant  de  côté  le  cas  où   G  serait  nul,  on  peut  sup- 
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poser  0  =  1,  car  le  système  (66)  ne  change  pas  quand  on  mnltiplic  «,  p,  w 
par  un  même  facteur  constant.  Au  lieu  de  tirer  l'une  des  inconnues  de 
la  relation  u- -\- v'^ -^  w"^- =1  \ ^  on  peut  opérer  d'une  façon  plus  symétrique 
en  considérant  a,  v,  w  comme  les  coordonnées  d'un  point  d'une  sphère  de 
rayon  «n,  et  les  exprimer  au  moyen  de  deux  paramètres  variables,  par 
exemple  au  moyen  des  paramètres  qui  déterminent  les  génératrices  recti- 
lignes  de  la  sphère.  Posons  pour  cela 


a  -^-  IV       I  -^  w 


ce  qui  donne 


I  —  ).'/.  .  I  -f-  X.u  X 


U  — ,  V  =  l  -r ,  iV  =   — 

A  —  li,  À  —  ,a  A  —  jjL 

En  substituant  ces  valeurs  de  u,  v,  w  dans  le  système  (66),  on  trouve 
après  quelques  calculs  faciles  que  X  et  u.  doivent  vérifier  une  même 
équation  de  Riccali 

l'intégration  du  système  proposé  est  donc  ramenée  à  l'intégration  d'une 
équation  de  Riccati  ('). 

3"  Prenons  encore  l'équation  intégrée  par  Liouville 

y  -H  ç  (x)y  -1-/(7  )/'*  =  o  ; 

en  posant  7'  =  z,  on  la  remplace  par  le  système 

dx        dy  —  dz 

V    ~    z    ~  o{x)z^f{y)z^' 

d'où  l'on  tire  la  combinaison  intégrable  — -  ■+- f(x)dx-h/(y)dy  =  0. 
L'équation  du  second  ordre  proposée  admet  donc  l'intégrale  première 

,       f    ?(..)rf.r      Ç'  f\))riy 

y  «^''0  eJro  =  C, 

que  l'on  pourrait  aussi  obtenir  directement,  en  divisant  par 7'  tous  les 
termes  de  l'équation  du  second  ordre;  l'équation  du  premier  ordre  précé- 
dente est  de  la  forme  7'=  GXY,  et,  les  variables  étant  séparées,  on  achè- 
vera l'intégration  par  deux  quadratures. 

Remarque  I.  —  On  remplace  quelquefois  le  système  (09)  par  le  système 

dx\        dr,  dxn         ,, 

(68)  __  =  _-  =  ...  =  — -  =  dt, 

(')   Voir  Daucolx,  Théorie  des  surfaces,  t.  I,  Cliap.  II. 
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t  étant  une  variable  auxiliaire  qui,  dans  bien  des  cas,  n'est  introduite  que 
pour  plus  de  symétrie  dans  les  raisonnements.  Si  l'on  a  intégré  le  système 
primitif  (59)  on  obtiendra  t  par  une  quadrature,  car,  si  l'on  remplace  x<i^ 
a^j,  ....  x,i  par  exemple  par  leurs  expressions  en  fonction  de  x^  et  des 
constantes  Gj,  C2,  .  .  .,  G„_i  dans  Xj,  on  est  conduit  à  une  relation 

dt  =  P  (xi,  G,,  C2,  . . .  ,  Cn-i)dxt, 

d'où  l'on  déduira  t  par  une  quadrature.  Il  suit  de  là  que  l'intégrale  géné- 
rale du  nouveau  système  (68)  sera  représentée  par  les  n  équations 

,_    ^  \  fi  —  Cl,       /j  =  G,,         . . .  ,        /ii-i  —  G,j_i, 

<*''         I  /,(x,.- ^,.}  =  '-'. 

f\i  fil  ■••)  /ni  étant  (n  —  i)  intégrales  distinctes  de  X  (y)  =  o,  et  ^0 
une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Inversement,  pour  obtenir  la  courbe  intégrale  du  système  (Sg)  passant 
par  un  point  donné  a??,  a:^',  ...,  x]],  on  peut  cliercher  les  intégrales  du 
système  (68),  où  t  est  considéré  comme  la  variable  indépendante,  qui 
pour  t  =  0  prennent  les  valeurs  x",  a"!),  .  .  .  ,  x'/,  respectivement.  Soient 

(  ^1  =  ?i(^;a7î,  ... ,  a-;;),      a;-2  =  cf2(^;a7';, ...  ,a-;;),      ..., 

(  ^n  =  '^rt  (  ^  •  ^(  I  •  •  •  )  ^/i  ) 

ces  intégrales;  il  est  clair  que  les  formules  précédentes  représentent  la 
courbe  intégrale  cfierchée.  Il  n'y  aurait  exception  que  si  toutes  les  fonc- 
tions X,-  étaient  nulles  pour  les  valeurs  initiales  a-"  et  holomorphes  dans 
le  voisinage.  Dans  ce  cas  les  formules  (70)  se  réduiraient  à  Xi  =^7".  Mais, 

les  rapports  -7— ^>  •  •  •  >  -j-^  se  présentant  sous  forme  indéterminée,  rien 

€iX\  CtX  \ 

ne  permet  d'affirmer  jusqu'ici  qu'il  n'y  a  pas  de  courbe  intégrale  passant 
par  le  point  donné.  G'est  un  cas  qui  sera  examiné  plus  loin  (n"  417). 

Remarque  II.  — La  liaison  qui  existe  entre  le  système  d'équations  diffé- 
rentielles (59)  et  l'équation  linéaire  (61)  prouve  que  X  (/)  est  un  cova- 
riant  du  système  (69).  Voici  ce  qu'il  faut  entendre  par  là.  Imaginons  que 
l'on  prenne  un  nouveau  système  de  variables  indépendantes  jki,  JK21  •■■^yni 
liées  au\  variables  a^i,  5^2,  . .  .  ,  a:„  par  les  relations 

(71)  Xi  =  Oi{yx,yi,  ...,yn)         (i  =  i,  2,  ...,«)  ; 

d'après   les   formules  du  changement    de   variables,  -^-  est  une   fonction 

linéaire  et  homogène  des  dérivées  -—-)  et  X  (j^)  se  change  en  une  expres- 
sion de  même  forme 

(7'^)  Y(/)  =  Y,-f +  Y2-f  4-...+Y„f  =  0, 
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Yi,  Y2,  ...,  Y„  étant  des  fonctions  de  y^,  y^,  ...,  y„.  Gela  posé,  je  dis 
que  le  même  changement  de  variables  appliqué  au  système  (59)  conduit 
au  nouveau  système  d'équations  différentielles 

,    ,s  dyi_dyi_        _dvn 

On  pourrait  l'établir  par  un  calcul  direct,  mais  cela  résulte  aussi  des  pro- 
priétés précédentes.  Soit  en  effet 

Zi        Z}  z„ 

le  système  auquel  on  est  conduit  en  appliquant  au  système  primitif  (59) 
le  changement  de  variables  (71);  il  suffit  de  montrer  que  Zj,  Zj,  ...,  Z^ 
sont  proportionnels  à  Yj,  Y.,,  ...,  Y„.  Or,  soient y(a:i,  x^,  ...,  Xn)  une 
intégrale  première  du  système  (ig)  et 

la  fonction  déduite  àt f  {x\^Xi^  ...,a7„)  par  le  changement  de  variables;, 
puisque  l'on  a'XC/)  =  0,  on  a  aussi  Y  (F)  =  o.  D'ailleurs  F  (^i,^î,  . . .  ,^n> 
est  évidemment  une  intégrale  première  du  nouveau  système  (74)>  c'est- 
à-dire  une  intégrale  de  l'équation  linéaire 

Z(F)  =  Z,- 1-...— Z„- —  =  0. 

Les  équations  linéaires  Y  (F)  =  o,  Z  (F)  =  o,  ayant  les  mêmes  intégrales^ 
ont  leurs  coefficients  proportionnels,  ce  qui  démontre  la  proposition. 

Ce  dernier  point  résulte  de  ce  qu'une  équation  linéaire  X  (y")  =  o  est 
complètement  déterminée,  à  un  facteur  près,  quand  on  en  connaît  (n  —  i) 
\x\\.è.^v&\^'s  distinctes  fx^fi^  ...^fn~\-  En  effet,  les  («  —  i)  équations  X(y})  =  o, 
linéaires  et  homogènes  en  Xj,  Xj,  ...,  X,i,  déterminent  les  rapports  de  ces 
coefficients  inconnus,  car  tous  les  déterminants  d'ordre  (n  —  i)  formés 
avec  les  dérivées  partielles  des  fonctions  _/",•  ne  peuvent  être  nuls  en  même 
temps  (I,  n"  55).  On  peut  remarquer  que  l'équation  linéaire  la  plus- 
générale  admettant  les  («  —  i)  intégrales  y,-  peut  s'écrire 

n(a:,.  a"..,  ....  x„  )     ..   , =  o, 

n  (ari,  ^2,  .  . .,  Xn)  étant  une  fonction  arbitraire. 

394.  Multiplicateur.  —  La  théorie  du  facteur  intégrant  a  été  étendue 
par  Jacobi  aux  équations  différentielles  simultanées.  Soient  y"i,  y"î,  ..., 
fr^-\  des  intégrales  premières  distinctes  du  système  (39);  l'équation 
X(y;  =  o  est.  comme  on  l'a  déjà  remarqué,  identique  à  l'équation 

^       D(/.,/-,,/,.  ...,/,   ,\ 

A  =  r\ =  O. 

L)(.i-,,  j;-,,    ...       X:i    ) 
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En  écrivant  que  les  coefficients  des  dérivées  -j—  dans  les  deux  équations 
sont  proportionnels,  on  est  conduit  à  n  relations  que  l'on  peut  écrire 

(75)  A/  =  MX/        (1  =  1,2,  ...,  Al), 

A;  désignant  le  coefficient  de  -=—  dans   le   déterminant  1  ;    le   facteur  M 

Oxi 

s'appelle  un  multiplicateur. 

Cette  fonction  M  satisfait,  quelles  que  soient  les  intégrales  premières /i, 
fi,  .  . .  jfri^i,  à  l'équation  linéaire  aux.  dérivées  partielles 

^  ôxx  dx.7  ■•■-<-       ^^^^ 

En  substituant  à  la  place  de  chacun  des  produits  MX/  =  A/  son  expression 
par  un  déterminant  d'ordre  n  —  i,  et  en  effectuant  les  dérivations  indi- 
quées, chaque  terme  du  premier  membre  est  en  effet  le  produit  d'une  dé- 

à^  fh- 
rivée  du  second  ordre  telle  que-r — '^-^  (t  ?^  k\  par  (n  —  2)  dérivées  par- 

'      axiOxi;  ^ 

tielles  du  premier  ordre.  Pour  vérifier  que  le  résultat  est  nul,  il  suffit  de 
vérifier  qu'il  ne  renferme  aucune  dérivée  du  second  ordre.    Prenons  par 

exemple  la  dérivée  - — -^•.  cette  dérivée  figure  dans  deux  termes  ;  dans 
OXi  0x2 

D  (  f    f  f  -  ) 

l'un  elle  est  multipliée  par  ^  ■'^'•'^'  '  '  •'./"-'   ^  g^  (Jans  l'autie  par  le  même 

D{X3,Xi,  ..  .,Xn) 

coefficient  changé  de  signe.  La  somme  de  ces  deux  termes  est  donc  nulle, 
et  de  même  pour  les  autres. 

Si  Mj  est  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (76),  la  substitu- 
tion M  =  M,  [JL  ramène  cette  équation  à  la  forme  X  (  [Ji)  =  o.  Si  l'on  connaît 
un  multiplicateur  M  du  système  (ôg),  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (76)  est  d'après  cela  Mil  (/j, /j,  .  . . ,  fn-\),  H  étant  une  fonction 
arbitraire.  Toute  fonction  de  cette  forme  est  aussi  un  multiplicateur  ;  en 
d'autres  termes,  il  existe  (n  —  i)  intégrales  premières  Fj,  . .  . ,  F,j_i,  telles 
que  Mn  (/i,/2,  .  . . , /„_i)  puisse  se  déduire  de  Fj,  F2,  ...,  F„_i  de  la 
même  façon  que  M  se  déduit  de  fi,  fi,  ...,  fn-i-  H  suffit  pour  cela  que 
l'on  ait,  en  supposant  Xi  ^  o, 

j_  DfF,,F, F,,-,)  ^     ^_  D(F,,F2,...,F„-0  D(/,./,.  ■■.,.^-1)  ^^^^ 

Xi   D{Xi,x-j,  ...,  .r„)        Xi   D(/,,/2,  ..., /„-,)     D(a-2,   .  ..,  .r„j 

ou 

D(F,,F2 F„_,) 


l^</l,/2,    ■  ••,/«-!) 


-  n  (/,,/„  ...,/„-,). 


On  peut  satisfaire  à  cette  condition  d'une  infinité  de  manières,  et  même 
s*  donner  à  l'avance  n  —  2  des  intégrales  premières  F/. 


m.    —    INTEGRALES   PREMIÈRES.    —    MULTIPLICATEUR.  Sgi 

Considérons  le  système 

dxi        dxi  dxn         ., 

avec  la  variable  auxiliaire  t.  Ce  système  peut  être  ramené  à  la  forme 
simple 

( 78 )  dy^  =  r/jj  =  .  .  .  =  dyn-\  =  o,         dy,,  =  dt, 

en  prenant  pour  variables  les  n  —  1  intégrales  premières  y"i,y2,  .  . . ,  fn-i 
et  la  fonction /„  qui  figure  dans  les  formules  précédentes  (69)  ;  il  est  facile 
d'avoir  l'expression  générale  des  multiplicateurs  au  moyen  des  variables^/. 
En  effet,  tout  multiplicateur  est  de  la  forme 

^•  =  ^^^BSref^'"<^"-' ^"-'^ 

d'autre  part,  nous  avons 

_  dx\  _  dxt  dyx  dxi  dy,i  _  dxi  _ 

'  ^^  ~dT^  ày'i'dT  '^'"^à^'dt    ~  dj~' 

des  formules  yi  =  fi,  ...,^„  =  y„,  qui  définissent  le  changement  de 
variables,  on  tire,  en  différentiant  par  rapport  à  yn  et  en  résolvant, 

r>(ri,jK« .r„-i) 

àxi  _  _^      D  (.r,,  a--,,  ...,  Xn) 


fiyn  ^^{y\'.ri yn) 

D(ar,,X2,  ...  ,Xn) 
et  l'expression  générale  du  multiplicateur  peut  s'écrire 

,„.  •  D(.r|,  j-2 •^")*/  N 

4>  étant  une  fonction  arbitraire  de  y^,  y^^  . . . ,  yn-\- 

Supposons  maintenant  qu'en  effectuant  un  changement  de  variables 
■quelconque  ne  portant  que  sur  les  xi  sans  changer  la  variable  t,  on  ait 
ramené  le  système  (77)  à  la  forme 

<8o)  ^^p=,..=  ^=^t, 

les  X^-  étant  des  fonctions  des  nouvelles  variables  x'i  indépendantes  de  t. 
Si  M'  est  un  multiplicateur  de  ce  nouveau  système,  on  a  encore 

,8    .  1  li{x\,x\,   .  ..,  X'„) 

<*■>  F=D(^...K, ^„)-^(r..r.,...,r-,); 

•en  prenant  la  même  fonction  <J>  dans  les  deux  formules,  on  en  déduit,  en 
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les  divisant  membre  à  membre, 

U  (  X^  ,  iT,  ,   .  .  .  ,  X/i  ) 

ce  qui  prouve  que,  lorsqu'on  connaît  un  multiplicateur  M  pour  le 
système  (77),  on  peut  en  déduire  un  multiplicateur  M'  pour  le  système 
transformé. 

Cette  propriété  explique  l'importance  pratique  du  multiplicateur.  Sup- 
posons que  l'on  connaisse  n  —  2  intégrales  premières  du  système  (09)  et 
de  plus  un  multiplicateur.  On  peut  alors  ramener  ce  système  à  la  forme 

dx\  _        _  dx'n—1  _  dx'„-i  _  dx'i,  , 

o  o  X'„_,  X'„ 

par  un  changement  de  variables,  et  l'on  connaîtra  pour  ce  nouveau  sys- 
tème un  multiplicateur  M',  c'est-à-dire  une  solution  de  l'équation 

d{M'X'„-,)    ^    d(M'X'„)  ^  ^_ 

^T',^-l  dx'„  ' 

M'  est  donc  un  facteur  intégrant  pour  X'„â?a-'„_i  —  X'„_i  dx',^,  et  l'on  achè- 
vera l'intégration  par  des  quadratures. 

Un  cas  particulier  qui  se  présente  fréquemment  en  Mécanique  est  celui 

où  l'on  a  ^  -^  =  o.  L'équation  (76)  se  réduit  alors  à  X(M)  =  o,  et  l'on 

connaît  immédiatement  un  multiplicateur  M  =  i. 

Cette  remarque  s'applique  aussi  à  l'équation  du  second  ordre  j'"  =  f{x,y), 
dont  l'intégration  revient  à  celle  du  système 

d.T        dy  dy' 

1   ~  y'  ~  J\^,y)' 

si  l'on  en  connaît  une  intégrale  première  '^{x^y^y'  )=:  C,  on  peut,  d'après 
ce  qui  précède,  achever  l'intégration  par  une  quadrature.  Il  est  facile  de 
le  vérifier  comme  il  suit.  Supposons  l'équation  '^{oc^y^i y')  =  C  résolue  par 
rapport  à  y' 

y  =  '^{x,y,  G); 

toutes  les  intégrales  de  cette  équation  du  premier  ordre  devant  satisfaire 
à   l'équation  y"  =  f{x^y),    quelle   que   soit  la  constante  G^   on  doit  avoir 

•— — ^  T^  ?  =/)  ^^  P^''  suite,  Y>\ih([\XQ.  f(x,y)  ne  renferme  pas  G, 


dCdx        OGoy  '         dy  dC 
ce  qui  exprime  que  -^  est  un  facteur  intégrant  pour  dy  —  o  dx. 
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39o.  Invariants  intégraux.  —  La  propriété  d'invariance  du  multiplica- 
teur, relativement  à  tout  changement  de  variables,  peut  être  rattachée  à  la 
théorie  générale  des  Invariants  intégraux,  due  à  M.  Poincaré(*),  et  dont 
nous  allons  dire  quelques  mots.  Considérons  en  particulier  un  système  de 
trois  équations  différentielles 


(83) 


dx        dy        dz 


X,  Y,  Z  étant  des  fonctions  de  x,  y,  z.  Pour  faciliter  les  énoncés,  nous 
regarderons  ces  équations  comme  définissant  le  mouvement  d'une  molécule 
dans  l'espace,  la  variable  t  représentant  le  temps.  La  molécule  qui  au  temps 
t  =  o  est  en  un  point  Mq  (.ï'oj^Oî  --o)  est  venue  au  temps  t  en  un  point  AI/, 
de  coordonnées  {x,y,z).  Lorsque  le  point  Mq  décrit  un  certain  domaine 
Do  de  l'espace,  le  point  M<  décrit  un  domaine  correspondant  D^.  Cela  posé, 
soit  M.{x^y,  z)  une  fonction  des  variables  x,y,  z  ;  nous  dirons  que  l'inté- 
grale triple  i  T=  I  I  I  M(x,y,  z)  dx  dy  dz  est  un  invariant  intégral 
du  système  (83)  si  la  valeur  de  cette  intégrale  triple 


//X. 


M{x,y,  z)  dx  dy  dz, 


étendue  au  domaine  D^,  est  indépendante  de  t  et  égale  à  la  même  intégrale 
étendue  au  domaine  Dq.  Par  exemple,  si  les  équations  (83)  définissent  le 
mouvement  d'un  fluide  incompressible,  le  volume  du  domaine  D/  est  con- 
stant, et  l'intégrale   /    /    /  dx  dy  dz  est  un  invariant  intégral. 

On  définit  de  la  même  façon  les  invariants  intégraux  de  lignes  et  de  sur- 
faces. Si  le  point  Mg  décrit  une  ligne  Lq  ou  une  surface  Sq,  le  point  M/ 
décrit  une  ligne  L<  ou  une  surface  2/.  Une  intégrale  curviligne 


/ 


a  dx  -~-  p  dy  -^  ^{  dz 


est  un  invariant  intégral  si  la  valeur  de  cette  intégrale  le  long  de  la 
ligne  Li  est  indépendante  de  t,  et  égale  à  la  même  intégrale  curviligne 
prise  le  long  de  Lq.  De  même  une  intégrale  de  surface 


I     I   P  dy  dz  -^  Q  dz  dx  -+-  R  dx  dy 


(')  Les  méthodes  nouvelles  de  la  Mécanique  céleste,  t.  III,  Chap.  XXII  et 
suivants.  Voir  aussi  mon  Mémoire  Sur  les  invariants  intégraux  {Journal  de 
Mathématiques,  6'  série,  t.  IV). 
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est  un  invariant  intégral,  si  la  valeur  de  cette  intégrale  étendue  à  la  sur- 
face I.t  est  indépendante  de  t. 

Ces  notions  s'étendent  sans  difficulté  aux  systèmes  d'équations  différen- 
tielles les  plus  généraux  de  la  forme  (68).  Il  y  a,  pour  un  système  de  cette 
espèce,  n  classes  d'invariants  intégraux,  du  i"'  ordre,  riu  2«  ordre,  ..., 
du  «'*■"*  ordre,  suivant  le  nombre  de  dimensions  de  la  multiplicité  à 
laquelle  l'intégrale  est  étendue.  Les  conditions  pour  qu'une  intégrale  mul- 
tiple d'ordre  p  soit  un  invariant  intégral  s'obtiennent  aisément  au  moyen  des 
formules  du  changement  de  variables  dans  les  intégrales  multiples.  Nous 
développerons  les  calculs  pour  une  intégrale  multiple  d'ordre  n.  Soit 

I(/)   =     /       /     ...      /    M(Xi,  Xi,  .  .  .,  Xn)  dxi  dXi  .  .  .dXn 

une  intégrale  multiple  d'ordre  n  étendue  au  domaine  D<  qui  correspond 
à  un  domaine  déterminé  Do,  comme  on  vient  de  l'expliquer;  cette  inté- 
grale sera  un  invariant  intégral,  si  elle  est  indépendante  de  t,  c'est-à-dire  si 
l'on  a  ï'  (t)  =  o.  Pour  calculer  cette  dérivée,  nous  donnerons  à  «  un  accrois- 
sement h,  et  nous  calculerons  le  coefficient  de  h  dans  le  développement 
de  l{t-hh).  Soit  x'(  ce  que  devient  xi  quand  on  change  t  en  t -i-  h  ;  on  » 


l(t-hh) 


ff-f- 


M  ( a?', ,  . . .  ,  x'„  )  dx\  . . .  dx'n. 


la  nouvelle  intégrale  étant  étendue  au  domaine  D'^  qui  correspond  point  par 
point  à  D/.  Nous  pouvons  encore  écrire 

i(/  +  /o=  Ç  Ç ...  Ç^\{x\,.,.,x',)^J^-''''^'^'---'''''\dx,dx^.:.dxn\ 

J    J  i/i),  ^\x\iX^^  . .  .  ^  Xfi) 

d'autre  part,  nous  avons,  en  n'écrivant  pas  les  termes  en  h  de  degré  supé- 
rieur au  premier. 


et 


X'i 

=.r/-^^X 

i-+-  ..., 

,  3^2 ,    •  •  •  ,  ^ Il  )  — 

...                          .       ,  /..   dM                -,    ÔM 

D(x\,x'i,  ... 
D{xi,Xt,  .... 

Xn) 

I  +  /iy-i 

ÔXi 

OX^ 

OX-2                                OX  n 

I  ~  h  - —      

ÔX, 

= 

1  (à^^ 

àX„\ 
^■■■-^dxj-^-- 

M{x\,x',,,... 

0(3-;,^;, ..., 

^   =M(x„X„...,Xn) 

-^'riàx, 

--h.  .  .^- 

àx,i  /  "^  ' 

dM                ^     dM ' 

'dx,'''-'-^"dXn\'^' 
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La  dérivée  -r  a  donc  pour  expression 

Pour  que  I  soit  un  invariant  intégral,  il  faut  et  il  suffit  que  -j-  soit  identi- 
quement nul,  quel  que  soit  le  domaine  D,  et  par  suite  que  l'on  ait 

(o4} 


Ox  1  Ox„ 


Cette  condition  est  identique  à  l'équation  (76),  et  nous  obtenons  le  théo- 
rème de  M.  Poincaré  :  Pour  que  l'intégrale  multiple 


I    I   ...   1  M  dxi . . .  dxn 


soit  un  invariant  intégral,  il  faut  et  il  suffit  que  M  soit  un  multipli- 
cateur. 
Cela  étant,  si  l'on  fait  un  changement  de  variahles  quelconque 

^/  =  <f/(jKi,J'2,  •••,r«)  (*'=  '.  '^i  ••.,«) 

dans  les  équations  (77),  on  obtient  un  nouveau  système 

M  étant  un  multiplicateur  du  système  (77),  l'intégrale  «p'* 
/    I   ...  I  M  dxi  dx-i  . . .  dxn 

est  un  invariant  intégral  de  ce  système,  et  l'intégrale  n^'*  qui  se  déduit  de 
là  par  la  même  transformation 

//•  •  P'  ^-"  •••'-"  )  D(^;:^::  ::::;:)  ^y^  ^y^----  ^^« 

est  évidemment  aussi  un  invariant  intégral  du  système  transformé  (77)'. 
Par  suite, 

D(.r,.  07.,,  .  .  .  ,  Xn) 


M'  =  M 


R(jKl,r2,  --..yn) 


est  un  multiplicateur  des  nouvelles  équations  (77)',  comme  on  l'a  démontré 
directement. 
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Exemple.   —    Pour  que  le  volume  soit  un  invariant  intégral  des  équa- 
tions (83),  M  =:  I  doit  être  un  multiplicateur,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

,^r.  '^X.        d\        dZ 

(85  -^        -H        =.  o. 

ox        oy        Oz 

C'est  la  condition  d'incompressibilité  d'un  fluide  dont  les  équations  (83) 
définissent  un  mouvement  permanent. 


IV.  —  TRANSFORMATIONS  INFINITESIMALES. 

396.  Groupes  à  un  paramètre  (*)•  —  Tout  ensemble  d'une  infinité  de 
transformations  d'une  nature  quelconque,  portant  sur  n  variables  Xi, 
Xi,  ...,  x„,  forme  un  groupe  si  la  transformation  obtenue  en  effectuant 
successivement  deux  transformations  quelconques  de  cet  ensemble  fait 
encore  partie  de  l'ensemble.  Considérons,  pour  fixer  les  idées,  deux  varia- 
bles a:,  j',  et  soit  T  la  transformation  définie  par  les  formules 

(86)  x'=f{x,y\  a),        y=o(x,y,a), 

où  a  désigne  un  paramètre  arbitraire.  Si  l'on  regarde  x  et  y  comme  les 
coordonnées  d'un  point  M  dans  un  plan,  x'  el y'  comme  les  coordonnées 
d'un  autre  point  M',  les  formules  précédentes  définissent  une  transforma- 
tion ponctuelle.  A  chaque  valeur  du  paramètre  a  correspond  ainsi  une 
transformation  déterminée  ;  en  faisant  varier  ce  paramètre,  on  obtient  une 
infinité  de  transformations  différentes.  Imaginons  que  l'on  effectue  succes- 
sivement deux  transformations  différentes  de  cet  ensemble,  correspondant 
à  deux  valeurs  quelconques  a  el  b  du  paramètre.  La  première  transforma- 
tion conduira  du  couple  de  valeurs  (x,  y)  au  couple  de  valeurs  (x\  y') 
données  par  les  formules  (86)  ;  la  seconde  transformation  conduira  ensuite 
du  couple  {x',  y')  à  un  troisième  couple  {x'\  y")  où  l'on  a 

(87)  x"  =f{x',y';  b),         y"  :=  o(x',y' ;  b). 

Remplaçons  dans  ces  dernières  formules  x'  el  y'  par  les  valeurs  (86)  ;  les 
formules  obtenues 

(88)  x"  =  F{x,  y:  a,  b),         7"  =  <^(a7,  j  ;  «,  6) 

définissent  encore  une  transformation  ponctuelle  dépendant  des  deux  para- 


(  '  )  La  théorie  des  groupes  continus  de  transformations  a  été  développée  par 
Sophus  Lie  dans  un  grand  nombre  de  Mémoires  et  dans  son  Ouvrage  :  Théorie 
der  Transforniationsgruppen. 


IV.    —   TRANSFORMATIONS    INFINITÉSIMALES,  897 

mètres  a  et  b.  Nous  dirons  que  l'ensemble  des  transformations  (8G)  forme 
un  groupe  continu  à  un  paramètre  si  la  nouvelle  transformation  (88) 
appartient  à  cet  ensemble.  Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que  les  formules  (88) 
soient  de  la  forme 

(89)  x"  =f{x,y;  c),        y'  =  9 {or, y:  c), 

c    étant    une    valeur   du    paramètre    ne    dépendant    que    de    a   et   de    6, 
c  =  ({'(a,  b).  La  définition  qui  précède  s'applique  évidemment  quel  que  soit 
le  nombre  des  variables,  en  particulier  s'il  n'y  a  qu'une  seule  variable. 
Les  formules  ar'  =  a:  4-  a,  ou 

a:' =  37 -+- a,  y  =  y -\- ia, 

x'  =^  X  cosa  — y  sin  a,        y'  t=  x  «in  a  ~ y  cosa, 

x'  =  ax,  y'  =  rt*  K 

donnent  des  groupes  à  un  paramètre.  Au  contraire,  les  transforma- 
lions  a;' =  a: -+- a,  j'' =^ -f- a- ne  forment  pas  un  groupe,  caria  transfor- 
mation résultante  de  deux  transformations  successives  ar' =  a? -+- a -f- 6, 
y"  =  y  ^  a^  -h  b^  ne  fait  pas  partie  de  l'ensemble. 

Si  dans  les  formules  (86)  qui  définissent  un  groupe  de  transformations 
on  pose  a  =  II(a),  a  étant  un  nouveau  paramètre,  il  est  clair  que  les  for- 
mules obtenues  définissent  encore  un  groupe.  Il  en  est  encore  de  même  si 
l'on  fait  un  changement  de  variables,  comme  on  peut  s'en  rendre  compte 
a  priori.  En  effet,  si  un  ensemble  de  transformations  ponctuelles  dans  un 
plan  est  tel  que  la  transformation  résultante  de  deux  transformations 
successives  fasse  partie  du  même  ensemble,  il  est  clair  que  cette  propriété 
est  indépendante  du  choix  des  coordonnées  à  l'aide  desquelles  on  fixe  la 
position  d'un  point  dans  le  plan.  Du  reste,  la  vérification  est  facile. 

Supposons  que  l'on  pose  x  =  ïli{u,v), y  =^l\i{u,v),  et  soient  inverse- 
ment H  =  Il  -•  (a;,  y),  V  =  II^*  {x,y),  de  façon  que  l'on  ait  identiquement 

X  =  n  [n-i  (a:,j),  ni'  {x,y)],        y  =  II,  [n-1  {x,y),  ni'  {x,y)]. 

Par  hypothèse,  les  transformations  considérées  forment  un  groupe  et  les 
formules  (89)  où  c  =  4'(a,  6)  sont  une  conséquence  des  formules  (86) 
et  (87).  Soient  (m,  v),  (u',  v'),  (u',  v")  les  couples  de  valeurs  des  nouvelles 
variables  qui  correspondent  respectivement  aux  couples  (x,  y),  {x',y'), 

{x',y").  On  a 

i  tt'  =  n-«(a7',y)  =  ri->}/[n(«,o,n,(M,t');a],ç[n(«,P),n,(«,t');a]; 

\  =F(u,c:  a); 

^"      t'  =n7'(^'.y)  =  n7iî/[n(«,^-),n,(«,P);a],çfn(«,p),n,(«,(;);«j; 

(  =^(u,v;  a), 

et  tout  revient  à  démontrer  que  les  formules  (90)  définissent  encore  un 
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groupe  de  transformations.  Or  on  a  par  exemple  u"  =  F  {u  ,  v'  ;  6),  ou 

«"  =  n-i  !7[n(«',  v'),  II,  («',  p');  b\,o\Y\{u\  v'),  n,(tt',  (^')  ;  6]i, 

ce  qui  est  encore  égal,  puisque  les  formules  (86)  définissent  un  groupe,  à 

n-^[fix',y;b),<f{x\y';b)]  =  n-^[f(x,y;c),<fix,y;c)], 
c'est-à-dire  à 

n-'  j/[n(M,o,n,(«,p);  c],(p[rr(«,  o.iiiCa,  «0;c]i  =F(m,p;c), 

et  l'on  verrait  de  même  que  l'on  a  t""  =  *  (  m,  c  ;  c ). 

Deux  groupes  de  transformations  que  l'on  ramène  ainsi  l'un  à  l'autre 
par  un  changement  de  variables  sont  dits  semblables.  Par  exemple,  les 
deux  groupes  x'  =  ax,  u  =  u  -^  b  sont  semblables,  car  on  passe  de  l'un 
à  l'autre  en  posant  u  =  loga?,  b  =  loga. 

Nous  allons  déterminer  tous  les  groupes  à  un  paramètre  en  supposant 
que  les  fonctions  f  et  o  sont  analytiques,  et  en  supposant  de  plus  que  le 
groupe  renferme  la  transformation  identique,  c'est-à-dire  que,  pour  une 
valeur  pailiculière  «odu  paramètre,  l'on  a /(x,y.ao)  =  x,  (f(x,y,ao)=yr 
quels  que  soient  x  et  y. 

Dans  les  équations  de  condition 

(9O  f(^'\y;b)=f(x,y;c),         <a  (x',y' •,b)  =  (d  (x,y;c), 

on  peut  considérer  x,  y,  a,  c  comme  des  variables  indépendantes,  et  b- 
comme  une  fonction  de  a  et  de  c  définie  par  la  relation  c  =  4'(^>  ^); 
x'  et  y'  sont  des  fonctions  de  x,  y,  a,  définies  par  les  formules  (86).  Em 
prenant  les  dérivées  par  rapporta  a,  on  tire  des  relations  (91) 

,     df  dx'         df  dy'        df  db  do  dx'        do  dy'        do  db 

(92)  -r; H  T^,  -f-  -h-  -7  --  =  o,     — ^ 1-  i-H  X-  -H  Tr  3-  =  o  ; 

''        dx    da        dy    da        do  da  dx  da         dy  da         db  da 

.    db  ,         ,  ^         ,     .       dij        d^  db  ..         . 

mais  -r-  est  donne  par  la  relation  -,  -  -1-  -rr  -^  =  o,  et  ne  dépend  par  con- 
àa  da       db  da 

séquent  que  de  a  et  de  b.  En  résolvant  les  équations  précédentes  (92)  par 

rapport  à  -r— »  -^—  ,  on  obtient  donc  des  formules  de  la  forme 
da      da 

■^=l{a,b)^(x%y',b),  -^  =  l(a,b)7i(x',y',b). 

Or  37'  etjK'  ne  dépendent  pas  de  b;  il  en  est  donc  de  même  de  X,  ^,  tq,  et 
par  suite  x'  et  y'  sont  les  intégrales  du  système  d'équations  différentielles 

(93)  6?:r'       ^        dy'         .x(^)^, 

qui  pour  a  =  «o  prennent  respectivement  les  valeurs  x  et  y.  Inversement,. 
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quelles  que  soient  les  fonctions  ç(^,^),  t^j(^,^).  les  formules  x'  =f{x,y^a), 
j^' =  çp(a:,  ^,  a),  qui  représentent  les  intégrales  du  système  précédent  se 
réduisant  respectivement  k  x  et  k  y,  pour  une  valeur  particulière  a^  du 
paramètre,  définissent  un  groupe  continu  de  transformations.  Nous 
pouvons  d'abord,    pour  simplifier,    introduire  un    nouveau  paramètre  t  en 

posant  <  =     /     Ka)da,   ce  qui    permet  d'écrire  les    équations    différen- 

tielles  (93)  sous  la  forme  réduite 

L'intégrale  générale  de  ce  système  peut  s'écrire,  comme  on  l'a  vu  plus 
haut  (n°  393), 

Qx{x\y)  =  Cu         û,(a7',7')  =  /-i-G„ 

ûi  et  ûj  étant  des  fonctions  déterminées  de  x\  y',  et  Ci,  Gj  étant  deux 
constantes  arbitraires.  Les  intégrales  qui  pour  ;  =  o  prennent  les  valeurs  x 
et  y  sont  données  par  le  système  d'équations 

(95)  Qi{x',y')  =.iîi(T,y),         Q,,(x\y')  =  Qt(x,y)-^t. 

Les  formules  précédentes  définissent  bien  un  groupe  continu,  car,  si 
l'on  effectue  successivement  les  deux  transformations  qui  correspondent 
aux  valeurs  ti  et  ti  du  paramètre,  la  transformation  résultante  correspond 
à  la  valeur  ti  -+- 1^  du  paramètre.  Les  deux  transformations  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  t  et  —  t  sont  inverses  l'une  de  l'autre.  Si  l'on  a 

inversement  on  peut  écrire 

^=--/(-^'.y  ;  — 0,      r  =  9(^'»y;  — O- 

Prenons  pour  nouvelles  variables 

u  =  Û,  (x,^'),         v  =  Qi{x,y)\ 
les  formules  (gS)  deviennent 

(96)  Il    =  u,  v'  =  V-r-t\ 

on  dit  que  le  groupe  est  ramené  à  la  forme  réduite.  Tout  groupe  continu 
à  un  paramètre  est  donc  semblable  à  un  groupe  de  translations. 

Prenons   par  exemple   le   groupe   x'  =  ax,  y'  =  a^y.    Nous   avons,    en 
appliquant  la  méthode  générale, 

d.r'  x'  ây'  y' 

-—  =  x  =  — ,  -^  =  2ay  =  -2—' 

àa  a  oa  "^  a 
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Les  équations  différentielles  (93)  sont  dans  ce  cas 

dx'        ci  y'        da 
x'         'xy'         a  ' 

en  posant  t  =  loga.  Les  équations  finies  du  groupe  peuvent  s'écrire 

y'        Y 

^—r  =  -^j  \o!ix'  =  \o"x  -f-  t, 

x'^-        x'-  ^  "  ' 

et  on  les  mettra  sous  la  forme  réduite  en  prenant  pour  nouvelles  variables 

y 

Jocra:  et  - — 


397.   Application  aux  équations  différentielles.  —    Supposons    qu'une 
équation  différentielle  donnée 

,      .  „  /  dv     d'y  d"y 

(97)  ^'l^'-^-'cT^'S^'-'-'T?^ 

admette  un  groupe  connu  de  transformations  à  un  paramètre,  c'est-à-dire 
soit  identique  à  l'équation  obtenue  en  effectuant  sur  les  variables  a:  et^ 
le  changement  de  variables  défini  par  les  formules  (86),  quelle  que  soit 
la  valeur  numérique  du  paramètre  a.  On  peut  se  servir  de  cette  propriété 
pour  simplifier  l'intégration.  En  effet,  imaginons  qu'on  effectue  d'abord 
un  changement  de  variables  de  façon  à  ramener  les  équations  qui  défi- 
nissent le  groupe  considéré  à  la  forme  simple  u'  ■^=  ii,  p'  =  p  -i-  a.  Le  même 
changement  de  variables,  appliqué  à  l'équation  différentielle  proposée, 
conduit  à  une  nouvelle  équation  d'ordre  n 

^^   '  \    '     '  du     dii^  du' 

qui  ne  doit  pas  changer  quand   on  y  remplace  c  par  v  -4-  a,   quelle   que 

•soit  la  valeur  numérique  de  la  constante  a.   Ceci   ne  peut  avoir  lieu  que  si 

le  premier  membre  «ï>  ne  renferme  pas  la  variable  v.  Si    l'équation  est   du 

premier  ordre,    on    obtiendra   l'intégrale    générale   par   une    quadrature; 

dv 
si    «  >■  I,    on   abaissera  l'ordre   de  l'équation    dune   unité  en   prenant  -r- 

du 

pour  la  fonction  inconnue. 

Prenons  par  exemple  l'équation  homogène  du  premier  ordre 


dx       ■'  \x) 


Cette  équation  ne  change  pas,  quand  on  remplace  a:  et^  par  ax  eX.  ay 
respectivement,  quelle  que  soit  la  constante  a.  Or  les  formules  x'  =:.  ax, 
y'  =  ay  définissent  un  groupe  de   transformations,  que  l'on   peut  encore 
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-.'  ïogj'  =  logJ-+-<. 


En  posant—  =  «,  log  /  =  i>,   on  sera  donc  conduit  à  une  équation  s'inté- 

grant  par  une  quadrature  (voir  n"  363). 

Considérons   encore   l'équation  linéaire   du    premier   ordre,    et   d'abord 

dy 
l'équation    homogène  -j-  -+-  P y  —  o.   Cette   équation   ne   changeant  pas 

quand  on  remplace^  par  ay,  quelle  que  soit  la  constante  a,  on  peut  dire 
qu'elle  admet  le  groupe  de  transformations  x'  =  x^  y'  =  ay.  Elle  s'inté- 
grera donc  par  une  quadrature,  en  prenant  log^  pour  fonction  inconnue. 
Soit  en  second  lieu 

(99)  S^P^-^Q  =  « 

l'équation  linéaire  générale,  et  soit^i  une  intégrale  particulière  non  nulle 

dy 
de  l'équation  ~  -+-  Y* y  =  o.  Il  est  facile  de  vérifier  que  l'équation  (99)  ne 

change  pas  quand  on  remplace^  par  ^ -+- o^i  ;  elle  admet  donc  le  groupe 
de  transformations  défini  par  les  formules 

y'      y 
71     y^ 

y 

En  prenant  pour   nouvelle  inconnue  - — >  on  doit  donc  être  conduit  à  une 

y\ 

équation  intégrable  par  une  quadrature.  On  est  précisément  conduit  aux 
calculs  du  n"  366,  et  l'on  verrait  de  même  que  les  différents  cas  d'abaisse- 
ment qui  ont  été  signalés  (n"  381)  pour  les  équations  d'ordre  supérieur  ne 
sonï^au  fond  que  des  cas  particuliers  de  la  méthode  précédente. 

Ces  différents  procédés,  qui  apparaissent  au  premier  abord  comme  des 
artifices  de  calcul  sans  aucun  lien  entre  eux,  peuvent  ainsi  être  rattachés 
à  un  point  de  vue  commun  au  moyen  de  la  théorie  des  groupes  de  trans- 
formations. A  tout  groupe  continu  de  transformations  à  un  paramètre 
entre  deux  variables  x  et  ^,  on  peut  de  cette  façon  faire  correspondre 
une  infinité  d'équations  du  premier  ordre  qui  s'intègrent  par  une  quadra- 
ture, et  d'équations  d'ordre  supérieur  dont  on  peut  abaisser  l'ordre  d'une 
unité.  Cette  remarque  peut  avoir  une  importance  pratique  dans  la  mise 
en  équation  de  certains  problèmes.  Supposons  en  effet  qu'il  s'agisse  de 
trouver  des  courbes  planes  jouissant  d'une  certaine  propriété  et  que  l'on 
conniiisse  a  priori  un  groupe  (G)  de  transformations  à  un  paramètre  tel 
que,  si  l'on  applique  une  transformation  quelconque  de  (G)  à  une  courbe 
possédant  la  propriété  en  question,  la  nouvelle  courbe  possède  la  même 
propriété.  Il  est  clair  que  l'équation  différentielle  de  ces  courbes  admettra 
le  groupe   donné   de  transformations.  Si  donc  l'on   choisit  un   système  de 

G.,  II.  26 
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coordonnées  (u,  v)  tel   que  les   équations  du   groupe  (G)   soient  u'  =  u, 

v'  ^=  V  -i-  a,  l'équation  difi'érentielli'  des  courbes  cherchées  dans  ce  système 

j  j         '  f  dv     (P-v 

de  coordonnées  ne  reniermera  que  a,  —r-i  —r-:,i  •  •  •  -  Par  exemple,  sup- 

du    du^  '^  ^ 

posons  que  l'on  veuille  obtenir  les  projections  sur  le  plan  des  xy  des 
lignes  asymptotiques  ou  des  lignes  de  courbure  d'une  surface  hélicoïde, 
l'axe  0-3  étant  l'axe  du  mouvement  hélicoïdal  qui  fait  glisser  la  surface 
sur  elle-même.  Il  est  clair  que,  si  une  couibe  G  du  plan  des  xy  répond  à 
la  question,  il  en  sera  de  même  de  toutes  les  courbes  que  l'on  obtient  en 
faisant  tourner  C  d'un  angle  quelconque  autour  de  l'origine.  L'équation 
différentielle  de  ces  courbes  admet  donc  le  groupe  formé  par  les  rota- 
lions  autour  de  l'origine;  les  équations  de  ce  groupe  sont,  avec  les  coor- 
données polaires,   p'  =  p,  w'  =  w  -i-  «.    Avec  le  système  de  variables  p,  w, 

l'équation  différentielle  ne  renfermera  donc  que  p  et  —j-  {voir  I,   n"  243). 

Jusqu'ici  nous  avons  supposé  le  groupe  G  connu.  Nous  sommes  donc 
conduits  à  examiner  le  problème  suivant  :  Une  équation  différentielle 
étant  donnée^  reconnaître  si  elle  admet  un  ou  plusieurs  groupes 
continus  de  transformations  à  un  paramètre,  et  déterminer  ces 
groupes.  C'est  une  question  très  importante,  que  je  ne  puis  songer  à  déve- 
lopper ici;  je  me  bornerai  à  quelques  indications. 

398.  Transformations  infinitésimales.  —  Etant  donné  un  système 
de  transformations  effectuées  sur  n  variables,  défini  par  les  formules 

(loo)  x'i—fi{xi,xt,...,x„\a)         (t=  I,  2,  .  .  .  ,  rt), 

où  les  fonctions  y,-  dépendent  d'un  paramètre  arbitraire  a,  on  dit  encore 
que  ces  transformations  forment  un  groupe  si  la  transformation  résultant 
de  deux  transformations  quelconques  de  ce  système  effectuées  successive- 
ment appartient  encore  au  système.  On  démontre  comme  plus  haut  qtie 
tout  groupe  qui  renferme  la  transformation  identique,  c'est-à-dire  tel  que 
l'on  ait,  pour  une  valeur  «g  d"  paramètre,  quels  que  soient  Xi,  x^.,  . . . ,  ar„, 

fi  (^1)  ^2)  .  • .  ■,x„\ai))  =i  Xi        (i  =  I,  '2,  . . .  ,  n), 

s'obtient  en  intégrant  un  système  d'équations  différentielles 

dx\  dx'.. 


(lOl) 


Çl  (a7j,  37.,  ,  .  .  .   ,  3"„)  Ç2  (^1  )  ^2»  •  •  •  !   ^/i  ) 

dx'i, 

=   J — - — ; -I —   =  at. 


Soient 

(102;  x'i  =  ^i{X\,Xi,   .  .  .  ,Xn\t)  (f  =   I,  -2,    .  .  .  ,  n) 

les  intégrales  de  ce  système  qui  se  réduisent  à  a^j,  x^,  .  . .  ,  x,i  respective- 
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ment  pour  t  =  o.  Les  formules  (102)  définissent  un  groupe  continu  à  un 
paramètre,  la  variable  t  jouant  le  rôle  de  paramètre.  Nous  avons  vu  en 
effet  (n°  393)  que  l'intégrale  générale  de  ce  système  peut  s'écrire 

^n—\  (^1 1  ^it   •  '  •  ■)  ^n  )  =  G/,_i,  Q,i  yX^  ,   .  .  .  ,  SCu)  =  <  -t-  Ci;j, 

ûi,  Û2,  . .  .  ,  un  étant  n  fonctions  des  variables  a/,-  que  l'on  a  définies  avec 
précision.  Les  intégrales  qui  pour  ^  =  0  prennent  les  valeurs  ari,  Xi^  ..., 
Xn  sont  donc  fournies  par  les  relations 

Oo3)    )  ^'(^'i'  •••  .  ^'«)  =  Q/(^i.  •••  >^")        (t=  1,2,  ...  ,  n  — i), 

{Çln{x\,  ...,x'n)=^Qn{^\,Xi,   ..-,  ^n)-^  t, 

équivalentes  aux  formules  (102).  Sous  cette  nouvelle  forme,  on  voit  immé- 
diatement que  ces  transformations  forment  un  groupe. 

Soit  F  (a?!,  a"2,  . . . ,  Xn)  une  fonction  des  n  variables  Xi;  si  nous  y  rem- 
plaçons les  variables  Xi  par  les  fonctions  x'i  déduites  des  formules  (102), 
le  résultat  F(a7', ,37',,  . . .  ^  x'^)  est  une  fonction  de  Xi,  a7j,  . . . ,  ar„,  <,  qui 
pour  f  =  o  se  réduit  à  F  {x^,  a:j,  . . . ,  Xn).  Proposons-nous  de  développer 
cette  fonction  suivant  les  puissances  croissantes  de  t. 

D'une  façon  générale,  nous  désignons  par  F'  ce  que  devient  une  fonc- 
tion F  (a?i,  Xi,  . . . ,  Xn)  quand  on  y  remplace  Xi  par  x'i,  et  nous  poserons, 
y  étant  une  fonction  quelconque  de  Xi,  x^,  . . .  ,  ar„, 

les  variables  xi  étant  remplacées  par  x'i,  nous  poserons  de  même 

^  x'(/')  =  u (^'.,  A. . • . , O ^  + . . .  -f- u (^',, ^;, . . ■ , ^«) ^- 

Gela  posé,  nous  avons,  d'après  les  équations  différentielles  (loi), 

—  =$.(-;,.•. ,-'«)^  +  .. .+Ç.(a.;,...,a^,J  _=X'(F'); 


nous  avons  ensuite 


-^  =  5-,[X'(F')]  =  X'[X'(F')], 


et  d'une  façon  générale 

dP¥' 


=  X'^i'^{¥'), 


dtP 
X'(a')(F')  désignant  le  résultat  de  l'opération  X' effectuée />  fois  successive- 
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nient.  Pour  ^  =  o,  :r\,  x',,  . . .  ,  <^e  réduisent  à  :r„  :r„  ...,  a^«,  ^  ^,,  j^^, 
est  égal  à  X^.)(F),  et  le  développement  de  F'  est  donné  par  la  formule 

/F'(a.',...,^'„)  =  F(^..---'^«)  +  '^(^^,^ 
(io4)  ^ilx(^)(F)+...-f  ^X(/"(F)+.... 

sufnsamment  petit.  En  particulier,  nous  avons 

(io5)  x'i  =  xi-+--^.i  +  -;-;^i^')-^  ,,.,.^        ^'^'' 

peuvent  s'écrire  en  posant  8a?,- =  a;,  - x„  ë   fe 

petits  d'ordre  supérieur  au  premier  par  rapport  a  8t, 

(,o6)  8:r.  =  $,8^         8:^,  =  bS^         ■••.         8-^  =  ^8^ 

On  dit  que  ces  formules  définissent  une /mn^/orma^on  m/m.7e..Vna/e, 
et  X(/)  ou  Sb^^  est  le  symbole  de  cette  transformation  infinitésimale. 
1  tout  groupTl  ufparamètre  correspond  une  transformation  infinitési- 
r  et  inversement  on  peut  choisir  à  volonté  n  .fonctions  $,  $„  .,  U 
maie,  ^^ '"^^'•^^'^^"';^  j,  (/)  est  le  symbole  d'une  transformation  infinUe- 
de  xi,  x-i-,  •  •  • ,  Xn-,  ^^  -^KJ  J  -i  ^Kfipnrlrait  les  éouatious  en 

.i.a,e  définissant  un  g,-oupe  -""""  ^"^  J^^.^    "„     °L,„  rodnction  des 

'--'-;  -"'"•  "°r'  "°"^°"r:::rsr.d:::i:-d.n  p„i„.  d,„s 

le  .Lps.  Lcsque  ,  varie,  le  point  de  'oo^'^^^^.^^-  ■■^'j'^ 
dans  ■•espace  .    «  j^-:-;- ZI^L:   oTrlins  ^n  do.aine 

'         multiplicité.    On  dit   qu'une  fonction  F  (^„  .  •  • ,  ^^) 
groupe  considéré  lorsqu'on  a,  quel  que  soit  <, 

Y{x\,  ...,x'„)  =  F{Xu--'.O^n)- 

I,  est  aisé   d'avoir  tous   les  invariants   d'un  groupe     En  eflet,  en  dj^s-isant 
parles  deux    membres  de   l'équauon  (io4;,   où  l'on  suppose  F  _  F,   il 
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vient 

X(F)H--X(»'(F)+  ...  -I-      *''  '      X'P>(F)-H...  =o; 

2  l .1. . .p 

cette  égalité  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  t,  il  faut  en  particulier  que 
l'on  ail  X(F)  =  o.  On  dit  alors  que  la  fonction  F  admet  la  transformation 
infinitésimale  du  groupe.  Cette  condition  est  d'ailleurs  suffisante,  car,  si 
l'on  a  X(F)  =  o,  l'on  a  aussi  X[X(F)J  =  o,  ...,  et  par  suite  X(/^'(F)  =  o, 
quel  que  soit/).  Les  seuls  invariants  du  groupe  à  un  paramètre  sont 
donc  les  intégrales  de  l'équation  X(/)  =  o. 

Remarquons  que  si  deux  groupes  ont  respectivement  pour  transforma- 
tions infinitésimales  X  (/)  et  II  X  (/),  II  (  a:,,  a:j,  . .  . ,  Xn)  étant  une  fonc- 
tion quelconque,  ces  deux  groupes  ont  les  mêmes  invariants,  sans  être 
identiques.  Si  l'on  applique  à  un  même  point  les  transformations  desdeux 
groupes,  ce  point  décrira  bien  la  même  trajectoire,  mais  avec  des  vitesses 
différentes.  Inversement,  si  deux  groupes  ont  les  mêmes  invariants,  les  deux 
transformations  infinitésiniales  X  (/)  et  X{f)  ne  peuvent  différer  que  par 
un  facteur  II  (arj,  a:,,  .  . . ,  Xn)  ne  dépendant  que  de  ar,,  arj,  .  . . ,  Xn,  car  les 
deux  équations  X  {/)  =  o,  Y  {f)  =  o  doivent  avoir  les  mêmes  intégrales. 

Nous  introduirons  encore  une  notion  importante.  Soit 

(107)  xx=f{x,y;a),        yi  =  <^{x,y;a) 

un  groupe  continu  à  deux  variables.  Si  l'on  applique  une  transformation 
de  ce  groupe  à  tous  les  points  d'une  courbe  plane  G,  on  obtient  une  autre 
courbe  plane  G\.  Soient  y',  y',  . . . ,  ^'"'  les  dérivées  successives  de  y  par 
rapport  à  a:  et^^'j,  ^*,  . . . ,  ^'i"'  les  dérivées  successives  de  yi  par  rapport 
à  Xx  ;  nous  avons  vu  (I,  n"  61)  comment  on  peut  calculer  ces  dérivées  suc- 
cessives au  moyen  de  x,  y^  y',  . . . ,  ^'"',  ce  qui  conduit  à  des  formules  de 
la  forme 

(    y\t^  =  ^n(x,y,y',  ...,y^''^\a). 

Les  formules  (107)  et  (108)  définissent  encore  un  groupe  de  transforma- 
tions à  /i  -4-  2  variables  x,  y,  y',  . . . ,  y'-^\  que  l'on  appelle  le  groupe  pro- 
longé du  premier.  Nous  admettrons  ce  point  dont  la  démonstration  n'offre 
d'autres  difficultés  que  quelques  longueurs  d'écriture.  Nous  montrerons 
seulement  comment  on    peut  calculer  la   transformation   infinitésimale  du 

rtf  rif 

groupe  prolongé.  Soit  i,{x,y)  j-  -^  'r,  {x,y)  -f—  la  transformation  infinité- 
simale du  groupe  donné.  Nous  pouvons  écrire  les  équations  de  ce  groupe 

|ioq)  <  , 
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et  l'on  en  déduit 

Le  coefficient  de  t  dans  le  second  jinembre,  dont  nous  avons  seulement 
besoin,  s'obtient  par  une  division,  et  il  est  égal  à 

dx        \ày        dxj  dx        \ày)  \dx/ 

Le   symbole   de   la   transformation    infinitésimale   du  groupe  prolongé  est 
donc,  pour  n  =  i,| 

Le    procédé    est  général.   Si  le  coefficient  de  t  dans  le  développement 
de^'"~"  est  T^{x.,y,y',  . . .,  j''""*^),  on  a  pourj'/" 

ir,^      dy\"-~*^  *^  I 

y(n)=     ^1  _ 


dxi 


dx  -\-  -  {  —  dx -\-  -^dy]  -i- . 
I  \àx  ày    -^  j 


et  le  coefficient  de  t  dans  le  second  membre  est 

dx      "^       \dx      dy' 

On  peut  donc  calculer  de  proche  en  proche  les  transformations  infini- 
tésimales des  groupes  prolongés  que  l'on  peut  déduire  du  groupe  consi- 
déré, en  s'arrétant  à  telle  valeur  de  n  que  l'on  veut. 

On  dit  qu'un  système  d'équations  différentielles 

.       .  dx\        dxi  dxn 

(no)  _—  =  __  =...=  -— 

admet  le  groupe  de  transformations  à  un  paramètre  G  défini  par  les  for- 
mules (loo)  lorsqu'il  se  change  en  un  système  de  même  forme 

dx\  _  dx'.^  _       _  dx',t 

v'  '  '/  V'  \  I  ■  *  ■  v/ 

Aj  A.2  Afi 

quand  on  prend  pour  nouvelles  variables  x\,  x'^,  ...,  x'„,  au  lieu  de  Xi, 
Xz,  ...,  x,i,  et  cela  quelle  que  soit  la  valeur  du  paramètre  a.  D'après  la 
liaison  qui  a  été  établie  entre  le  système  (iio)  et  l'équation  aux  dérivées 
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partielles 

(M.)  X(/)  =  X,3C+X,^+...+  X,£=o, 

il  faut  et  il  sulfit  pour  cela  que  toute  transformation  du  groupe  G  con- 
duise de  l'équation 


x'(/')=21x''(^i'^»'---'^«) 


dx'i 


à  une  équation  linéaire  équivalente  à  X(_/')  =  o,  quelle  que  soit  la  valeur 
du  paramètre  a.  Siy(a:i,  Xj,  ...,  a:„)  est  une  intégrale  de  X(/)  =  o", 
f{x\,  ar'j,  ...,  x'n)  est  aussi  une  intégrale  de  X'(/)  =  0,  et,  par  suite, 
après  qu'on  y  a  remplacé  x\,  ...,  x'^  par  leurs  expressions  (100), 
/(x\,  ...,a:'„)  doit  encore  être  une  intégrale  de  X(/)  =  o.  Il  s'ensuit  que 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  système  d'équations  diffé- 
rentielles (110)  admette  le  groupe  de  transformations  G,  c'est  que  toute 
transformation  de  ce  groupe  change  une  intégrale  de  l'équation  \(/)  =  o 
en  une  intégrale  de  la  même  équation. 
Soit 

la  transformation  infinitésimale  du  groupe  G.  Nous  pouvons  écrire,  on 
remplaçant  le  paramètre  a  par  le  p^amètre  t  défini  plus  haut, 

/(x\,  X',,  . . .,  x'„)  =f{xu  x„  ...,  x„)  -f-  J  T  (/)  -f-  il  T  [T  (/)]  +. . .. 

Si/(ari,  ...,Xn)  est  une   intégrale    quelconque   de  l'équation  (112),   il 
doit  en  être  de  même  de/(x\,  ...,  ar'„)  et  par  suite  de 

/(x\,  ...,x'„)—/iXi,  ...,Xn), 

OU  de 

T(/)  +  iT[T(/)J+..., 

quel  que  soit  /.  En  particulier,  T(/)  doit  être  une  intégrale  de  l'équa- 
tion (112).  Celte  condition  est  suffisante.  Soient,  en  effet, y"i,y2,  ...,y„_i 
un  système  de  n —  i  intégrales  distinctes;  si  T  (fi),T  (f^),  . .  .,T  (/„-i) 
sont  aussi  des  intégrales,  il  en  est  de  même  de  T(f),  /  étant  une  autre 
intégrale  quelconque.  Nous  avons  en  effet/=  Il  (/i,/î,  . . .,  fn-\),  et  par 
suite 

T(/)  =  |^T(/,)  +  ...-H5£;T(/„_,); 

T(/)  étant  une  intégrale,  il  en  est  de  même  de  T[T(y)J,  et  ainsi  de 
suite  ;  il  en  est  donc  de  même  de  /{x\,  x'^,  . . .,  x'^). 
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Donc,  pour  que  le  système  (iio)  admette  le  groupe  G  de  transfor- 
mations, il  faut  et  il  suffit  que,  si  f  est  une  intégrale  de  ^{f)  =  o,  il 
en  soit  de  même  de  T(/).  On  dit  pour  abréger  que  l'équation  X(/)  =  o 
admet  la  transformation  infinitésimale  T  {f). 

Gela  posé,  reprenons  une  équation  différentielle  du  premier  ordre 

Pour  que  l'équation  X(/)  =  A-^ i-R-r^=o  admette  la  transformation 

rif  àf 

infinitésimale  \- \-t\~t\\  faudra  que  l'on  ait,  en  désignant  par  w  {x,y) 

une  intégrale  (autre  qu'une  constante)  de  X(/)  =  o, 

A— -l-B—  ^o,         ^—  +rj  — =  n(a>), 
àx  âjr         '  ox  Oy  ^ 

n(io)  étant  une  fonction  indéterminée  de  lo.  On  tire  de  ces  relations 

dM  _  BnC(o)  àui  _     An(aj) 

d^  Ar,  -  B$'  ^  ~  At)  — 8$' 

et  par  suite, 

d(a  B  dx  —  Ady 


[1(0))  BÇ  — At)     ' 

rr-j — est  donc  un  facteur   intégrant  pour  ïielx  —  J^dy.  Inversement, 

soit  <f{x,y)  une  fonction  telle  que  sa  différentielle  totale  soit 

,         B  dx  —  kdy 

on  a  à  la  fois 

T((p)  est  donc  aussi  une  intégrale  de  l'équation  X(tp)  =  o,  et  nous  pouvons 
énoncer  le  résultat  coqame  il  suit  : 

Pour  que  l'équation  différentielle  (ii4)  admette  le  groupe  de  trans- 
formations déduit  de    la   transformation    infinitésimale  f  -7 — V-Ti  —  - 

•^  dx  ày 

il  faut  et  il  suffitque  r—r — -  soit  un  facteur  intégrant  pour  B  dx — ^dy. 

Gette  nouvelle  méthode  n'exige  que  la  connaissance  de  la  transforma- 
tion infinitésimale  du  groupe.  Gomme  il  existe  une  infinité  de  facteurs 
intégrants,  on  voit  que  toute  équation  du  premier  ordre  admet  une  infi- 
nité de  transformations  infinitésimales. 

Revenons  au  cas  général  du  système  (iio).  Soient  X(/)  =  o  l'équation 
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» 

linéaire  correspondante  et  T  (/)  le  symbole  d'une  transformation  infinité- 
simale. Considérons  l'équation 

("5)  Z(/)  =  X[T(/)]  -  T[X(/)]  =  o, 

où  X[T(y)J  représente  le  résultat  de  l'opération  X(  )  appliquée  à  Tif), 
et  où  T[X(/)]a  une  signification  analogue;  !■(/)  est  encore  une  fonction 

linéaire  et  homogène  des  dérivées  du  premier  ordre  -7—  et  ne  ren- 
ferme aucune  dérivée  du  second  ordre.  Il  suffit  de  vérifier  que  les  coeffi- 
cients d'une   dérivée  du  second  ordre  sont  les  mêmes  dans  X[T(y)]  et 

dans   T[X(/)].   Or  le   coefficient    de  — -^  est   X/ ?,    et  celui    de  - — - — 

oxf  oxi  dXk 

est  X/$;i -+- X^^,-  dans  T[X(y)],  et  il  est  évident  que  ces  coefficients  sont 

les  mêmes  dans  X  [T (y")].  L'équation  Z (_/■)=  o  est  donc  une  équation  de 

même  forme  que  l'équation  X(J')  =  o,  que  l'on  peut  écrire  en  mettant  les 

coefficients  en  évidence 

(1.6)   Z(/)  =  [X($,)-T(X,)]^H-...-H[X($,)-T(X,)]^+...  =  o. 

Cela  posé,  si  T  (/)  est  une  intégrale  «le  l'équation  X  (/)  =  o,  lorsque/ 
est  une  intégrale  de  cette  équation,  toute  intégrale  de  X(y")  =0  satisfait 
évidemment  à  l'équation  linéaire  "Lif)  =  o;  on  doit  donc  avoir  (n'OGS) 

(117)  X[T(/)]-T[X(/)]=p(:r„:r„...,:r„)X(/), 

p  étant  une  fonction  indéterminée  de  J7i,  a-j,  ...,a:„.  Réciproquement,  si 
l'on  a  une  identité  de  cette  forme,  toute  intégrale  de  l'équation  XCy")  =  o 
satisfait  aussi  à  l'équation  X[T(/)]  =  o,  et  par  suite  T(_/")  est  aussi  une 
intégrale  de  l'équation  X(/)  =  o.  La  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  l'équation  linéaire  X  (/)  =  o  admette  la  transformation 
infinitésimale  T(_/)  est  exprimée  par  la  relation  (117),  où  p  est  une 
fonction  quelconque  de  X\,  Xt,  . . . ,  x„. 

Cette  relation  est  équivalente  à  (n —  1)  relations  distinctes 

X($0-T(XO  ^  X(^,)-T(XO  ^   ^^^  X(g„)-T(X„) 
Xj  Xj  x„ 

Etant  donnée  une  équation  différentielle  d'ordre  n 

pour    savoir  si   elle   admet   le   groupe   de  transformations  G  déduit  de  la 

transformation  infinitésimale  $(37,  y)— -H  r(ar,  v)-r-j   il  suffira   de   rem- 

-^     dx  "^     dy 

placer  l'équation  (118)  par  un  système  de  n  équations  différentielles  du 
premier  ordre,  en  prenant  pour  inconnues  auxiliaires  les  (n  —  i)  premières 
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dérivées  y',  y",  . . .,  ^'"~",  et  d'examiner  si  ce  système  admet  la  transfor- 
mation infinitésimale  du  groupe  prolongé  de  G. 

Prenons,  par  exemple,  l'équation  du  second  ordre  ^"  =  Ç  (a^,  j', ^'),  que 
l'on  peut  remplacer  par  le  système 

dx        dy  dy' 

ou  par  l'équation  linéaire 

il  faudra   examiner  si  cette    équation  admet  la  transformation  infinitési- 
male 

$(-,7)f + ^,(-,7)^-+-  [g  +  (0  -  §)y-  fy^]  1^- 

En  développant  les  calculs,  on  trouve  une  condition,  qui  renferme  a:, 
y  et  y\  et  qui  doit  être  vérifiée  quelles  que  soient  les  valeurs  de  ces 
variables.  L'équation  du  second  ordre  étant  donnée,  si  Ton  veut  rechercher 
les  transformations  infinitésimales  qu'elle  admet,  les  indéterminées  dont 
on  dispose  $(a:,^'),  fi^x^y)  ne  renferment  pas  ^'.  En  écrivant  que  la  rela- 
tion précédente  est  indépendante  dejK',  on  peut  avoir,  suivant  la  fonction 
donnée  ^  {x^y, y')^  un  nombre  limité  ou  illimité  d'équations  auxquelles 
doivent  satisfaire  les  fonctions  \{^x,y)  et  r\{x^y).  En  général,  ces  équa- 
tions seront  incompatibles,  et  l'on  voit  qu'une  équation  du  second  ordre 
prise  au  hasard  n'admet  pas  de  transformation  infinitésimale.  11  en  est  de 
même  des  équations  d'ordre  supérieur,  et  l'on  comprend  par  là  comment 
Sophus  Lie  a  pu  classer  les  équations  différentielles,  d'après  le  nombre  des 
transformations  infinitésimales  distinctes  qu'elles  admettent. 


EXERCICES. 

1*.  Soit  Mo  la  plus  grande  valeur  absolue  de /(a?,  jo)  lorsque  x  varie 

de  x^   à   a^o -H  a,   les  lettres  a,  6,  K,  a^o,  jKo  ayant  la  même  signification 

qu'au  n"  392,  l'intégrale  de  l'équation  y'  =f{x^y)  qui  prend  la  valeur  y^ 

pour  X  =^  Xq  est  continue  dans  l'intervalle  (a7o,  «"o -+- p),   p  étant  le  plus 

•    j      j  u  II/  K6\ 

peut  des  deux  nombres  a  et  TT'og  1  i  -+-  -rr-  )• 

[E.  LiNDELÔF,  Journal  de  Mathématiques,  1894.] 

On  établit  de  proche  en  proche,  comme  au  n"  389,  les  inégalités 
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et  yn    restera    compris    entre  y^  —  b    et   ^o  -^-  b,    pourvu    que    l'on    ait 

2.  Trouver  deux  intégrales  premières  des  systèmes   d'équations  simul- 
tanées 

(a)      -^^tf' {x)y  —  ^'{x)z  =  o,         ^^ 'if' (x)y -^  r^' (x)z  =  o, 

(8)  (.-^).g=.,        (._^)=^=^, 

dv  dz  —  d.T 

/y)  -^ =    = 

^'  y{x-^y)        yx  —  y){ix -\- -ly ->r  z)        x{x-^y) 

3.  L'expression est  un  facteur  intégrant  pour  c(^ — /(  —  j  dx. 

A.  La  forme  générale  des  équations  différentielles  du  premier  ordre  qui 

admettent  la  transformation  infinitésimale  y -^ ar-^esi 

-   ox  dy 

x-^yy 

En  déduire  un  facteur  intégrant. 

5.  Trouver  la   forme  générale   des  équations  différentielles  du  premier 

ordre  qui  admettent  la    transformation    infinitésimale  -7 — \-x-^)   ou  la 
^  •  ox  oy 

■        .    ^    .   .  .       ,        àf  df 

transformation  infinitésimale  x-r-   -^-ay-f-- 

dx  ''  dy 

6.  Trouver  un  groupe  de  transformations  pour  l'équation  différentielle 

dv 

-^  =©(a:-l-a^),  où  a  est  constant,  et  en  déduire  un  facteur  intégrant. 

7*.   Les  équations  différentielles  de  la  courbe  élastique  gauche 

y  z  —  z'y"  =^x'  —  -  l^y, 

z  X  —  X  z   =  oy par, 

x' y'  —  y'x''=èz'  —  a, 

où  a,  p,  8  sont  des  constantes,  admettent   les  deux  intégrales  premières 
x'^  -hy'^  -+-  z'*  =  G,  ^(x^  -^-y^)  —42'  =  G'.  On  obtient  ensuite  x  et  y  par 
l'intégration  d'une  équation  différentielle  du  deuxième  ordre. 
[Hermitë,  Sur  quelques  applications  des  fonctions  elliptiques  (p.  93).] 


CHAPITRE  XX. 

ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  LINÉAIRES. 


I.  —  PROPRIETES  GÉNÉRALES.  —  SYSTEMES  FONDAMENTAUX. 

Les  équations  différentielles  les  mieux  étudiées  jusqu'à  présent 
sont  les  équations  linéaires.  Elles  jouissent  d'un  ensemble  de 
propriétés  caractéristiques,  qui  les  distinguent  nettement  et  en 
facilitent  l'étude.  D'ailleurs,  elles  interviennent  dans  un  grand 
nombre  d'applications  importantes  de  l'Analyse,  et  leur  étude 
préliminaire  est  très  utile  avant  d'aborder  les  équations  différen- 
tielles de  la  forme  la  plus  générale.  Nous  n'étudierons  ici,  sauf 
dans  les  cas  de  mention  expresse,  que  les  équations  dont  les  coef- 
ficients sont  des  fonctions  analytiques  de  la  variable  indépen- 
dante. 

399.  Points  singuliers  d'une  équation  différentielle  linéaire.  — 
Une  équation  différentielle  linéaire  d'ordre  n  est  de  la  forme 

«1,  «2?  ^"•,CL„^^  étant  des  fonctions  de  la  seule  variable  x.  Son 
intégration  est  équivalente  à  celle  du  système 

dYn-\ 

—^ 1-  «1  JK,i-i  -+-...+  «/i-i  Ji  -H  anX  -+-  a„-H,  =  o, 

(2)  {  ^ 

obtenu  en  prenant  pour  inconnues  auxiliaires  les  n  —  i  premières 
dérivées  dey.  Supposons  les  coefficients  ai  holomorphes  dans  un 
cercle  Co  de  rayon  R  ayant  son  centre  au  point  x^^  et  soit^o? 
J'o'  To)  •  •  •  ?  y o"^  ^^  système  de  n  constantes  arbitraires.  En 
appliquant   aux   équations    (2)    un    résultat    général    établi    plus 
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haut  (n°  385),  nous  voyons  que  V équation  (i  )  admet  une  inté- 
grale hoLoniorphe  dans  le  cercle  Gq,  prenant  la  valeur  y^ 
pour  X  ■=.  Xq^  tandis  que  ses  n  —  i  premières  dérivées  ont  res- 
pectivement les  valeurs y\^^  yl^  .  . .,  JK©"  ''  pour  x  =:  J7o- 

Nous  savons  d'ailleurs,  d'après  la  théorie  générale,  que  c'est  la 
seule  intégrale  de  l'équation  (i)  satisfaisant  à  ces  conditions  ini- 
tiales; nous  dirons,  pour  abréger,  qu'elle  est  définie  par  les  con- 
ditions initiales  (aro,  yo>  j'o)  .^é'  •••'^o'")-  Cela  posé,  suppo- 
sons d'abord,  pour  fixer  les  idées,  que  les  coefficients  ai  sont  des 
fonctions  uniformes  de  x,  n'ayant  dans  tout  le  plan  que  des  points 
singuliers  isolés.  Soit  L  un  chemin  joignant  deux  points  non  sin- 
guliers Xq  et  X,  et  ne  passant  par  aucun  point  singulier  ;  l'intégrale 
qui  est  définie  par  les  conditions  initiales  {x^^y^^  y'^,  •••îJK'o"  *') 
est  représentée  par  une  série  entière  P(a:  —  Xq)  convergente  dans 
le  cercle  Cq  de  centre  x^  passant  par  le  point  singulier  le  plus 
voisin  de  x^-  On  peut,  au  moyen  de  cette  série,  suivre  la  varia- 
tion de  l'intégrale  le  long  du  chemin  L,  tant  que  ce  chemin  ne 
sort  pas  du  cercle  Cq.  Si  la  ligne  L  sort  de  Co  en  un  point  a,  pre- 
nons sur  ce  chemin  un  point  x,  intérieur  à  Cq  et  assez  voisin 
de  a  pour  que  le  cercle  G,  de  centre  Xi  passant  par  le  point  singu- 
lier le  plus  voisin  ne  soit  pas  tout  entier  à  l'intérieur  de  G©.  13e 
la  série  P(a7  —  Xq)  et  de  celles  qu'on  obtient  par  des  dérivations 
successives,  on  peut  déduire  les  valeurs  de  l'intégrale  et  de 
ses  n —  I  premières  dérivées  au  point  x,.  Soient^,,  r', ,  .  •  .  , 
^''"""ces  valeurs;  l'intégrale  de  l'équation  (i),  qui  est  définie 
par  les  conditions  initiales  (jc,,  j^,,  y\,  . . . ,  ^*/'~''),  est  représentée 
par  une  série  entière  Pi  {x  —  a?,  )  convergente  dans  le  cercle  G|. 
Les  sommes  des  deux  séries  P(  j?  —  Xq)  el  P»  (a:  —  Xt)  sont  égales 
dans  la  partie  commune  aux  deux  cercles  Go  et  G,,  puisqu'elles 
représentent  l'une  et  l'autre  une  intégrale  de  l'équation  (i)  sa- 
tisfaisant aux  mêmes  conditions  initiales.  11  s'ensuit  que  la 
série  P|  (.r  —  a:,)  représente  le  prolongement  analytique  dans  le 
cercle  G)  de  la  fonction  analytique  définie  dans  le  cercle  Go  par 
la  série  P (^  —  ^o  )•  Si  toute  la  portion  de  L  comprise  entre  Xi  et  X 
n'est  pas  située  dans  le  cercle  G,,  on  prendra  un  nouveau  point  x^ 
sur  ce  chemin  à  l'intérieur  de  G| ,  et  ainsi  de  suite. 

On  arrivera  certainement  à  un  cercle  renfermant  le  point  X  au 
bout  d'un  nombreyi/if  d'opérations.  En  efiet,  soient  S  la  longueur 
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du  chemin  L  et  o  la  limite  inférieure  de  la  distance  d'un  point 
quelconque  de  L  à  l'un  des  points  singuliers.  Les  rayons  des 
cercles  successifs  employés  sont  au  moins  égaux  à  S,  et  l'on  peut 
choisir  les  centres  de  ces  cercles  de  façon  que  la  distance  de  deux 

centres  consécutifs  soit  supérieure  à  -•  Après/?  opérations  la  lon- 
gueur de  la  ligne  brisée  obtenue  en  joignant  ces  centres  suc- 
cessifs sera  au  moins  égale  k  p  -•  Si  l'on  a  ^  -  >•  S,  la  longueur 

de  cette  ligne  brisée  sera  supérieure  à  la  longueur  de  L;  après 
{p  —  i)  opérations  au  plus,  on  sera  donc  arrivé  à  un  cercle  ren- 
fermant toute  la  portion  de  L  comprise  entre  le  centre  de  ce  cercle 
et  le  point  X. 

On  voit,  en  résumé,  qu'on  peut  poursuivre  le  prolongement 
analytique  de  l'intégrale,  tant  que  le  chemin  décrit  par  la  variable 
ne  passe  par  aucun  des  points  singuliers  des  coefficients  ai.  Nous 
savons  donc  a  priori  quels  sont  les  seuls  points  qui  puissent  être 
des  points  singuliers  pour  les  intégrales  d'une  équation  linéaire; 
il  peut  d'ailleurs  arriver  qu'un  point  a  soit  un  point  singulier 
pour  quelques-uns  des  coefficients  ai  sans  être  un  point  singulier 
pour  toutes  les  intégrales.  Dans  le  cas  particulier  où  les  coeffi- 
cients sont  des  polynômes  ou  des  fonctions  entières,  toutes  les 
intégrales  sont  des  fonctions  holomorphes  dans  tout  le  plan,  c'est- 
à-dire  des  fonctions  entières,  pouvant  se  réduire  à  des  polynômes. 

Les  raisonnements  s'étendent  aussi  au  cas  où  les  coefficients  ai  ont  des 
singularités  quelconques,  ces'fonctions  pouvant  être  multiformes.  Si  l'on 
part  d'un  point  Xq,  où  ces  coefficients  sont  holomorphes,  et  que  l'on  fasse 
décrire  à  la  variable  x  un  chemin  L  tout  le  long  duquel  on  puisse  pour- 
suivre le  prolongement  analytique  des  coefficients  a,-,  on  peut  également 
poursuivre  le  prolongement  analytique  des  intégrales  le  long  de  ce  chemin. 
Les  séries  entières  qui  représentent  les  intégrales  sont  convergentes  dans 
les  mêmes  cercles  que  les  séries  qui  représentent  les  coefficients. 

Ces  résultats  sont  bien  d'accord  avec  ceux  que  l'on  a  déduits  de  la 
méthode  des  approximations  successives  (n°  390). 

400.  Systèmes  fondamentaux.  —  Considérons  une  équation 
linéaire  et  homogène,  ne  renfermant  pas  de  terme  indépendant 

de  y, 

T-/    X       d"y  d"-^Y  dy 
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nous  désignons  ici  par  F  (y),  non  plus  une  fonction  de  la  variable^, 
mais  le  résultat  d'une  opération  effectuée  sur  une  fonction  jk  de  la 
variable  x.  D'après  la  définition  même  de  ce  symbole  d'opération, 
il  est  clair  que,  si  y\iy-î-,  -■•lyp  sont  p  fonctions  quelconques 
de  X,  et  C|,  C2,  ...,  Cp  des  constantes  quelconques,  on  a  la 
relation 

F(C,7,  +  C,^2  +  . .  .-f-  C/,r/')  =  C,  F(7,)  +  C,F(jKî)  -^. . .+  CpV  (y„); 

si  y  t,y-2i  •••lyp  sont  des  intégrales  de  l'équation  (3),  il  en  est 
donc  de  même  de  C,jKi  +  C2JK2  +  •  •  •  H-  C^jKp?  quelles  que  soient 
les  valeurs  numériques  des  constantes  C,-.  Lorsqu'on  connaît  n 
intégrales  particulières  j)^,,j^2)  •■■fyn  de  cette  équation,  on  peut 
par  conséquent  en  déduire  une  intégrale 

(4)  j' =  <^i.r, -f- Cî/2 -^----f-c,,^,,, 

dans  l'expression  de  laquelle  figurent  n  constantes  arbitraires  Ci, 
G2,  ...,  C/,.  Ou  ne  peut  pas  en  conclure  que  la  formule  (4)  re- 
présente bien  l'intégrale  générale  de  l'équation  (3);  il  faut  aupara- 
vant s'assurer  qu'on  peut  disposer  des  constantes  C|,  C,,  ,..,  C^ 
de  façon  que,  pour  une  valeur  particulière  x^  de  x,  différente  des 
points  singuliers,  j"  et  ses  n  —  i  premières  dérivées  prennent  des 
valeurs  quelconques  données  à  l'avance.  Désignons  pour  abréger 
par  (y'i)o  la  valeur  que  prend  au  point  Xq  la  dérivée  p'^""^  de  l'in- 
tégrale particulière  yi.  En  égalant  à  des  quantités  arbitraires  les 
valeurs  de  l'intégrale  y  et  de  ses  n  —  i  premières  dérivées  au 
point  a^o,  on  obtient  un  système  de  n  équations  linéaires  pour 
déterminer  les  constantes  G,,  C2,  •••,  C«.  Le  déterminant,  formé 
par  les  coefficients  de  ces  inconnues,  doit  être  différent  de  zéro. 
Nous  désignerons  par  A(^,,yo,  . . . ,  y„)  ce  déterminant  qui  est 
formé  par  les  fonctions  y^,  y2,  •  • . ,  yn,  et  leurs  dérivées  jusqu'à 
celles  d'ordre  n —  i, 

jKi        r»      ...     yn 

y  \       y%      •  •  •     y  n 


(5)  A(jKi,^,,  ...,7„)= 


y  \        y-i         •  •  •   yn 


Si  ce  déterminant  A(j-,,y2?  •  •  •  >  JK/»)»  ^"i  est  une  fonction  holo- 
morphe  de  x  dans  toute  région  où  les  coefficients  «/  sont  holo- 
morphes,    n'est   pas  identiquement   nul,   choisissons   poura^o  un 
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point  OÙ  ce  déterminant  ne  soit  pas  nul;  nous  pouvons  alors 
déterminer  les  constantes  C/  de  façon  que  r  et  ses  n  —  i  pre- 
mières dérivées  prennent  pour  x^  des  valeurs  initiales  quel- 
conques. Toute  intégrale  de  l'équation  (3)  est  donc  comprise 
dans  la  formule  (4);  on  dit,  pour  abréger,  que  cette  formule 
représente  Vintégrale  générale  de  l'équation  (3).  Les  inté- 
grales jKi ,  JK2,  .  • . ,  yn,  telles  que  le  déterminant  ^{y^ ,  y^,  ■.•,yn) 
est  différent  de  zéro,  forment  un  système  fondamental. 

Si  ce  déterminant  ^(yt,  y2,  . . . .,  yn)  est  identiquement  nul, 
quelques-unes  des  intégrales  y\ty2,  . . . ,  y„  peuvent  se  déduire 
des  autres.  D'une  façon  générale,  nous  dirons  que  n  fonctions  y,, 
JKa?  •  •  •  ^  J/i  de  la  variable  x  ne  sont  pas  linéairement  distinctes 
lorsqu'il  existe  entre  ces  n  fonctions  une  relation  de  la  forme 

(6)  Gi^i-l-C2jK2-i-...-f-C„7„  =  o, 

C,,  C2,  .  • . ,  G,j  étant  des  constantes  non  toutes  nulles.  Pour  que 
n  fonctions  y\^y2,  . . . ,  y,i  ne  soient  pas  linéairement  dis- 
tinctes^ il  faut  et  il  suffit  que  le  déterminant  A  (j^i ,  JKa?  •  •  •  ^  JK«) 
soit  identiquement  nul. 

D'abord,  la  condition  est  nécessaire.  On  déduit,  en  effet,  de  la 
relation  (6)  les  {n  —  i)  relations  de  même  forme 

(7)  C.r'i^'-HCîj',")  -4-...-t-C„7r  =  0        {p=x,i,...,n-x) 

entre  les  dérivées  du  premier  ordre,  du  deuxième  ordre,  etc.,  des 
fonctions  yi.  Les  coefficients  G/  n'étant  pas  tous  nuls  par  hypo- 
thèse, les  équations  (6)  et  (  n  )  ne  peuvent  étie  compatibles  que  si 
le  déterminant  A(j',,  jKa?  •  •  •  5  JK//)  est  identiquement  nul. 

Réciproquement,  supposons  A^o,  et  supposons  d'abord  que 
tous  les  mineurs  du  premier  ordre  de  A  relatifs  aux  éléments  de  la 
dernière  ligne  ne  sont  pas  nuls  identiquement,  par  exemple  que 
le  coefficient  de  y\'^~^^ 


S  = 


jKi         yi       •..     yn-\ 
y'i        y't       •••    y«-i 


J  1  ./  2  •  ■  •       J  n 


(»-2) 


est  diff'érent  de  zéro.  Soit  A  une  région  du  plan  de  la  variable  x 
où  les  fonctions  j^t  sont  holomorphes,  et  où  ce  déterminante  ne 
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s'annule  pas.  Posons 


(8) 


yn=  ^ijx  -H  KîJKî  -t-...-l-  K„_,^„_,, 

y'n  =  K-iy,  -1-  Kï/î  -^ . . .  +  K„-,^;,_, , 


ces  n —  I  équations  déterminent  pour  K|,  Ko?  •  •  •  -,  K„_,  des  fonc- 
tions holomorphes  de  x  dans  la  région  A,  car  K,-  est  le  quotient 
d'une  fonction  holomorphe  par  le  mineur  S  qui  ne  s'annule  pas 
dans  A.  Ces  fonctions  K,,  ....    K„_|   satisfont    aussi  à  la  relation 

(9)  r«"-"  =  K.j-,"-"  +  K,yf->   -^...+K„_,^„"_-,", 

puisque  A(y,,  y^,  ...  ,y,t)  est  nul  en  tout  point  de  A.  En  diffé- 
rentiant  une  fois  chacune  des  équations  (8),  et  tenant  compte  de 
ces  équations  elles-mêmes  et  de  la  relation  (g),  il  vient 

K',y«-ï)  +...-+-  K'„_,^'„«r,*'  =  G, 

et  par  suite  R'^  =  K'^  ^  .  . .  =  K„_,  =  o.  Les  fonctions  K,,  .  .,  K„_| 
sont  donc  des  constantes  et  l'on  a  bien,  entre  les  n  fonctions^,, 
y  11  '  •  •  1X111  une  relation  de  la  forme  (6),  où  tous  les  coefficients 
sont  constants,  le  coefficient  G«  étant  différent  de  zéro.  Cette  rela- 
tion étant  établie  dans  la  région  A  subsiste  évidemment  dans  tout 
le  domaine  d'existence  des  fonctions  j^,,  y 2,  •  • . ,  yu. 
Observons  que  le  mineur  ô  est  précisément  égal  à 

^{y\^yi-  ••.,yn-\)\ 

si  ce  mineur  8  est  identiquement  nul  sans  que  A(j^,,  y.^,  .  . .  ,  j^w-a) 
soit  nul  aussi,  on  en  déduira  de  même  que  les  fonctionsy,,y2  5  •••> 
Yn-i  vérifient  une  relation  de  la  forme  (6),  où  C,,  =  0,  C«_,  n'étant 
pas  nul.  En  continuant  de  la  sorte,  on  finira  donc  toujours  par 
arriver  à  une  relation  de  la  forme  (6),  quelques-uns  des  coeffi- 
cients C/  pouvant  être  nuls.  Si  donc  on  connaît  n  intégrales  de 
l'équation  (3)  telles  que  ^{y\,  y-n  •  •  •  ?  JK«)  =  O5  l'une  au  moins  de 
ces  intégrales  est  une  combinaison  linéaire  à  coefficients  constants 
des  autres  intégrales;  il  peut  d'ailleurs  se  faire  que  ces  n  intégrales 
se  réduisent  en  réalité  à  p  intégrales  distinctes  {p<in  —  i). 
G.,  II.  27 
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Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  tous  1rs  déterminants 
analogues  à  A  que  l'on  peut  former  avec  /?  +  i  de  ces  intégrales 
soient  tous  nuls,  l'un  au  moiAs  des  déterminants  formés  avec  p 
intégrales  étant  différent  de  zéro. 

Le  même  lemme  permet  aussi  de  démontrer  que  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (3)  est  représentée  par  une  formule  de  la 
forme  (4).  Soient  en  effet  (y,,  j^2i  •••iJK//)  "^  système  fondamental 
d'intégrales,  el  y  une  autre  intégrale  quelconque;  des  (n-\-i) 
équations 

F(jK)=o,         F(r,)  =  o F(j„)  =  o, 

on  déduit,  par  l'élimination  des  coefficients  a,,  «2?  •••1  «/o  une 
équation  de  condition  qui  n'est  autre  que 

On  a  donc,  entre  ces  n  -+- 1  intégrales,  une  relation  de  la  forme 

Gy-hG,yi-^...-¥-  C„jr«  =  o, 

G,  C,,  C2,  ...,  C„  étant  des  constantes  non  toutes  nulles;  or  le 
coefficient  G  de  jj^  est  certainement  différent  de  zéro,  puisque  les 
intégrales  jKn  JKsî  ■•  •■,  X/i  sont  linéairement  distinctes. 

Toute  équation  linéaire  d'ordre  n  possède  une  infinité  de  systèmes 
fondamentaux  d'intégrales.  Pour  en  obtenir  un,  il  suffit  de  prendre  n 
intégrales  telles  que  le  déterminant  formé  par  les  valeurs  initiales  de  ces  n 
intégrales  et  de  leurs  n  —  1  premières  dérivées  pour  un  point  non  singulier 
Xo  ne  soit  pas  nul.  Soit  (^1,^2,  . . . ,  yn)  u"  premier  système  fondamental  ; 
les  n  intégrales  Yj,  Y2,  . .  .,  Y»,  données  par  les  formules 

Y/=  c/ijKi-l-  c,-2jK2  +  ..  .-h  c,„y„        (1—1,2,...,  n), 

où  les  coefficients  c,/t  sont  constants,  forment  un  système  fondamental, 
pourvu  que  le  déterminant  D  formé  par  les  n*  coefficients  c/a  soit  différent 
de  zéro.  On  a  en  effet,  d'après  la  règle  de  multiplication  des  déterminants, 

A(Y,,  Y2,  ...,  Y„)  =  D.A(^„jK2,  ...,rn). 

On    déduit   de    cette    formule   que  le   rapport  -  ■ ■ — LiJ_il:_2_  est    le 

^  ^         A  ax 

même,  quel  que  soit  le  système  fondamental;  nous  allons  le  vérifier  en 
calculant  ce  rapport.  Observons  pour  cela  que  la  dérivée  d'une  fonc- 
tion F  (a;)  est  égale  au  coefficient  de  h  dans  le  développement  àeF  (x  -\-  h) 
suivant  les  puissances  de  h.  Si    l'on   attribue  à  a"  un    accroissement  h  et 
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<ju'on  remplace  chaque  terme  du  déterminant  A  par  son  développement 
«n  ne  conservant  que  les  termes  du  premier  degré  en  h,  on  obtient  le 
<léterminant 


ri- 


hy't 


yn- 
y'n 


hy'n 
hy'n 


yn~i)  _^  kj,Ui)     yn- 1  )  ^  /^y(a) 


J  n 


hyT 


Le  coefficient  de  h  est  la  somme  de  n  déterminants  que  l'on  obtient  en 
prenant  les  coefficients  de  h  dans  une  ligne  et  les  termes  indépendants 
<le  h  dans  les  autres  lignes  ;n  — i  de  ces  déterminants  sont  nuls  comme 
ayant  deux  lignes  identiques,  et  il  reste 


dA( y\,  vj. 


y.) 


dx 


y\ 


y\ 


yt 


y'4' 

y\ 


yn 


J  n 

y  n 


Cette  formule  est  exacte,  quelles  que  soient  les  fonctions  j'i,  . . . ,  y^  '■,  si 
■ces  fonctions  sont  des  intégrales  de  l'équation  (3),  on  peut  remplacer  dans 
la  dernière  ligne  j''/"  par  —  fi\y\'~^' — ••• — «n^i,  et  de  même  pour  les 
autres.  Il  reste  en  développant  par  rapport  aux  éléments  de  la  dernière 
ligne,  et  tenant  compte  des  déterminants  qui  ont  deux  lignes  identiques, 


<ii) 


Le   rapport  que    nous   voulons   calculer   est    donc   égal  à        aj,  et  l'on 
■déduit  aussi  de  la  formule  précédente  la  valeur  du  déterminant 


A  =  AflC 


en  désignant  par  Ao  la  valeur  de  A  pour  x  =■  x^.  Cette  expression  de  A 
montre  que  ce  déterminant  est  différent  de  zéro  en  tout  point  non  sin- 
gulier, lorsqu'il  n'est  pas  identiquement  nul;  résultat  que  l'on  pourrait 
aussi  déduire  des  propriétés  précédentes. 

Il  est  à  remarquer  que  toute   équation  linéaire  dont  un  système  fonda- 
mental d'intégrales  est  (j'i,j'2,  •••,yn)  peut  s'écrire  sous  la  forme  (10) 

^iy^ yu yu  ■••^yn)  =  o, 

les  coefficients  ne  renfermant  que  les  intégrales^,-  et  leurs  dérivées.  Ceci 
montre  que  n  fonctions  quelconques  linéairement  indépendantes  y\,  y^,  .... 
yn  peuvent  toujours  être  considérées  comme  formant  un  système  fonda- 
mental d'intégrales  d'une  équation  linéaire. 
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401.  Équations  linéaires  quelconques.  —  Une  équation  linéaire 
non  homogène  peut  s'écrire,  en  isolant  le  terme  indépendant 
dejv-, 

d^^' 'V  ût" — ^  'V  d'Y 

nous  dirons  pour  abréger  que  c'est  une  équation  avec  un  second 
membre,  l'équation  F  (y)  =  o  étant  dite  sans  second  membre.  Si 
l'on  connaît  une  intégrale  particulière  Y  de  l'équation  (12),  la 
substitution  y  ■=\  -\-  z  ramène  l'intégration  de  cette  équation  à 
celle  de  l'équation  sans  second  membre  F  (2)  ^=  o,  d'après  l'iden- 
tité F(Y  +  5)=  F(  Y)  +  F(3).  L'intégrale  générale  de  l'équation 
avec  second  membre  est  donc  représentée  par  la  formule 

(i3)  7  =  Y-+-CijKi+GjjK2  +  ...+  C„j'„, 

yK^y^i  ...,y,i  étant  n  intégrales  particulières,  formant  un  sys- 
tème fondamental,  de  l'équation  sans  second  membre,  et  G,, 
G2,  .  .  .,  C«  étant  n  constantes  arbitraires.  Il  arrive  souvent  dans 
la  pratique  qu'on  peut  obtenir  aisément  une  intégrale  particu- 
lière d'une  équation  linéaire,  avec  second  membre,  et  dans  ce  cas 
on  est  ramené  à  l'intégration  de  l'équation  .sans  second  membre. 
Cette  recherche  d'une  intégrale  particulière  peut  être  facilitée  par 
la  remarque  suivante  qu'il  suffit  d'énoncer:  »[ / (x)  est  la  somme 
de  p  fonctions  y'i  (.r),  ^2 (-2^)5  •  •  •  ■>  fp(-'^)i  telles  que  l'on  sache 
trouver  une  intégrale  particulière  de  chacune  des  équations 

F(r)=/,(^),         F(y)  =  f,(x),         ...,         F(y)^f„(x), 

la  somme  Y,  +  Y2  -|-  .  .  .  +  Yy,  de  cesp  intégrales  particulières  est 
une  intégrale  de  l'équation  F{y)=^f(x). 

D'une  façon  générale,  si  l'on  connaît  Cintégrale  générale  de 
l'équation  sans  second  membre^  on  peut  toujours^  par  des  qua- 
dratures^ obtenir  l^ intégrale  générale  de  f  équation  avec  un 
second  membre  (en  supposant,  bien  entendu,  que  le  premier 
membre  est  le  même  pour  les  deux  équations). 

Le  procédé  suivant,  dû  à  Lagrange,  est  appelé  méthode  de  la 
variation  des  constantes.  Soit  (y,,  JK27  •  •  •>  JK«)  un  système  fon- 
damental d'intégrales  de  l'équation  F(y)  =  o;  en  imitant  autant 
que  possible  le   procédé  employé  pour  une  équation  linéaire  du 
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premier  ordre,  nous  chercherons  à  satisfaire  à  l'équation  (12)  en 
prenant  pourjK  une  expression  de  la  forme 

('4)  r  =  GiVi-HGj^î-h...-»-G„j„, 

C,,  C2,  .  ,  . ,  C„  désignant  n  fondions  de  x.  On  peut  évidemment 
établir  entre  ces  n  fonctions  n  —  1  relations  choisies  à  volonté, 
pourvu  qu'elles  ne  soient  pas  incompatibles  avec  l'équation  (12). 
Nous  poserons 


(i5) 


y'x  G'i  ^-  j  î  g;  + . . .  -^  y„  c;,  =  o, 

? 

yr''^\-^yr'  c; +. . .+ y,r*'G'„  =  o; 


les  dérivées  successives  de  j^,  jusqu'à  la  dérivée  (/j —  i)'*°",  ont 
alors  pour  expressions 

(  y  =  G.  r  1  ^  Gî/j  -I- . . .  +  c„y„, 
1 ) 

(  y"-«)=  C,y,«-"^-G^y,'-l'  +  ...-^-G„y„«-'>• 
La  première  des  relations  (i5)  a  été  choisie  de  façon  que  la 
dérivée  première  j''  ait  la  même  expression  que  si  C|,  C2,  .  • .,  G„ 
étaient  des  constantes,  et  de  même  pour  les  suivantes.  La  dérivée 
d'ordre  n  a  une  forme  moins  simple 

^(„,  ^  c,  j-V"  ^  G,  j'',"  -f- . . .  +  G„^'„") 


(«) 


En  substituant  les  valeurs  précédentes  de  jk,  ^',  y,  •.•,^ 
dans  le  premier  membre  de  l'équation  (12),  les  coefficients  de  G,, 
C2,  ...,  C,i  sont  respectivement  F(j,),  ...,  F(y„),  et  nous 
sommes  conduits  à  la  nouvelle  relation 

(i5')  y."-»>G',  ^y,«-'>G;+...  +  7',r"G'„=/(x) 

qui,  jointe  aux  relations  (i5),  permet  de  déterminer  G',,  .  .  .,  G',,. 
On  obtiendra  donc  G, ,  Go,  .  .  . ,  G«  par  des  quadratures. 

On  peut  employer  aussi  la  méthode  suivante,  due  à  Cauchy. 
Soit(7j,jK2,  ...,yn)   un    système  fondamental  d'intégrales  de   l'équa- 
tion F(^)  =  o.  Déterminons   les   constantes   Gj,  Gj,  ...,  ('„  de  façon  que 
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l'intégrale  Gi^i -t-. . .-!- G^j'^  soit  nulle,  ainsi  que  ses  n  —  2  premières 
dérivées,  pour  une  valeur  a  de  x,  tandis  que  la  dérivée  (n  —  i)"='"«  se  réduit 
à  l'unité.  L'intégrale  ainsi  obtenue  cp(ar,  a)  dépend  naturellement  de  la  va- 
riable X  et  aussi  de  la  valeur  initiale  a,  et  satisfait  aux  n  conditions 

(17)     (p(a.  a)  =  o,     o'(a,  a)  =  o,     cp''(a,  a)  =  o,      ...,     cp(«-i)(a,  a)  =  i, 

cp'p'(a,  a)  désignant  la  dérivée  />''"'*  île  ^(x,  a)  par  rapport  à  x,  où  l'on 
aurait  remplacé  ar  par  a.  Si  l'on  écrit  a?  à  la  pKice  de  a  dans  les  relations 
précédentes,  ce  qui  revient  à  un  simple  changement  de  notation,  elles 
peuvent  aussi  s'écrire  » 

(lybis)    o(x,x)  =  o,     cp'(iF,ar)=  o,     ...,     (f'^''-^Ux,x)  =  o,     «("-"(ar,  a^)  =1, 

9'^p'(x,  x)  désignant  maintenant  la  dérivée  /)"'"*  decp(a?,  a)  par  rapport 
à  37,  où  l'on  auiait  remplacé  a  par  a?  après  la  diirérentiation.  Cela  posé,  con- 
sidérons la  l'onction  représentée  par  l'intégrale  définie 


(18) 


prise  depuis  une  limite  fixe  arbitraire  x^.  On  a  successivement,  en  appli- 
quant la  formule  générale  de  différentialion,  et  en  ayant  égard  aux  condi- 
tions (17  bis), 

en  substituant  ces  valeurs  de  Y,  Y',  .  .  .,  Y^"'  dans  F(Y),  il  vient  donc 

F(Y)=/(a:)-t-  f    [<p(«)(j;,  a)-4-a,cp<"-»'(a7,  a)-+-...+  a„tp(a7,  a)]/(a)«^a. 

La  fonction  sous  le  signe-intégral  dans  le  second  membre  est  identique- 
ment nulle,  puisque  o(x,  a)  est  une  intégrale  de  l'équation  sans  second 
membre,  quelle  que  soit  la  valeur  du  paramètre  a.  Il  en  résulte  que  la 
fonction  Y  représentée  par  l'intégrale  définie  (18)  est  une  intégrale  parti- 
culière de  l'équation  linéaire  avec  second  membre.  On  peut  remarquer  que 
cette  intégrale  est  nulle,  ainsi  que  ses  (n  —  i)  premières  dérivées,  pour  la 
limite  inférieure  x^,  qui  est  supposée  différente  d'un  point  singulier  (•  ). 


(')  Il  est  facile  de  vérifier  que  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  et  la 
méthode  de  Cauchy  conduisent  aux  mêmes  calculs.  En  effet,  la  fonction   'f  (a?,  a) 
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d^  y 
L'application  de  celle  méthode  à  Téquation  -7-^  =f{^)  conduit  piéci- 

sémeni  au  résultat  obtenu  plus  haut  (11°  380). 

402.  Abaissement  de  l'ordre  d'iine  équation  linéaire.  —  Quand 
on  connaît  un  certain  nombre  d'intégrales  particulières  d'une 
équation  linéaire,  on  peut  en  profiter  pour  diminuer  l'ordre  de 
l'équation.  Considérons  d'abord  une  équation  homogène  d'ordre  //, 
et  soient  ^,,  y.,-,  .  .  . ,  yp{p  <in)  des  intégrales  linéairement  dis- 
tinctes de  cette  équation,  La  substitution^^  =:^,  3,  où  5  désigne 
la  nouvelle  fonction  inconnue,  conduit  de  l'équation  pro- 
posée ¥(^y)  =  o  à  une  nouvelle  équation  de  même  foruie  en  3, 

car    l'expression    d'une    dérivée    quelconque  -3-=^  est   elle-même 

linéaire  par  rapport  à  2  et  à  ses  dérivées.   Si  y  y  est  une  intégrale 

de  l'équation  F(  y)  =  o,  la  nouvelle  équation  en  3  doit  admettre 

la  solution  3  :=  1 ,  ce  qui  exige  que  le  coefficient  de  3  soit  nul;  ce 

que  l'on    vérifie  immédiatement  par  le  calcul,   car  le  coefficient 

de  3  est  précisément  F(y,).   Cette  équation  en  3  est  donc  de  la 

forme 

,     ,  H" z       ,    d"-*  z  ,       dz 

bi^  b-i^  ...,b„_i    étant    des   fonctions    de   x.    Cette   équation  se 


de  Caucby  est  de  la  forme 

les  fonctions  'f,(a)  étant  déterminées  par  les  conditions 

?,  («)y',"-*' («)-+-...-*-?„(  a  ).r'„"-*'(«)  =  o, 

'-?.(a)rV""(a)+...+  ?„(«)>'',/'-'Ha)=i, 
et  l'intégrale  particulière  (18)  a  pour  expression 

^=yi{^)f    ?,  (a)/(a)rfa -+-... -f- ^„(X)   /^     ?„(a)/(«)rfa. 

Mais  si  l'on  compare  les  conditions  (A)  aux  relations  (i5)  et  (i5)'  qui  déter- 
minent les  Ci  dans  la  méthode  de  la  variation  des  constantes,  on  reconnaît  immc- 
diatenieiil  qu'on  a  Ci(a?)  =  ■■o^^x)  f{x),  el  par  conséquent  la  première  méthode 
nous  donne  aussi  une  intégrale  particulière  par  les  mêmes  quadratures. 
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réduit  à  une  équation  linéaire  d'ordre  n  —  i 

,      ,  d"-^u        ,    d'^   "-u  , 

en  posant  u  z=  -^  •  Si  y , ,  y.2,  . . . ,  yp  sont  p  intégrales  de  l'équa- 
tion dont  on  est  parti,  l'équation  (19)  admet  les /?  —  i  inté- 
grales —  )  •  •  .  ^»  et  par  suite  l'équation  (20)  admet  les  />  —  i 
intégrales 


dx\yi)'      '      '      dx\yi 


Ces p  —  I  intégrales  sont  linéairement  distinctes;  sinon,  il  j  aurait 
une  relation  de  la  forme 

Cj,  C3,  . .  . ,  G^  étant  des  constantes  non  toutes  nulles,  et  l'on 
en  conclurait  en  intégrant  l'existence  d'une  relation  de  même 
forme  C2JK2  + •  •  •  H- Cy^j'y^H- C,jK)  =  o,  d  étant  une  nouvelle 
constante.  Si  /?  >  1,  l'application  du  même  procédé  conduira  de 
l'équation  (20)  à  une  nouvelle  équation  linéaire  d'ordre  n  —  2,  et 
ainsi  de  suite.  L'intégration  d'une  équation  linéaire  et  homo- 
gène, dont  on  connaît  p  intégrales  particulières  distinctes^ 
se  ramène  donc  à  l'intégration  d'une  équation  linéaire  et  homo- 
gène 'l'ordre  n  —  p,  suivie  de  quadratures.  Lorsque/?  ^  n  —  1 , 
la  dernière  équation  s'intégrera  elle-même  par  une  quadrature. 
Si  l'on  connaît  de  même  p  intégrales  y\iy->i  -••lyp  d'une 
équation  avec  second  membre,  telles  que  les  p  —  1  fonctions 

^2  — yi,  ■■■,  y,>—yi 

soient  linéairement  distinctes,  la  substitution  r  =y(  H- 5  conduira 
à  une  équation  sans  second  membre  admettant  les  p  —  1  inté- 
grales jKa —  y\i  -''-lyp — y\-  ^^  pourra  donc  ramener  celte 
équation  à  une  équation  linéaire  d'ordre  n  — p  -i-  i,  sans  second 
membre. 

Prenons  par  exemple  l'équation  linéaire  du  second  ordre 


I.    —    PROPRIÉTÉS   GÉNKRALKS.  —   SYSTÈMES    FONDAMENTAUX.  4^5 

et   soit  y,     une    intégrale    particulière    de   cette    équation.    Po- 
sons^ =  JKt  z,  il  vient 

r/y  _        dz  dy-t  d- v  d^z  dy^  dz  d^Vi 

dx       *'^'  dx  dx  '  dx"^   ~        dx^  dx    dx  dx^ 

et,  en  substituant  dans  l'équation  (21),  il  reste,  puisque  le  coef- 
ficient de  z  est  nul, 

d*z        /    dy^  \  dz 

/-,,..,.  dz 

L<ette  équation  s  écrit,  en  posant  -y-  =:  u, 

du        l    dy,  \  dx 

et  l'on  en  tire  en  intégrant 

r 

pdx  -+-  Logj^f  =  LogC, 


.og«^  / 


ou 


Une  nouvelle  quadrature  donneras  et  par  suite  y;  on  voit  que 
l'équation  (21)  admet  l'intégrale  j^^  donnée  par  la  formule 


(23)  yt  =  y^  f  -^ 


dx    -  f   '"'■ 


qui  est  distincte  de  y,.  Uinlégrale  générale  d'une  équation 
linéaire  et  homogène  du  second  ordre  s'obtient  donc  par  deux 
quadratures,  quand  on  connaît  une  intégrale  particulière  ('  ). 


(')  On  peut  Héduire  de  ces  formules  une  tlémoitNtration  1res  simple  d'un 
importanl  théorème  de  Slurm.  Supposons  que  les  coefficients  p  cl  q  soient  des 
fonctions  continues  réelles  «le  la  variable  réelle  x,  dans  un  intervalle  (a,  b),  et 
soient  x„.  x^  deux  zéros  consécutifs  d'une  iiiiégrale  particulière  _>',  (a;)  dans  l'inter- 
valle (a,  6);  y.;;[x)  étant  une  autre  intéjjrale  particulière  distincte  de  >',(a:),  la 
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Cette  propriété  rapproche  l'équation  linéaire  du  second  ordre 
de  l'équation  de  Riccati  (n"  369).  11  existe,  en  efï'et,  entre  ces 
deux  espèces  d'équations  dillerentielles  une  liaison  intime.  Si  Ton 
applique   à  l'équation   homogène  (2i)  le    procédé  d'abaissement 

(n"381)  qui  consiste  à  poser  j' =  e^       ,  on  est  conduite  une  équa- 
tion de  Riccati 

(24)  z' -\- z-^ pz -^  q  =  o. 

Inversement,   étant  donnée  une  équation  quelconque  de  Riccati 

(25)  a -I- aa--+- 6  a -+- c  =  o, 

où  a,  b,  c    sont  des    fonctions  de  x  {a  ^é  o)^    on  la  ramène  à   la 
forme  (^4)  en  posant  u=  ->  ce  qui  donne  la  nouvelle  équation 

z' -\- z* -h  (  b )  ^ -f- ac  =  o 


â) 

de  la  forme  (2I).   11  s'ensuit  que   l'intégrale  générale  de  l'équu- 
lion  (26)  est 

(26)  U  =    -    p J r^ i-, 

yi  til  y-i  étant  deux  intégrales  distinctes  de  l'équation  linéaire 

y'-^(b——\y-hac/  —  o; 


cette  formule  ne  renferme  en  réalité  qu'une  constante  arbitraire, 


G         .       . 
le  rapport  j^  qui  y  figure  au  premier  degré  ( 


formule  qui  donne  u  peut  s'écrire 

dx\yj        y\ 
ce  qui  montre  que  le  rapport  ^^  varie  constamment  dans  le  même  sens  lorsque  j: 

y  \ 

croit  de  a:,  à  a;,.  Or  ce  rapport  est  infini  pour  a:  =  j^q  et  pour  x  —  x^;  donc  il 
croit  constamment  de  — oc  à  -l-oc,  ou  décroît  de  +00  à  — x.  L'équation  yj{x)  =  o 
a  donc  une  racine  et  une  seule  dans  l'intervalle  {x^,  x,  ). 

(  '  )  Il  semble  qu'une  quadrature  est  nécessaire  pour  déduire  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  linéaire  (ii)  de  l'intégrale  générale  de  l'équalion  de  Riccati  (a'i  ). 
En  réalité,  il  n'en   est  rien,  ou    plutôt  cette  quadrature   se   réduit  au  calcul  de 
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Exemple.  —  Le  polynôme  X„  de  Legendre   (I,  ii'  88)  satisfait  à  l'équa- 
tion diiïérenlieile 

(27)  (,_a-î)^  — ^^r  ^+«(n4-i)7  =  o; 

pour  le  démontrer,  il  suffit  d'observer  qu'en  posant  u  =  (ar*  —  i)",  on  a  la 
relation  {x^  —  i)  u'  =^inxu,ti  en  prenant  les  dérivées  d'ordre  {n~\-  i)  des 
deux    membres,  on   a   une   équation  qui    est   identique   à  l'equalion   (27) 

I  ,        d'^  u  „  .     •      .       1  • 

quand  on  y  remplace  -7—^  par  j'.  Four  avoir  une  seconde  intégrale  parti- 
culière de  l'équation  (27),  nous  appliquerons  la  formule  générale  (23)  qui 

'I,X  '  ' 

donne   ici,  p  étant  égal  à  —^ —  = 


x^  —  I        X 


^'-^"/(x^-nK 


11  semble  qu'il  est  nécessaire  de  connaître  les  n  racines  ai,  xj,  ...,  a^ 
du  polynôme  X/,  pour  calculer  cette  intégrale,  mais  il  n'en  est  rien.  Ecri- 
vons, en  effet,  en  mettant  en  évidence  les  fractions  simples  qui  proviennent 
des  racines  h-  i  et  —  i  du  dénominateur. 


\ ='/_^ '-) 

[x^—i)\fi         2  \x  —  I         X-hl/ 


f' 


pdx.  D'une  façon  générale,  soit  z  ■=  ■i{x,C)  l'intégrale  générale  d'une  équa- 
tion diiférenlielle  du  premier  ordre,  -3—  =/{x,  z);  de  la  relation 

on  tire,  en  ditlérentianl  par  rapport  à  la  conslante  C, 


dCdx 


=  d^dc      °"      j-.  =  ô^[^''^:jc)' 


et,  par  suite,    /    —  dx  =  Los;/  -X:\  où,  bien  entendu,  on  doit  prendre  la  même 

J    0-^  \OCj  '^ 

valeur  de  la  conslante  C  dans  les  deux  membres.  En  appliquant  ceci  à  Téquation 
de  Riccati  (24),  on  en  conclut  que,  si  -  =  9  (x.  G)  est  l'intégrale  générale  de 
cette  équation,  un  a 

j  /  -  dx  -*-  I  P  dx  ■+■  Log  I  -^  j  =  o. 

Si  2,,  ^3,  Zj  sont  trois  intégrales  de  l'equalion  (24),  on  trouve  en  faisant  le 
calcul  (voir  n"  3G9)  que  l'inlegrale  généiale  de  l'équation  linéaire  (21)  a  pour 
expression 

^    ^   g-  ïfl'  ''■'■         C.(^,-C,)   +   C,(23-2,)        _ 
S/(Z,—  Z^)  (-,-53)(5,-2,) 
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P„  étant  un  polynôme  de  degré  nn — 2,  quotient  «le  i  — X,-j  par  ar^-i. 
Il  vient  donc 

La  dernière  intégrale  est  une  fonction  rationnelle,  car  si  elle  renfermait 
un  terme  logaiithmique  tel  que  Log(a7  —  a,),  le  point  a,  serait  un  point 
singulier  pour  y^  et  les  intégrales  de  l'équation  (27)  ne  peuvent  avoir 
d'autres  points  singuliers  que  x=.±i  (n''399).  On  peut  donc  calculer 
cette   intégrale    par  des    opérations    rationnelles  (I,  n°  104);   comme  elle 

doit  être  de  la  forme      "~'  >   Q«-i  étant  un  polynôme  de  degré  «  —  i   au 

plus,  on  peut,  par  exemple,  déterminer  les  coefficients  de  ce  polynôme 
par  la  condition  Q^-i  X„  —  Qn-i  X,',  =  P„. 

Le  polynôme  Qn-i  une  fois  obtenu,  on  a  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (27), 

^=G.X„+C,[Q„_.-^ix„Log(|^)]. 

403.  Analogies  avec  les  équations  algébriques.  —  Les  propriétés  pré- 
cédentes établissent  une  analogie  évidente  entre  la  théorie  des  équations 
différentielles  linéaires  et  la  théorie  des  équations  algébriques.  Cette  ana- 
logie se  poursuit  dans  un  grand  nombre  de  questions.  Pour  en  donner  un 
exemple,  nous  allons  montrer  comment  on  peut  étendre  aux  équations 
linéaires  la    théorie   du   plus  grand  commun  diviseur.  Soit,  d'une    façon 

générale, 

^  -    ,  d'i  Y  d"-^  y  dv 

^(•^'^  ^  "»5^ -^  ^'  rf^^  ^•••  +  ""-5^ -^^"-^ 

un  polynôme  symbolique  où  a^,  a\,  .  . .  ^  Un  sont  des  fonctions  données 
de  x\  si  Oo  n'est  pas  nul,  nous  dirons,  pour  abréger,  queF(j')  est 
d'ordre  n.  Si  G(k)  est  un  polynôme  symbolique  de  même  nature  et 
d'ordre/),  il  est  clair  que  G[F(j')J  est  encore  un  polynôme  symbolique 
de  même  espèce  et  d'ordre  n  -+-/>•  Gela  posé,  soit 

F, (V)  =  60  ^  +  b,  4^^  +. .  .-a-  6,„_,  ^  -^  b„,y 
^•^  ^  dr'"  dx'"^-^  dx  *^ 

un  autre  polynôme  d'ordre  tnirn^n).  On  peut  trouver  un  troisième 
polynôme  G{y)  d'ordre  n  —  m  tel  que  F(^)  —  G[Fi (_;')]  soit  au  plus 
d'ordre  m  —  1  (un  pol) nome  d'ordre  zéro  est  de  la  forme  ay.  a  étant  une 
fonction  de  x).  Posons  en  effet 

•^  '  dx"-'"  dx'^'"^^'-  "^ 

Le  coefficient  de    ,        dans  GrFi(  v)l  est  Xn^o,  et,  si  l'on  prend  Xq  =  -r-' 
dx'^  L        ./  /j  ^^ 

la  différence  F(_;')  —  Xq    ,  [Fi(^)]  sera  d'ordre  n  —  i  au  plus  ;  soita'i 
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le  coefficient  de  -; —,   dan?  cette  différence.  Si    l'on  prend  Xi  =  -pî-.   la 

différence 

fin  —  m  fin—  m—  1 

sera  d'ordre  n — 2  au  plus.  En  continuant  de  la  sorte,  on  voit  qu'on  peut 
déterminer  de  proche  en  proche  les  coefficients  Xq,  X],  .  . . ,  X„_,„  de  façon 
à  obtenir  une  identité  de  la  forme 

(*8)  F^.r)-G[F,(^)J  =  F,(^), 

^i(y)  étant  au  plus  d'ordre  m  —  1,  et  cette  opération  est  tout  à  fait  ana- 
logue à  la  division  de  deu\  polynômes  algébriques. 

Gela  posé,  supposons  qu'on  veuille  obtenir  les  intégrales  communes  aux 
deux  équations  linéaires 

(29)  F(^)  =  o,         F,(^)  =  o; 

l'identité  (28)  prouve  que  ces  intégrales  sont  les  mêmes  que  les  intégrales 
communes  aux  deux  équations  Fj(^j  =  o,  Pi(y)  =  o.  Si  Fj(^)  n'est  pas 
identiquement  nul,  on  pourra  recommencer  les  mêmes  o|)érations  sur  Fj  (y) 
et  Fj(^),  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  deux  polynômes 
consécutifs  Fa_i(>')  et  F^iy)  tels  qu'on  ait  F>t_,(^)  =  G/,- ,  [FAt>)]. 
Ce  dernier  polynôme  symbolique  F>t(^)  est  l'analogue  du  plus  grand 
commun  diviseur  algébrique  :  toutes  les  intégrales  communes  aux  deux 
équations  (29)  satisfont  à  l'équation  linéaire  P^-iy)  =0,  et  inverse- 
ment. Lorsque  Pkiy)  est  de  degré  zéro,  les  deux  équations  n'ont  pas 
d'autre  intégrale  commune  que  la  solution  banale^  =  o. 

Si  dans  la  relation  (  28)  Fî(  y)  est  nul  identiquement,  l'équation  F(}')  =  o 
admet  toutes  les  intégrales  de  F|(^)  =0;  inversement,  pour  que  F(^  )  =:  o 
admette  toutes  les  intégrales  de  Fi(^)  =  o,  il  faut  que  Ptiy)  soit  iden- 
tiquement nul,  car  une  équation  linéaire  d'ordre /n  —  1  au  plus  ne  peut 
admettre  toutes  les  intégrales  d'une  équation  linéaire  d'ordre  m.  On  a 
donc  identiquement  dans  ce  cas 

F(^)  =  G[F,(^)]. 

et,  si  l'on  pose  F,(y)  =^  z,  l'intégration  de  F(  j'j  =  o  est  ramenée  à  l'in- 
tégration successive  des  deux  équations  linéaires 

G(3)  =  o,         Pt(y)  =  z. 

d'ordres  n —  m  et  /n,  dont  la  deuxième  seule  a  un  second  membre. 

Nous  pouvons  déduire  de  cette  remarque  une  autre  solution  d'un  pro- 
blème déjà  traité.  Supposons  qu'on  connaisse  p  intégrales  dislinctes^i, 
yî>  ••  •  •>yp{p<^'^)  deF(^)  =  o.  Nous  pouvons  former  une  équation  linéaire 
d'ordre  p  admettant  ces  p  intégrales  (n"  400  )  ;  soit  Fj  (j')  =  o  cette  équation 
d'ordre  />.  On  aura  identiquement  F  (^)  =  G [  Fj  (^)]  et,  l'équation  G(3)  =0 
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d'ordre  n — p  étant  intégrée,  on  intégrera  Fi(^)  =  z  par  des  quadratures 
seulement,  puisqu'on  connaît  l'intégrale  générale  de  Fi(^)  =  o.  I.a  réduc- 
tion est  la  même  que  par  la  première  méthode,  mais  le  nouveau  procédé 
est  plus  symétrique. 

MM.  Appell,  F^aguerre,  Halphen,  K.  Picard,  et  bien  d'autres  à  leur  suite, 
ont  étendu  aux  équations  linéaires  la  théorie  des  fonctions  symétriques  des 
racines,  celle  des  invariants,  et  les  théories  si  profondes  de  Galois  relatives 
au  groupe  d'une  équation  algébrique.  La  théorie  des  invariants  est  basée 
sur  cette  remarque  presque  évidente  qu'une  équation  linéaire  et  homogène 
«e  change  en  une  nouvelle  équation  de  même  espèce  par  toute  transfor- 
mation telle  que 

l  étant  la  nouvelle  variable  indépendante  et  z  la  nouvelle  inconnue,  quelles 
que  soient  les  fonctions  f(t)  et  <f(t).  On  peut  utiliser  quelquefois  cette 
transformation  pour  simplifier  une  équation  linéaire.  Par  exemple,  si  l'on 
cherche  à  faire  disparaître  le  coefficient  de    la   dérivée  d'ordre  n  —  i,  on 

trouve  qu  il  suffit  de  poser^=Âe  "'^  ,  en  conservant  la  variable  x. 
■Comme  on  dispose  de  deux  fonctions  arbitraires  y  et  <p,  il  semble  qu'on 
peut  en  profiter  pour  faire  disparaître  deux  coefficients;  mais  cette  réduc- 
tion, possible  en  théorie,  est  le  plus  souvent  illusoire.  Par  exemple,  on 
peut  toujours  choisir  les  fonctionsy*  et  cp  de  façon  à  ramener  une  équation 
linéaire  quelconque  du  second  ordre  à  la  forme  réduite  z"=o;  mais  la 
détermination  effective  de  ces  fonctions  offre  les  mêmes  difficultés  que  le 
problème  même  de  l'intégration. 

40 i.  Équation  adjointe.  —  Lagrange  a  étendu  comme  il  suit  aux  équa- 
tions linéaires  la  théorie  du  facteur  intégrant.  Soit  ^ (y)  une  fonction 
linéaire  de  ^  et  de  ses  dérivées. 

F(r)  =  ao7<"'-f-  aijK'''-*'-4-- .  .^-  ctn-\y'-^  a„y, 

«0,  «i!  ■  ■  ■  1  O,,,  étant  des  fonctions  quelconques  de  x,  et  y'-,  y",  •  ■ -,  y''"^ 
désignant  les  dérivées  successives  de  y.  Proposons-nous  de  déterminer 
une  fonction  z  âe  x  de  telle  façon  que  le  produit^FQ')  soit  la  dérivée  par 
rapport  à  a?  d'une  autre  fonction  linéaire  àe  y  et  de  ses  dérivées,  jusqu'à 
celle  d'ordre  n  —  i .  La  formule  générale  d'intégration  par  parties  (I,  n°81), 
appliquée  à  chacun  des  termes  du  produit  zF(_;'),  nous  donne 

-+- f 

-^  -^[an-iZyj-^yGiz), 
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on  l'on  a  posé 

}  dx"  '  dx"-^ 

(  3 1  )  ', 

(  rfï—  -^«''*- 

Si  nous  désignons  par  V(k,  «)  re\pressi«)n  bilinéaire  par  rapport  ky 
et  à  z,  et  à  leurs  dérivées,  qui  figure  dans  le  second  membre  de  la  rela- 
tion (3o),  on  peut  écrire  cette  relation  sous  la  forme  abrégée 

3')  ^F(r)-.>'G(5)  =  ^[irCr,  z)], 

de  sorte  que,  pour  toutes  les  formes  possibles  des  fonctions  y  et  a,  le 
binôme  z^{y)  — y(j{z)  est  la  dérivée  de  W{y,z).  Cela  posé,  si  l'on  prend 
pour  z  une  intégrale  de  l'équation  G(z)  =  o,  le  produit  z¥{y)  est  la 
dérivée  d'une  expression  de  même  forme,  linéaire  par  rapport  à  y, 
y,  .  .  .  ,  y'^'*-^\  et  l'équation  F(j')  =  o  est  équivalente  à  une  équation 
linéaire  d'ordre  n  —  \ 

(33)  W{y,z)  =  C, 

qu'on  obtient  en  remplaçant  dans  ^T  la  fonction  indéterminée  z  par  l'in- 
tégrale en  question.  Or  l'équation  G(3)  =  oest  également  une  équation 
linéaire  d'ordre  n;  on  l'appelle  V équation  adjointe  de  F(^)  =  o,  et  le 
polynôme  symbolique  G(z)  est  le  polynôme  adjoint  de  F(^). 

On  voit  donc  que,  si  l'on  connaît  une  intégrale  de  l'équation  adjointe, 
l'intégration  de  l'équation  proposée  est  ramenée  à  l'intégration  d'une 
équation  linéaire  d'ordre  n  —  i,  avec  une  constante  arbitraire  pour  second 
membre.  Si  l'on  connaît/)  intégrales  distinctes  Zj,  2,,  . .  . ,  Zy^  de  l'équa- 
tion adjointe,  toute  intégrale  de  l'équation  proposée  satisfait  k  p  relations 
de  la  forme 

(34)  V(r,-5t)  =  C„         W{y.z,)=^C^,         ...,         ^'{y,z,.)  =  (:p, 

C|,  Gj,  ...,  G/,  désignant  p  constantes.  Entre  ces  p  équations  on  peut 
éliminer  les  dérivées  ^'""  ",  y^"'~'^\  •  •  • ,  ^(«-/'-t-J),  ce  qui  conduira  à 
une  équation  linéaire  d'ordre  n — />,  avec  un  second  membre  dépendant 
de  p  constantes  arbitraires  Ci,  Gj,  .  .  .,  G,,.  Kn  particulier,  si  /?  =  n,  c'esl- 
à-dire  si  l'on  connaît  l'intégrale  générale  de  l'équation  adjointe,  on  pourra 
résoudre  les  n  équations  (34  )  par  rapport  à  y,  y',  . . . ,  ^'''~",  et  l'on  aura 
l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée  sans  aucune  quadrature. 

Il  existe,  entre  les  intégrales  des  deux  équations  F(^)  =  o,  G{z)  ^=  o  , 
des  relations  remarquables  que  nous  ne  pouvons  développer  ici  (').  Nous 


(')    Voir  Darboux,   Théorie  des  sur/aces,  t.  II,  Liv.  IV,  Chap.  V.   Voir  aussi 
l'Exercice  16,  p.  499^  ^  'a  ^m  du  Chapitre.  , 
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montrerons  seulement  qu'il  y  a  réciprocité  entre  ces  deux  équations; 
d'une  façon  plus  précise,  si  G(-s)  est  le  polynôme  adjoint  de  F(^),  inver- 
sement ¥{y)  est  le  polynôme  adjoint  de  G(z).  Soit  en  effet  Fi(jk)  le 
polynôme  adjoint  de  Q{z);  on  a  entre  Fi(^)  et  G(^)  une  relation  de 
même  forme  que  la  relation  (32) 

i'i-ibis)  yG{z)-zF,{y)^  l.[w,(y,  z)]; 

en  ajoutant  les  relations  (82)  et  (  32  bis),  il  vient 

^[F(^)-F,(j)]  =  ^[W(j,  z)-^W,{y,z)\. 

Si  ¥{y) — FiCj)  n'était  pas  nul,  le  produit  3[F(r) -- F,  (j)]  serait 
la  dérivée  d'une  fonction  renfermant  3  et  quelques-unes  de  ses  dérivées  ;  or, 
la  dérivée  d'une  fonction  renfermant  3,  z',  .  . . ,  3''^'  renferme  toujours 
au  moins  une  dérivée  de  z,  à  savoir  la  dérivée  2<a'+".  La  relation  précé- 
dente n'est  donc  possible  que  si  F,(^)  est  identique  à  F  {y). 
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405.  Équations  à  coefficients  constants.  —  Leséquation.s  linéaires 
à  coefficients  constants  ont  été  intégrées  par  Euler.  Prenons  d'abord 
une  équation  sans  second  membre 

(35)  F(7)  =  y"'-f-  a,jK'"-''-^. .  .^  «n^iy-H  any  =  o, 

où  a(,  €121  . . .  ,  an  sont  des  constantes  quelconques.  D'après  la 
théorie  générale  (ii"399),  toutes  les  intégrales  de  cette  équation 
n'admettent  aucun  point  singulier  à  distance  finie  ;  ce  sont  des 
fonctions  entières  de  x.  Soit 

(36)  y  =  cq-\-Ci \- Ci h...-i-c„j — H... 

^      '  •^  I  1.2  1.2. ..m 


le  développement  en  série  d'une  intégrale;  les  séries  qui  repré- 
sentent les  dérivées  successives  ont  une  forme  analogue.  En  rem- 
plaçant y  et  ses  dérivées  successives  par  leurs  développements  en 
séries  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (35)  et  en  égalant 
à  zéro  le  coefficient  d'une  puissance  quelconque  de  x^  soit  xP^  on 
obtient  la  relation  suivante  entre  n  -\-  i  coefficients  consécutifs  : 

(37)       c„-f-y,-i- aic„+j5_i  + a2C„-,_p_2-f-..  .-t- a„_ic^+i-i- a„Cp=  o; 
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si  l'on  y  fait  successivement  />  =  o,  i ,  2,  .. . ,  on  calculera  de  proche 
en  proche  tous  les  coefficients  c„,  c„^.^,  ...  au  moyen  des  n  pre- 
miers coefficients  Cq,  c,,  . . . ,  c„_^,  qui  peuvent  être  pris  arbitrai- 
rement. La  série  (36)  ainsi  obtenue  est  convergente  dans  tout  le 
plan  et  représente  l'intégrale  qui  pour  x  =:  o  est  égale  à  Cq,  tandis 
que  les  n  —  i  premières  dérivées  prennent  respectivement  les 
valeurs  C),  Cj,  ...,  c,i_i,  pour  jc  =  o.  Nous  allons  montrer  que 
cette  intégrale  s'exprime  au  mojen  de  la  fonction  exponentielle, 
quand  elle  ne  se  réduit  pas  à  un  polynôme. 

La  relation  (3^)  est  une  formule  de  récurrence  à  coefficients 
constants  qui  lie  /i  H-  i  coefficients  consécutifs.  Or,  il  est  facile  de 
trouver  des  solutions  particulières  de  cette  relation.  Considérons, 
en  effet,  l'équation  algébrique 


(38) 


Ar) 


rt„_ir -+-«„  =  o, 


que  nous  appellerons  pour  abréger  V équation  caractéristique, 
le  premier  membre  /{r)  étant  \e  polynôme  caractéristique.  Si  r 
est  une  racine  de  cette  équation,  il  est  clair  qu'on  satisfait  à  la 
relation  (3'j),  quelle  que  soit  la  valeur  de  l'entier/?,  en  posant 
Cm  =  /■'".  L'intégrale  particulière  ainsi  obtenue  est  égale  à  e'"-^,  et 
nous  voyons  que  e''^  est  une  intégrale  particulière  de  l'équa- 
tion (35)  pourvu  que  r  soit  racine  de  l' équation  caractéris- 
tique J(^r):^o.  La  vérification  est  immédiate,  car,  si  l'on  rem- 
place y  par  e'"-^  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (35),  le 
résultat  de  la  substitution  est  e''^/[r). 

Lorsque  l'équation  (38)  a  n  racines  distinctes  r,,  r^,  ...,  /•„, 


on  connaît  n    intégrales    particulières  e'"i^,  e'"»^, 
suite  uae  intégrale 


e''"^,  et  par 


(39) 


j  =  C,  Ci-r  -4-  Cî  e'-.-'  -+- . 


C„e' 


dont  l'expression  renferme  n  constantes  arbitraires  C),  C2,  . . . ,  C//. 
Cette  formule  (39)  représente   bien  l'intégrale  générale,  car  le 
déterminant  A(e''i'^,  e''»^,  . . . ,  e'"»^)  peut  s'écrire 


A  =  g(/'i-*-''i-t-...-(-r„):i- 


I        '1 
I        /"i 


G.,  II. 


28 


434  CHAPITKK    XX.    —    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES    LINÉAIHES. 

et  le  déterminant  du  second  membre  est,  au  signe  près,  le  produit 
des  différences  /•/  —  ;>. 

Avant  d'étudier  le  cas  où  l'équation  caractéristique  a  des  racines 
multiples,  nous  établirons  d'abord  un  lemme.  Faisons  dans  l'équa- 
tion (35)la  substitution^  =  e°""s,  a  étantune  constante  quelconque 
et  z  la  nouvelle  inconnue  ;  d'après  la  formule  de  I^eibniz,  nous  avons 

yi  —  e^^irxz  -h  z'),    ' 
'  •  •  • ) 

(4o)     j  yif>)=e^-^  (olPz^  toL/'-iz'-h  ^^^  '^^K/'~'-z"-^...^z^iA 

\   ) 

en  substituant  ces  valeurs  de  y^y'^y,  •••,  dans  le  premier 
membre  de  l'équation  (35),  e°'^  se  met  en  facteur  et  il  vient 

F(eax2)  ^  eaxG(3), 

G{z)  étant  une  expression  linéaire  à  coefficients  constants  par 
rapport  k  z,  z',  . .  . ,  z^"K  Pour  calculer  les  coefficients  de  G(z), 
observons  que,  si  nous  remplaçons  dans  F  (y)  les  indices  de  déri- 
vaition  par  des  exposants,  y  étant  remplacé  par  j/-"  =  i ,  le  résultat 
obtenu  est  identique  àf(y).  Si  nous  eff^ectuons  les  mêmes  trans- 
formations avec  la  fonction  3,  les  formules  (4o)  peuvent  s'écrire 

symboliquement 

yi>=  e<^^(ix-hz)P', 

G(5)peut  donc  aussi  s'écrire,  avec  la  même  notation  symbo- 
lique, y(a-|-2),et,  en  remplaçant  maintenant  les  exposants  de  z 
par  des  indices  de  dérivation,  nous  voyons  que  la  nouvelle  équa- 
tion en  z  est 

[  f"((X)  f''"U0L)  1 

<4i)  F{e»-z)  =  e=^-^f(^)z+fic,)z'+-LL-Lz"+...-^  .   .^...n'''"j  =  °- 

Cela  posé,  soit  r  une  racine  d'ordre  p  de  multiplicité  de  l'équa- 
tion caractéristique;  si  nous  remplaçons  a  par  cette  racine  /'  dans 
l'équation  (40?  ^^^  coefficients  de  5,  z',  z",  .  .  . ,  z^p~^^  sont  nuls 
dans  cette  équation,  et  l'on  obtient  une  intégrale  en  prenant 
pour  z  une  fonction  dont  la  dérivée  //•^""=  est  nulle^  c'est-à-dire 
un  polynôme  arbitraire  de  degré  p  —  i.  Par  conséquent,  si  r  est 
une  racine  multiple  d'ordre  p  de  V équation  caractéristique, 
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à  cette  racine  correspondent  p  intégrales  particulières  dis- 
tinctes de  V équation  linéaire  (35),  e'"^,  xe'^^,  , . .  ,  xP~^  e'"^. 

Soient  r,,  r-i,  .-.,  r^  les  k  racines  distinctes  de  f(^r)^=o, 
pt-i,  {jta,  .  . .  ,  '(H/t  leurs  ordres  de  multiplicité  respectifs  (S[j.,-=  n); 
on  peut,  au  moyen  de  ces  racines,  former  n  intégrales  particu- 
lières de  l'équation  linéaire.  Ces  n  intégrales  sont  distinctes,  car 
toute  relation  linéaire  à  coefficients  constants  entre  ces  n  intégrales 
serait  de  la  forme 

e''i^(p,(j7)  -h  e'''^Oi(x)  -+-. .  .-h  e''t-^^/c(x)  =  o, 

cp,,  cpj,  ...,  (s/f  désignant  des  polynômes.  Une  telle  relation  est 
impossible,  lorsque  les  k  nombres  r,,  /^j  •••»  f/i  sont  différents. 
Soient,  en  effet,  Wi,  n.2,  ..  .,  n^  les  degrés  respectifs  de  ces  po- 
lynômes; si  l'un  de  ces  polynômes  était  nul,  il  ne  figurerait  pas 
dans  la  relation  précédente.  En  divisant  par  e'"»-^,  on  peut  encore 
écrire  cette  relation 

fi(x}  -+-  e'''«-'"i'-*©i(.r)  -H. .  .-I-  e<'"i-''i'-^Ç/t(a7)  =  o; 

après  une  première  différentiation,  nous  avons  encore 

«',  (ar)-l-  e'^'-2-';^-'lz>\(x)  -h  (ri—  r,)<j,(ar)]  -!-...=  o. 

Le  degré  du  polynôme  qui  multiplie  ef'"«~'"i'-^  est  encore  égal 
à  «2,  et  de  même  pour  les  autres.  Après  avoir  différentié  (/i,  -f-  i) 
fois,  on  aura  donc  une  relation  de  même  forme  que  la  relation 
d'où  l'on  est  parti,  avec  un  terme  de  moins, 

les  A"  —  I  nombres  Sj,  . . . ,  s/c  étant  différents,  et  «j/j,  ^3,  .  . .  ,  «|>a 
étant  des  polynômes  de  degré  /Jj,  «3,  . . . ,  «a  respectivement. 

En  continuant  de  la  sorte,  on  finirait  par  arriver  à  une  relation 
de  la  forme  e^^Tz(x)  =  o,  tz{x)  étant  un  polynôme  non  identique- 
ment nul,  ce  qui  est  évidemment  absurde.  L'intégrale  générale  de 
l'équation  linéaire  (35)  est  donc  représentée  parla  formule 

(42)  j'  =  e'-.-^P|x,_,-+-e'-.^IV,_,-H...-he'-*^P,Xi-i, 

P(i,-n-->  P(xi-i  étant  des  polynômes  à  coefficients  arbitraires, 
d'un  degré  égal  à  leur  indice. 

Si  l'équation  caractéristique  a  des  racines  imaginaires,  l'inté- 


436  CHAPITRE   XX.    —   ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES   LINÉAIRES. 

grale  générale  (42)  renferme  des  symboles  imaginaires,  mais  on 
peut  faire  disparaître  ces  symboles  lorsque  les  coefficients  «i, 
a.2i  ...,«/,  sont  réels.  Dans  ce  cas,  en  effet,  si  l'équation /(/)  =  o 
admet  la  racine  a -+- ^f  au  degré  y?  de  multiplicité,  a — ^i  est  aussi 
racine  au  même  dej;ré  de  multiplicité.  La  somme  des  deux  termes 
de  la  formule  (42)  provenant  de  ces  deux  racines  peut  s'écrire 

e«-*^[(cosPa7-t-  t  sinpa:)4>(a7)  -4-  {co^^x  —  isin  p.r)  T(a7)J, 

4>(ic)  et  W(^x')  étant  deux  polynômes  de  degré/?  —  i  à  coefficients 
arbitraires,  ou  sous  la  forme  équivalente 

$,  et  W,  étant  aussi  deux  polynômes  arbitraires  de  degré/? —  1. 

Remarque.  —  Pour  exprimer  l'inlégrale  générale  de  l'équation  (35)  au 
moyen  de  la  fonction  exponentielle,  il  faut  d'abord,  comme  on  le  voit, 
résoudre  l'équation  y(r)  =  o.  Si  cette  équation  n'est  pas  résolue,  la  rela- 
tion de  récurrence  (Sj)  permet  toujours  de  calculer  de  proche  en  proche 
autant  de  coelficients  qu'on  le  voudra  de  la  série  entière  qui  représente 
l'intégrale  correspondant  à  des  conditions  initiales  données. 

On  peut  prévoir  le  nombre  de  coefficients  qu'il  suffit  de  calculer  pour 
avoir  la  valeur  de  l'intégrale  avec  une  approximation  déterminée.  Soient  A 
le  plus  grand  des  nombres  i,  |  «1  [,  ...,  lara|,  et  B  le  plus  grand  des 
nombres  |  Co  |,  |  C]  |,  .  . . ,  |  c„_)  |  ;  on  vérifie  aisément  de  proche  en  proche 
que  l'on  a  |  c„-i-p|  <  B(  An )/*+'.  Le  module  du  reste  de  la  série  qui  repré- 
sente l'intégrale  à  partir  du  terme  en  37'*+/'  est  donc  moindre  que  la  somme 
de  la  série 

r(An)P+»p''+P  (An)/>+2p"+/'+'      _         1 

[i.2...(/n-/>)        i.2...(n-t-/?-i-i)  "^•■*J' 

où  p  =  I  a?  I,  et  par  suite  moindre  que 

\. ■>....(  n  ^  p) 

Considérons  maintenant  une  équation  linéaire  à  coefficients 
constants  avec  un  second  membre  ^(^).  On  peut  éviter  l'emploi 
des  méthodes  générales  et  trouver  directement  une  intégrale  par- 
ticulière lorsque  <p(-z^)  est  un  polynôme. 

En  effet,  si  le  coefficient  an  dejK  dans  l'équation 

d'^  y  d"--'^  Y  dy 
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n'est  pas  nul,  on  peut  trouver  un  autre  polynôme  de  degré  m 

y  ■=  ^{x)  —  Coa7'"-+-  Ciar'"-'-!-.  .  ., 

qui,  substitué  à  la  place  dey  dans  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion précédente,  donne  un  résultat  identique  à  'f  (^)-  Les  m  -+-  i 
coefficients  Co,  c,,  Cj,  . . .,  Cm  se  déterminent  de  proche  en  proche 
par   les    relations 

cinCi-h  (m  —  i)a„_,Ci-H  ni{m  —  i)a„_iCo=  6j,  . . ., 

OÙ  a,i  est  par  hypothèse  différent  de  zéro.  Ce  calcul  ne  s'applique 
plus  lorsque  a„  =  o.  Pour  plus  de  généralité,  supposons  que  la  dé- 
rivée d'ordre  le  moins  élevé  qui  figure  dans  le  premier  membre  est 

la  dérivée  d'ordre  p.  En  prenant  pour  inconnue  auxiliaire  z  =  -—-  » 

on  transforme  l'équation  proposée  en  une  équation  linéaire  d'ordre 
n  —  />,  oîi  le  coefficient  de  z  n'est  pas  nul.  D'après  le  cas  qui  vient 
d'être  traité,  cette  équation  en  z  admet  pour  intégrale  particulière 
un  polynôme  de  degré  m;  l'équation  en  y  admet  donc  elle-même 
pour  intégrale  particulière  un  polynôme  de  degré  m  -{-  p.  On  déter- 
minera encore  les  coefficients  de  ce  polynôme  par  une  substitution 
directe;  remarquons  que  les  coefficients  de  xP~*,  xP~^^  ...,  x,  et 
le  terme  constant  sont  arbitraires. 

Lorsque  le  second  membre  o(x)  est  de  la  forme  e"^  P  (j?), 
a  étant  constant  et  P  (x)  désignant  un  polynôme,  on  ramène  ce 
cas  au  précédent  en  posant  y  =  e^^ z,  ce  qui  conduit  à  l'équation 

^   '    \.i...nd.v''       \.i...{n  —  i)  dx''-^  ''  ^    '  dx      •' ^    '  ^    ' 

Cette  équation  admet  pour  intégrale  particulière,  comme  nous 
venons  de  le  voir,  un  polynôme  dont  on  peut  fixer  le  degré  a 
priori;  l'équation  en  y  admet  donc  une  intégrale  particulière  de 
la  forme  e"^"  Q(.r),  Q(.r)  étant  aussi  un  polynôme.  Supposons  en 
particulier  que  P(-2^)  se  réduise  à  un  facteur  constant  G.  Si  a  n'est 
pas  racine   de    l'équation  caractéristique,  l'équation  (4^)  admet 

G 
l'intégrale  particulière  z  =  j- — '  et  l'équation  eny  admet  l'intégrale 

G  s  *■? 
particulière  ^r — -Si  a  est  racine  multiple  d'ordre/)  de  l'équation 
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caractéristique,  on  satisfait  à  l'équation  (4^)  en  posant 

ou 

CxP 


et  par  suite  l'équation  en  y  admet  l'intégrale  particulière  -jûJû — ^* 
En  vertu  d'une  remarque  générale  (n°  400),  on  peut  donc  trouver 
directement  une  intégrale  particulière  toutes  les  fois  que  le  second 
membre  est  la  somme  d'un  produit  d'exponentielles  par  des  po- 
lynômes. Ceci  a  lieu  en  particulier  lorsque  le  second  membre  est  de 
lafarme  cos  axV  (x),  ou  sin  axP  {x),  car  il  suffit  d'exprimer  cosa.r 
et  sina^r  au  moyen  de  e*^^'  et  de  e"**^'.  Une  fois  qu'on  a  reconnu 
par  les  considérations  précédentes  la  forme  d'une  intégrale  parti- 
culière, il  n'est  pas  nécessaire,  pour  calculer  les  coefficients  dont 
elle  dépend,  de  passer  par  toutes  les  transformations  indiquées; 
il  est  souvent  préférable  de  substituer  directement  dans  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  proposée. 

Exemple.  —  Soil  à  trouver  l'intégrale  générale  de  l'équation 

d'*Y 

(44)  F(j')  =  -r^  —  y  =  cie^-+-  be^^-\-  c  s\<\x  -+-  g  cosaa;, 

a,  b,  c,  g  étant  constants.  L'équation  caractéristique  /*  —  i  =  o  admet  les 
racines  simples  H-i,  — i,  -Ht,  —  t;  l'intégrale  générale  de  l'équation  sans 
second  membre  est  donc 

(45)  .  JK  =  Gie-^-4- C2e-^-H  C3  cosa7-|- C4  sina:. 

Nous  avons  ensuite  à  chercher  une  intégrale  particulière   de  chacune 

des   quatre   équations  obtenues   en  prenant   successivement  pour  second 

membre   ae^,   be^^,   csina;,  gco?,i.x.   Comme  l'unité   est   racine    simple 

de  f{i')  =  r*  —  1  =  0,  la  première  de  ces  équations  admet  l'intégrale  par- 

,.,       axe^        axe^  ,,  •        1     1,.         •        ^,    ^ 

ticuliere  -- — =  ;  2   n  étant   pas   racine  de  1  équation    f(r)  =  o,  la 

y  (i)        4  ^  ^  ./  V  /      î 

j     ,  .  ,  ..•      .        ,  •     ,-.       be'ix        be^^ 

seconde  équation  admet  1  intégrale  particulière  -t. — -  =  — r— • 

Dans  la  troisième  équation  F(^)=  c  sina?, nous  pouvons  remplacer  sina7 

gxi g— -cf 

ïr : j  et    nou: 

11 

chacune  des  équations 


gxi g— -cf 

par : j  et   nous   avons   à   chercher   une   intégrale  particulière   de 


F(J')  =  Ae^',         F(7)  =  -  ^-«-^'i 
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or  -+■  i  et  —  i  étant  racines  simples  de  f{r)  =  o.  nous  savons,  a  priori, 
qu'elles  admettent  respectivement  deux  intégrales  particulières  de  la 
forme  Mxe^',  fixe-^'.  La  somme  de  ces  deux  intégrales  est  de  la  forme 
x(mcosa;  -h  nsinx),  et  l'on  peut  déterminer  ces  coefficients  m  et  n  en 
substituant  dans  F  (y)  et  en  écrivant  que  le  résultat  est  identique  à  csina:, 
méthode  qui    évite    l'emploi    du   symbole  i.   On   trouve    ainsi    qu'il   faut 

prendre   m  =  —,  n  =  o.  On    trouve   de   même  que   la  dernière   équation 

F(j')  =  ^  008207    admet    l'intégrale  particulière  -^  cos  .iar.    En    ajoutant 

toutes  ces  intégrales  particulières  au  second  membre  de  la  formule  (45), 
on  obtient  l'intégrale  générale  de  l'équation  (44) 

A06.  Méthode  de  D'Alembert.  —  On  a  proposé  un  grand  nombre 
de  méthodes  pour  intégrer  les  équations  linéaires  à  coefficients 
constants,  en  particulier  dans  le  cas  où'  l'équation  caractéristique 
a  des  racines  multiples.  Une  des  plus  intéressantes,  qui  est  appli- 
cable à  beaucoup  de  questions  du  même  genre,  consiste  à  consi- 
dérer une  équation  linéaire,  où /{r)  =  o  a  des  racines  multiples, 
comme  limite  d'une  équation  linéaire  où  toutes  les  racines  de 
/(r)  =  o  seraient  distinctes.  D'une  façon  générale,  soit 

une  équation  linéaire  où  les  coefficients  «,,  «2?  ■  •  -  ■>  ««  sont  des 
fonctions  de  x  dépendant  en  outre  de  certains  paramètres  va- 
riables a,,  tta,  .  .  .,  oip.  Supposons  qu'il  existe  une  fonction /(x,r) 
jouissant  de  la  propriété  suivante  :  pour  q  valeurs  de  /•,  dépendant 
des  paramètres  a,,  aj,  .  .  .,  a^,  et  en  général  distinctes,  la  fonc- 
tion/(.r,  /•)  de  x  est  une  intégrale  de  l'équation  (46).  Soient  r,, 
Ta,  .  .  ' ,  rq  ces  q  valeurs  de  /',  de  telle  sorte  que  les  fonctions 

fi^,  r-i),    /(x,  /-î),      ..  ,,    /(x,  r^) 

forment  q  intégrales  particulières  distinctes  de  l'équation  (46) 
lorsque  les  paramètres  a,,  aj,  .  .  .,  a^,  sont  quelconques.  Si,  pour 
certaines  valeurs  particulières  de  ces  paramètres,  les  q  valeurs  /'i, 
r-i,  . .  . ,  /-^  ne  sont  pas  distinctes,  le  nombre  des  intégrales  connues 
est  diminué.  Supposons  par  exemple  que  r.y  devienne  égal  à  /•,  ;  si  r^ 
est  différent  de  /*,,  l'équation  admet  les  deux  intégrales/ (x,  r,), 
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f{x,  r-y),  et  par  suite 

f(x,  n)-  f(.T,  /-,) 
'■i  —  /i 

est  aussi  une  intégrale.  Or,  lorsque  r^  tend  vers  ;',,  la  fonction 
précédente  a  pour  limite  la  dérivée  [/^(x,  r)]r^.  Si  une  troisième 
racine  r^  devient  égale  à  r,,  nous  prendrons  de  même,  en  suppo- 
sant d'abord  /"s  un  peu  différent  de  r,,  l'intégrale 

et  cette   intégrale   a   pour  limite -[//.(a;,  /•)]r,   lorsque    /'s    tend 

vers  /',.  Le  raisonnement  est  général;  si  pour  certaines  valeurs  des 
paramètres  a,,  .  .  .,  a^,  k  des  racines  /•,,  /'a,  .  .  . ,  /'^  sont  égales 
à  /•<,  l'équation  correspondante  (46)  admet  les  k  intégrales  par- 
ticulières 

Dans  le  cas  d'une  équation  linéaire  à  coefficients  constanls,  les 
paramètres  a,,  a^  .  .  .,  ot.p  sont  les  coefficients  eux-mêmes,  et  la 
fonction  f{x,  r)  est  e'"^.  Nous  retrouvons  bien  les  résultats 
obtenus  directement. 

407.  Équations  linéaires  d'Euler.  —  Les  équations  linéaires 

d"  Y  d'^~^  Y  dy 

(47)  -"5^  +  A.:r-.^---*-...-HA„_.^^H-A«^  =  o, 

où  A,,  A2,  .  .  .,  Art  sont  des  constantes,  se  ramènent  aux  précé- 
dentes par  le  changement  de  variable  (')  a?  =  e^  Nous  avons  en 

effet,  en  observant  que  — -  =  — , 

*■       dx        X 


dy       dy  dt        i    dy 
dx  ~  dt   dx  ^  X  dt^ 

d^y         I    [d^y        dy\ 
dx^   ~  x'^\  dt"-         "Et  )' 

(')  La  théorie  générale  (n"  399)  nous  apprend  que  les  intégrales  de  l'équa- 
tion (^7)  ne  peuvent  admettre  d'autre  point  singulier  que  x  =  o.  Or  e'  ne  peut 
être  nul  pour  aucune  valeur  de  t;  les  intégrales  de  l'équation  obtenue  par  le 
ciiangement  de  variable  ^  =  c'  doivent  donc  être  des  fonctions  entières. 
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et  l'on  vérifie  aisément  de  proche  en  proche  que  le  produit  xP  -t^ 

est  une  expression  linéaire   à  coefficients  constants  par   rapport 

à-^,  77^'  •  •  •'  17"  L'équation  linéaire  proposée  se  transforme 

donc  par  ce  changement  de  variable  en  une  équation  à  coefficients 
constants. 

Il  est  inutile,  pour  obtenir  l'intégrale  générale  de  l'équation  (47)7 
d'effectuer  le  calcul  de  ce  changement  de  variable.  On  sait  en  effet 
que  l'équation  transformée  admet  des  intégrales  de  la  forme  e'"'  ; 
l'équation  proposée  admet  donc  elle-même  un  certain  nombre 
d'intégrales  de  la  forme  (e')'"  =  j:^.  En  remplaçant  y  par  ^r'"  dans 
le  premier  membre  de  l'équation  (47)?  le  résultat  de  la  substitu- 
tion est  x''f{r)^  en  posant 

/(r)  =  r(r  — !)...(/•  — n  H- I) 

-I-  Al  r(r  —  !).,.(/'  —  /7-l-'2)-f-...-4-  \n-\r-\-  \n- 

Si  l'équation  y(r)  =  o,  qui  joue  ici  le  même  rôle  que  l'équation 
caractéristique,  a  n  racines  distinctes  /•,,  r-i,  ,..,  r„,  l'intégrale 
générale  est 

si  r  est  une  racine  multiple  d'ordre  tx  de  /(r)  =  o,  à  cette  racine 
correspondent,  d'après  la  m'thode  de  d'Alembert,  les  pi  intégrales 
particulières 

xf,  —{x'')  =  x''Logx,  ....         —  =  ar'"(  Logar)H-^>. 

L'intégrale  générale  de  l'équation  (47)  est  donc,  dans  tous  les  cas, 

(48)  jK  =  a:'-.P[,,_,(Loga7)-i-...-h  a7'-tP|,i_,(Lojra7), 

/*!,  /'.j,  .  .,,  f'k  étant  les  k  racines  distinctes  de  /{r)  =  o,  {Xi, 
}*2?  .  .  . ,  jJ-A  leurs  ordres  de  multiplicité,  et  P(ji,._i  (Log  x)  étant  un 
polynôme  en  Log  x  à  coefficients  arbitraires,  de  degré  {jl/ — i. 

Si  l'on  ajoute  à  l'équation  (47)  un  second  membre  de  la 
forme  .r'"  Q(Log.r),  Q  désignant  un  polynôme,  on  démontre, 
comme  pour  les  équations  à  coefficients  constants,  que  l'équation 
obtenue  admet  pour  intégrale  particulière  une  expression  de 
même  forme,  dont  on  peut  calculer  les  coefficients  inconnus  par 
une  substitution. 
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408.  Équation  de  Laplace.  —  On  peut  quelquefois  représenter  les  inté- 
grales d'une  équation  linéaire  par  des  intégrales  définies,  où  la  variable 
indépendante  figure  comme  paramètre  sous  le  signe  intégral.  Une  des 
applications  les  plus  importantes  de  cette  méthode  est  due  à  Laplace; 
elle  concerne  l'équation 

(49)    Piy)  =  ((^o-^àQx)-^-h(ai-^bix)-^-j^^...-h(an-hbnx)y  =  o, 

dont  tous  les  coefficients  sont  du  premier  degré  au  plus.  Cherchons  à  satis- 
faire à  cette  équation  en  prenant  pour  j^  une  expression  de  la  forme 


(5o) 


y  —  f   Ze'^  dz, 

t/ii.\ 


Z  étant  une  fonction  de  la  variable  z,  et  L  un  chemin  d'intégration  déter- 
miné, indépendant  de  ce.  Nous  avons,  d'une  façon  générale, 

dPy 


-H^  =  /    Zzi'e^^  dz, 


et,  en  remplaçant,}'  et  ses  dérivées  par  les  expressions  précédentes  dans  le 
premier  membre  de  l'équation  (49),  le  résultat  est 

(5i)  F(y)=  f  Ze-^(P -h  qx)dz, 

en  posant  pour  abréger 

P  =  «0-3" -H  «1 -3"^' -H  •  •  • -+- «rt-l  2 -t- «/l  j 

Q  =  6o  z" -1- 6i  5"-ï -I- .  . . -i- 6„_,  z -f- 6„. 

La  fonction  sous  le  signe    /   dans  la  formule  (5i)est  la  dérivée  par  rap- 
port à  «  de  Ze^-^Q,  pourvu  que  l'on  ait 

(5.)'  ^^=ZP,         ou        ^.[Log(ZQ)J=:^. 

r  -  dz 

On  tire  de  cette  condition  Z  =  —  e     <>        ,  la  limite  inférieure  Zq  n'annu- 
lant pas  Q  {x).  La  fonction  Z  étant  ainsi  déterminée,  l'intégrale  définie  (5i) 

est  égale  à  la  variation  de  la  fonction  auxiliaire  V  =  e~^ZQ  =  e  '^ z„  ^ 
le  long  du  chemin  L.  Il  suffira  donc,  pour  obtenir  une  intégrale  de  l'équa- 
tion linéaire  proposée  (49),  de  choisir  la  ligne  d'intégration  L  de  façon 
que  cette  fonction  V  reprenne  la  même  valeur  après  avoir  fait  décrire  à  z 
la  ligne  L  tout  entière,  et  que  l'intégrale  (5o)  ait  une  valeur  finie  et  diffé- 
rente de  zéro. 
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Soient  a,  b,  c,  ...,  l  les  racines  de  l'équation  Qix)  =  o.  La  fonction 
auxiliaire  V  est  de  la  forme 


(53) 


V  =  ezxH-R(î)(3  _  a)»(z  —  b)?...{z—  l)'^, 


R  (z)  étant  une  fonction  rationnelle  dont  le  dénominateur  n'admet  pour 
racines  que  les  racines  a^  b,  c,  .  . .,  Z  de  Q  (x),  à  un  degré  de  multiplicité 
inférieur  d'une  unité.  Appelons  al>,  \)l>,  S,  . . .  les  lacets  décrits  autour  des 
points  a,  6,  c,  . .  . ,  dans  le  sens  direct  à  partir  d'une  origine  arbitraire,  et 
c^_i,  llb-i,  G_i,  ...  les  mêmes  lacets  décrits  dans  le  sens  opposé.  La 
fonction  V  est  multipliée  par  gïWa  lorsque  z  décrit  le  lacet  JU,  et  par 
g-2TOa  lorsque  z  décrit  le  lacet  »l._i,  et  de  même  pour  les  autres.  Il  s'ensuit 
que,  si  l'on  fait  décrire  à  la  variable  les  lacets  <JIb,  Ub,  Ai-i^  i'!>_i,  successi- 
vement, la  fonction  V  reprend  sa  valeur  initiale.  L'intégrale  définie  (5o), 
prise  suivant  ce  chemin  X  "Ob  X_i  ilb-t ,  n'est  pas  nulle  en  général  ;  elle  donne 
une  intégrale  particulière  de  l'équation  proposée.  En  associant  a  à  i  les  p 

points  a,  6,  c,  ...,  /  de  toutes  les  manières  possibles,  on  obtient^— ^- 

intégrales  qui  se  réduisent  en  réalité  k  p  —  i  intégrales  distinctes. 

On  n'a  pas  ainsi  n  intégrales  particulières.  Pour  en  obtenir  d'autres,  on 
cherche  des  lignes  L  terminées  à  leurs  deux  extrémités  à  certains  des 
points  singuliers  a,  b,  c,  ...,  l  et  telles  que  la  fonction  V  s'annule  aux 
deux  extrémités.  Si  a  est  une  racine  simple  de  Q(z)  =  o,  la  fonction  Z 
contient  le  facteur  Cz  —  «)*"■*,  et  l'intégrale  (5o;  ne  pourra  avoir  une  va- 
leur finie  lorsqu'une  des  extrémités  de  la  ligne  L  est  au  point  a  que  si  la 
partie  réelle  de  a  est  positive,  et  dans  ce  cas  V  tend  bien  vers  zéro  en  même 
temps  que  1^  —  a\.    Si   a   est    racine    multiple    d'ordre   m   deQ(z)  =  o, 

la  fonction  rationnelle  R  (.s)  contient  un  terme  de  la  forme '^^ r> 

et,  pour  être  renseigné  sur  le  module  de  V  dans  le  domaine  du  point  z  =  a, 

il  suffit  d'étudier  le  module  de  la  partie  principale  {z  —  a )«e*'~ "''""' .  Soit 

z — a  =  p(cos(p -4- t  sinœ  ),         A,„_i  =  A(costli -H  t  sin^};),         a=a'-t-a"i; 

le  module  de  la  partie  principale  est  égal  à 

g-a"?pa'gAp«-'"cos[|-'.m-i)Ç], 

Pour  que  V  tende  vers  zéro  avec  \z  —  a|,  il  suffira  de  faire  décrire  à  ;; 

une  ligne  telle  que  l'angle  o  de  la  tangente  avec  l'axe  réel  vérifie  la  con- 

j  •  •              ri/             .     ■■                            .                           ■              tl  -T-  (  2A-  -I-  I  )Tr 
dition  cosl*}^  —  {m —  i  )œ]  <o;  on  prendra  par  exemple  «p  = ^ • 

Si  l'angle  ç  a  été  pris  de  cette  façon,  le  produit  Ze--*^  tend  aussi  vers  zéro 
avec  \z  —  a\.  Opérant  de  même  avec  les  autres  points  6,  c,  ...,  l,  on  voit 
que  l'on  peut  déterminer  de  nouvelles  lignes  L,  fermées  ou  non,  donnant 
d'autres  intégrales  particulières. 
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Enfin,  on  peut  prendre  aussi  pour  lignes  d'intégration  des  courbes  s'éloi- 
gnant  à  l'infini.  On  est  encore  amené  à  déterminer  une  courbe  L  ayant  une 
branche  infinie  telle  que  la  fonction  V  tende  vers  zéro  lorsque  le  points 
s'éloigne  indéfiniment  sur  cette  branche.  Si  par  exemple  la  fraction  ration- 
nelle R  (zj  est  nulle,  et  si  l'argument  de  x  reste  compris  entre  o  et  -  >  il 
suffira  de  faire  décrire  à  z  une  branche  infinie  asymptote  à  une  direction 

faisant  un  angle  — ^  avec  l'axe  réel. 
4 
Laissant  décote  ces  généralités  ('),  considérons  en  particulier  l'équa- 
tion de  Bessel 

où  n  est  une  constante  donnée.  On  a  ici 

P  =  (5..n  +  i)z,  Q  =  I  +  22, 


et  par  suite 


L'intégrale  définie 

r  —\ 

(55)  y=j    ez^(i  +  zî)       ^dz 

•-  (L) 

est  donc  une  intégrale  particulière  de  l'équation. (5)  ),  pourvu  que  la  fonc- 

tion  e^^(  I  -\- z'^)  ^  reprenne  la  même  valeur  aux  deux  extrémités  de  cette 
ligne.  On  peut  prendre  d'abord  une  suite  de  deux  lacets  décrits,  le  pre- 
mier dans  le  sens  direct  autour  du  point  z  ^  -t-  t,  le  second  dans  le  sens 
inverse  autour  du  point  2  =  —  i.  Pour  second  contour  d'intégration  on 
peut  prendre  ensuite  une  ligne  entourant  l'un  des  points  singuliers  ±  i, 
et  ayant  deux  branches  infinies  avec  une  direction  asymptotique  telle  que 
la  partie  réelle  de  zx  tende  vers  —  oo. 

La  partie  réelle  de  la  constante  n  peut  être  supposée  positive  ou  nulle, 
car,  si  l'on  pose  ^  =  ,r-2«^^  l'équation  en  z  ne  diffère  de  l'équation  (54) 
que  par  le  changement  de  n  en  —  n.  Lorsqu'il  en  est  ainsi,  on  peut  prendre 
aussi  pour  chemin  d'intégration  la  ligne  droite  joignant  les  deux  points -t- i 
et  —  i;  du  reste,  l'intégrale  ainsi  obtenue  est  identique  à  la  première  à  un 
facteur  constant  près.  Pour  ramener  celte  intégrale  à  la  forme  habituelle, 
posons  z  =  it]  elle  devient 

e'-^'(i— /2)"     1  dt 
1 


(')    Voir  un  important  Mémoire  de  M.  Poincaré  dans  V American  Journal  of 
Mathematics,  t.  VIL 
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OU  encore 

^+1  ^_  I 

(56)  y=  cosxt(i  —  t^y    ^dt. 

«- —  1 

Nous  devons  signaler  ici  un  cas  particulier  remarquable,  celui  où  n  est 
la    moitié  d'un    nombre  impair.  Si   n   est   positif,    l'intégrale    (56)   existe 

toujours  et  peut  même  être  calculée  explicitement,  puisque  n est  un 

nombre  entier  positif.  Mais,  si  la  ligne  L  est  une  courbe  fermée,  l'intégrale 
définie  (55)  est  toujours  nulle.  11  semble  donc  que  dans  ce  cas  l'application 
de  la  méthode  générale  ne  donne  qu'une  intégrale  particulière.  Mais  on  peut 
au  contraire,  dans  ce  cas  en  apparence  défavorable,  exprimer  l'intégrale 
générale  au  mo^'en  des  fonctions  élémentaires.  Faisons,  en  effet,  la  trans- 
formation  inverse  de  la  précédente,  de  façon  que  n  soit   la    moitié   d'un 

nombre  impair  négatif.  Alors  n est  un  nombre  entier  négatif,  et  l'inté- 
grale définie  (55)  prise  le  long  d'une  ligne  fermée  quelconque  est  une  inté- 
grale particulière  de  l'équation  linéaire  (54).  En  prenant  pour  la  ligne  L 
un  cercle  ayant  pour  centre  l'un  des  points  ±i,  on  voit  que  le  résidu  de 
1 

n  —  - 

la  fonction  e^^{\  -+-  z*)  '  relatif  à  chacun  de  ces  pôles  est  une  intégrale 
de  l'équation  linéaire.  Or,  il  est  clair  que  le  résidu  relatif  au  pôle  z  =  -\-  i 
est  le  produit  de  e'-^  par  un  polynôme,  et  de  même  que  le  résidu  relatif  au 
pôle  z  =■  —  i  est  le  produit  de  e-'-^  par  un  polynôme.  Ces  deux  intégrales 
particulières  sont  distinctes,  car  leur  rapport  est  égal  au  produit  de  e"-^ 
par  une  fonction  rationnelle.  Il  est  clair  que  leur  somme  est  une  intégrale 
réelle,  ainsi  que  le  produit  de  leur  différence  par  t. 

Remarque.  —  L'équation  linéaire  à  coefficients  constants  est  un  cas 
particulier  de  l'équation  de  Laplace,  que  l'on  obtient  en  supposant  nuls 
tous  les  coefficients  6,-.  Si  l'on  suppose  de  plus  ao  =  i,  on  a  Q(z)  =  o, 
tandis  que  P  (2)  se  réduit  au  polynôme  caractéristique _/" (2).  La  méthode 
générale  paraît  en  défaut,  puisque  la  formule  qui  donne  l'expression  de  Z 
devient  illusoire.  Mais  il  suffit  d'un  peu  d'attention  pour  reconnaître 
comment  on  doit  modifier  la  méthode.  En  effet,   le   raisonnement  prouve 


que  l'intégrale  définie     /      Ze^*  dz  est  une  intégrale  particulière  de  l'équa- 

tion  linéaire,  pourvu  que  l'intégrale  définie    /      'Lf{z)e^^  dz,  prise  le  long 

de  la  même  ligne  L,  soit  nulle.  Or,  si  l'on  prend  pour  L  une  courbe  fermée, 
il  suffira  que  le  produit  Z/(3)  soit  une  fonction  holomorphe  de  z  à  l'inté- 
rieur de  cette  courbe.  Si  donc  II  (z)  désigne  une  fonction  holomorphe 
quelconque  dans  une  région  R  du  plan,  l'intégrale  définie 

C  n(-5) 
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prise  le  long  d'une  courbe  ferruée  quelconque  L,  située  dans  cette  région, 
est  une  intégrale  particulière  de  l'équation  linéaire  à  coefficients  con- 
stants. On  voit  comment  ce  résultat  dû  à  Gauchy  se  rattache  aisément  à 
la  méthode  de  Laplace. 

Il  est  facile  comme  vérification  de  retrouver  les  intégrale^  particulières 
connues.  Soit  z  =  a  une  racine  d'ordre  p  de  l'équation  caractéristique 
/■(z)  =  o.  Prenons  pour  ligne  d'intégration  un  cercle  de  centre  a  ne  ren- 
fermant pas  d'autres  racines  de/(3)  =  o,  et  soit  n(z)  une  fonction  holo- 

morphe  dans  ce  cercle.  Le  résidu  de  la  lonction  — -r-, — ^ —  ou ,  ...  , — : 

est  égal  au  coefficient  de  A/'-*  dans  le  développement  du  produit 


n(a-4-  h)e^=' 


xli 


J\{a  +  h) 
suivant  les  puissances  de  h.  Soit 
n(a  ■+■  h) 


fi(a^h) 


=  Ao-+-  A,  A-H. .  .-f-  A,,_,  hP-^-i-. 


les  coefficients  Aq,  Ai,  ...,  A^_i  sont  arbitraires,  puisque  la  fonction  Il(^) 
est  une  fonction  quelconque  holomorphe  dans  le  domaine  du  point  a.  Le 
résidu  cherché  est  donc  égal  à 


xP-  '  xf 


i.9....(/>  — r)  i.'i...(/>  — -2) 


^P-\U 


c'est-à-dire  au  produit  de  l'exponentielle  e"-^  par  un  polynôme  arbitraire 
de  degré  p  —  i  ;  ce  qui  est  bien  d'accord  avec  le  résultat  connu. 


IIL  —  INTÉGRALES  RÉGULIÈRES.  —  ÉQUATIONS  A  COEFFICIENTS 
PÉRIODIQUES. 

En  dehors  des  cas  très  élémentaires  que  nous  avons  traités,  il  est,  en 
général,  impossible  de  reconnaître,  d'après  la  forme  seule  d'une  équation 
linéaire,  si  l'intégrale  générale  est  algébrique  ou  peut  s'exprimer  au  moyen 
de  transcendantes  classiques.  On  a  donc  été  conduit  à  étudier  directement 
les  propriétés  de  ces  intégrales,  en  partant  de  l'équation  elle-même,  au 
lieu  de  chercher  à  les  exprimer  (un  peu  au  hasard)  par  des  combinaisons 
en  nombre  fini  de  fonctions  connues.  Nous  avons  déjà  reconnu  (Chap.  XV) 
que  la  nature  des  points  singuliers  d'une  fonction  analytique  est  un  élé- 
ment essentiel  permettant  dans  certains  cas  de  caractériser  complètement 
ces  fonctions.  Or  on  connaît  a  priori  (n°  399)  les  points  singuliers  des 
intégrales  d'une  équation  linéaire;  nous  allons  montrer  comment  on  peut, 
dans  un  cas  particulier  étendu  et  très  important,  faire  l'étude  complète 
des  intégrales  dans  le  domaine  d'un  point  singulier. 
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409.  Permutation  des  intégrales  autour  d'un  point  critique.  —  Soit  « 
un  point  singulier  isolé  de  quelques-uns  des  coefficients/?],  />j,  .  .  .  ,  />,i  de 
l'équation  linéaire 

d'^y  d'<-^y  dy 

nous  supposons  en  outre  que  ces  coefficients  sont  uniformes  dans  le  voisi- 
nage. Soient  G  un  cercle  de  centre  a  à  l'intérieur  duquel  pi,  /?î,  . . .  ,  /?„ 
n'ont  pas  d'autre  point  singulier  que  a,  et  Xq  un  point  intérieur  à  G 
voisin  de  a.  Toutes  les  intégrales  sont  holomorphes  dans  le  domaine  du 
pointage;  prenons  n  intégrales  particulières  yi,  yt-,  . . .  ,  yn,  formant  un 
système  fondamental.  Si  la  variable  .r  décrit  dans  le  sens  direct  un  cercle 
de  centre  a  passant  par  le  point  x^,  on  peut  suivre  le  prolongement 
analytique  des  intégrales  j'i ,  yt,  . . . ,  y„  tout  le  long  de  ce  chemin,  et  l'on 
revient  au  point  a^o  avec  n  fonctions  Yj,  Yj,  ...,  Y„  qui  sont  encore  des 
intégrales  de  l'équation  (5y);  Y,  désigne  ce  que  devient^/  après  une 
circulation  autour  du  point  a  dans  le  sens  direct.  On  a  donc,  puisque  Yi, 
Yj,  ...,  Y,,  sont  des  intégrales  de  l'équation  (ây),  n  relations  de  la  forme 

Yl  =  «Il  J'i-t-  «li^t  H-.  .  --^  «In 7/1) 

.jg.                           ,  Yj  =  an7, -(-aîî7s-l-...-f-a,„7„, 
i   1 

Y„  =  «„iji-+-  ««î72-t-.  .  .-+-  annyn, 

les  coefficients  unc  étant  des  constantes  qui  dépendent  naturellement 
du  système  fondamental  choisi.  Il  est  facile  d'avoir  la  valeur  du  détermi- 
nant D  formé  par  ces  n*  coefficients.  Nous  avons  en  effet  (n*  400) 


A(r: 


-    /       Piàx 

,jKî,  ...,7„)  =  Ge      •'■•         ; 


si  X  décrit  une  circonférence  y   de   centre   a  dans  le   sens   direct,  yi  se 
change  en  Y,-,  et  il  vient  par  conséquent 


A(Y„  Yî,  ...,  Y„)  =  A(y,,jr«,  •..,r«)« 


-  /    Piàx 


Mais  le  quotient  des  deux,  déterminants  de  Wronski  est  égal  à  D  (  n°  400), 
et  l'on  a  par  conséquent  D  =  g— 2^^'^^  R  désignant  le  résidu  de  pi  relatif 
au  pointa.  Ge  déterminant  n'est  donc  jamais  nul. 

Les  coefficients  des  formules  (58)  dépendant  du  système  fondamental 
choisi,  il  est  naturel  de  chercher  un  système  particulier  d'intégrales,  de 
façon  que  ces  formules  soient  les  plus  simples  possibles.  Gherchons  d'abord 
à  déterminer  une  intégrale  particulière  u  =  Xj^i  -\-  X^y^  -t-  . . .  h-  ^-nym 
telle  qu'une  circulation  autour  du  point  a  reproduise  cette  intégrale  mul- 
tipliée par  un   facteur  constant.    Il    faudra  pour   cela   qu'on   ait  U  =  su, 
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U  étant  la  valeur  de  u  après    la   circulation,  et  s  un  facteur  constant,  ou 

-t-  X«(a«iJKi-t-a„272-H...-l-a„„jK„)  — 5(X,jKi-i-.  •  .-hX„jk«)  =  o; 

une  telle  relation  ne  peut  exister  entre  les  n  intégrales  que  si  les  coeffi- 
cients de^i,  yt,  . .  .  ,  yn  sont  nuls  séparément.  Les  n  -f-  i  coefficients  indé- 
terminés, Xj,  Xj,  . . .  ,  X„,  j,  doivent  donc  satisfaire  aux  n  conditions 


(59) 


Xi(ait— •$)-+- X2 «21  -+-.  ..-f-X„a„i  =  o, 

Xiai2  -+- X2(a2î  — •*)+•• --t- X„a„2  =  o. 


Xi«irt 


-+-..  .-+-X„(a„„  — 5)  =  o. 


Gomme  Xj,  X2,  ...,    X,,  ne  peuvent  être   nuls  à  la  fois,  sans  quoi  l'on 
aurait  m  =  o,  on  voit  que  s  doit  être  racine  d'une  équation  de  degré  n 


(60) 


F(0  = 


t,i  — 5 
«iî 


a\u 


Uni 


atn 


o, 


que  nous  appellerons  pour  abréger  équation  caractéristique;  d'après 
une  remarque  faite  tout  à  l'heure,  cette  équation  ne  peut  admettre  la 
racine  s  =  o,  car  le  déterminant  D  des  n-  coefficients  aa-  serait  nul. 

Inversement,  soit  s  une  racine  de  cette  équation  ;  les  relations  (ôg)  dé- 
terminent pour  les  coefficients  X,  des  valeurs  non  toutes  nulles,  et  l'inté- 
grale u  =  Xj/j  -+-...  -H  X„^„  est  multipliée  par  s  après  une  circulation  de 
la  variable  autour  du  point  a.  Gela  étant,  supposons  d'abord  que  l'équa- 
tion caractéristique  ait  n  racines  distinctes  ij,  Sj,  . . . ,  s,i.  Nous  aurons  n 
intégrales  particulières  Mj,  Ut,  ...,  ««  telles  qu'après  une  circulation  dans 
le  sens  direct  autour  du  point  a,  on  ait 


(61) 


Ui  =  *iai,         {]i=SiUi, 


U„: 


U/  désignant  la  valeur  finale  de  Ui  après  la  circulation.  Ces  n  intégrales 
Ui,  Wj,  ...,  Un  forment  un  système  fondamental.  Supposons,  en  eflet, 
qu'on  ait  une  relation  de  la  forme 


(62) 


Gi  Ml -I- G.2"2-i-  . .  .-t-  G„M„  =  O, 


les  coefficients  constants  Gi,  G.^,  ...,  G,j  n'étant  pas  tous  nuls.  Après  une, 
deux,  ...,  (n  —  i)  circulations,  on  aurait  des  relations  de  même  forme 


(63) 


CiSi  Ui 
Gj  s\  Ux 

c^s'r' 


G2S2M2 

G2SI  «2 


Kj;i  S,i  U,i         —  o, 
^n^h  M,t        =  o, 


Lj„  S ,1        U,,  ■ —  O. 
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Les  relations  linéaires  (69.)  et  (63)  ne  peuvent  être  vérifiées  que  si  l'on  a 
en  même  temps  C|Mi  =0,  ...,  C„m„  =  0,  car  le  déterminant  correspon- 
dant est  différent  de  zéro. 

Il  est  facile  de  former  une  fonction  analytique  qui  est  multipliée  par  un 
facteur  constant  s  différent  de  zéro  après  une  circulation  autour  du 
pointa.  En  effet,  la  fonction  {x  —  a)'"  ou  e'-'og!.»— «i  gg^  multipliée  après 
une  telle  circulation  par  c*'^"',  et,  si  nous  déterminons  /•  par  la  condi- 
tion r=  :Log(s),   cette   fonction  (x  —  a)''  est  bien  multipliée  par  s 

après  une  circulation  autour  de  a\  toute  autre  fonction  «jouissant  de  la 
même  propriété  est  de  la  forme  kx — a)'"ç;(j'  —  a),  la  fonction  ^{x  —  a) 
étant  uniforme  dans  le  domaine  du  point  a,  car  le  produit  u(x  —  a)  '" 
revient  à  sa  valeur  initiale  après  une  circulation  autour  du  point  a.  L'inté- 
grale Uk  est  donc  de  la  forme 

au—  {x—  a)no(,(x  —  a), 

où  rji  =  .Lo^(sji).  la  fonction  cp^-  étant  uniforme  dans  le  voisinage  du 

pointa.  Dans  un  cercle  C  de  rayon  R  décrit  du  pointa  pour  centre  eloft 
les  coefficients  px,  ...,)»„  sont  holomorplies.  sauf  au  point  a,  ririté- 
grale  m;;- ne  peut  avoir  d'autre  point  singulier  que  a!  Il  en  est  donc  de  même 
de  la  fonction  o^(x  —  a),  et  le  point  a  est  pour  celte  fonction  un  point 
ordinaire  ou  un  point  singulier  isolé.  On  peut  écarter  le  cas  où  le  point  a 
serait  un  pôle.  En  effet,  si  le  point  a  était  un  pôle  d'ordre  m,  comme 
l'exposant  /•/.•  n'est  déterminé  qu'à  un  nombre  entier  près,  on  pourrait  écrire 

«^  —(x  —  a  )n-'n  [(a:  —  a  )"'  (^ni^f  —  a)], 

et  le  produit  (x  —  a)"'^k(^  —  a) est  holomorphc  pour  .t  =  a.  Si  le  point  /î 
n'est  pas  un  point  singulier  essentiel  pour  o/i{x  —  a),  on  dit  que  tV/t/<î- 
grale  est  régulière  pour  x  =  a.  On  peut  alors  supposer  que  la  fonction 
<p>i-  (^  —  «)  a  une  valeur  finie,  différente  de  zéro,  pour  x  =  a. 

410.  Examen  du  cas  généraL  —  11  reste  à  examiner  le  cas  où  l'équa- 
tion caractéristique  a  des  racines  multiples.  Nous  allons  montrer  qu'on 
peut  toujours  trouver  n  intégrales  formant  un  système  fondamental  et  se 
décomposant  en  un  certain  nombre  de  groupes  tels  que,  ^j.jKj,  . . . ,  y,, 
désignant  les />  intégrales  dun  même  groupe,  on  ait,  après  une  circula- 
tion dans  le  sens  direct  autour  du  point  a, 

(64)      Y,  =  5^,,         Y,=  5(jKj-i-rî),         •••,         Y/,  =  5(jKp-,-HjKp). 

Les  différentes  valeurs  de  s  sont  les  racines  de  l'équation  caractéristique, 
cl  à  une  même  racine  peuvent  correspondre  plusieurs  groupes  différents. 
Lorsque  les  n  racines  sont  distinctes,  cas  que  nous  venons  d'examiner 
chaque  groupe  se  compose  d'une  seule  intégrale. 

G.,  H.  39 
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Le  problème  revient  en  réalité  à  prouver  qu'on  peut  ramener  la  sub- 
stitution linéaire  définie  parles  formules  (58jà  une  forme  canonique  telle 
qu'on  vient  de  l'indiquer,  en  remplaçant  jkii  y-z,  ••■lyn  pai'  des  combi- 
naisons linéaires  convenablement  choisies  de  ces  variables.  Le  théorème 
étant  supposé  établi  dans  le  cas  de  n- — i  variables,  nous  allons  montrer 
qu'il  est  encore  vrai  pour  n. 

D'après  ce  qui  a  été  démontré  au  précédent  paragraphe,  on  peut  toujours 
trouver  une  intégrale  particulière  u  telle  qu'on  ait  U  =  [jl  u.  En  rem- 
plaçant l'une  des  intégrales,  y^  par  exemple,  par  cette  intégrale  u,  les  for- 
mules (58)  prennent  la  forme 

iU    =fi.«, 
Y,  =  biii  -h  Ù2ty2-r-...-h  b^„y,„ 
Y„  =  bu  U-+-  bniy-i  H-  ...  -I-  bn„yn- 

Si  dans  les  n  —  i  dernières  formules  nous  négligeons  les  termes  bnii^  .  .  . , 
6,1  M,  ces  formules  définissent  une  substitution  linéaire  portant  sur  les  n  —  i 
variables  ^5,. ^^'j,  ...  i.jK«.  Le  déterminant  D'  de  cette  substitution  ix  n  —  i 
variables  n'est  pas  nul,  car  le  détei minant  D  de  la  substitution  linéaire  à  n 
variables  est  égal  à  [xD',  e(  ne  peut  être  nul.  Le  théorème  étant  admis 
pour  II  —  I  variables,  supposons  cette  substitution  auxiliaire  ramenée  à  la 
forme  canonique..  Cela  revient  à  remplacer  j'?,  y^i  •••■,yii  P^''  ^  combi- 
naisons linéaires  distinctes  Zi,z-2,  ...,  z„-i  telles  que  les  formules  qui 
définissent  la  substitution  linéaire 

Y/=  6/2JK2  +  . .  •+ 6,„jK«        (i  :=  2,  3,  ...,  n) 

soient  remplacées  par  un  certain  nombre  de  groupes  de  formules  telles  que 

Si  l'on  effectue  la  même  transformation  sur  les  formules  (65),  il  faudra 
évidemment  ajouter  aux  seconds  membres  des  formules  précédentes  des 
termes  renfermant  u.  Aiiirement  dit,  nous  pouvons  trouver  n  —  i  inté- 
grales formant  avec  u  un  système  fondamental,  et  se  partageant  en  un 
certain  nombre  de  groupes  tel?  qu'on  ait,  pour  les  intégrales  ^i,  -3o,  .  .., 
Zp  d'un  seul  groupe, 

(66)  Zi  =  5^i-i- KiM,     Z^=^  s{zx-\-Zi)-{-K<iU^     ...,     l.i,=  s{z,,-^-\-  Zi)-{-Ki,ii, 

K],  K25  •  •  •  5  Ky;  étant  des  constantes.  Nous  allons  d'abord  cherchera  faire 
disparaître  le  plus  qu'on  pourra  de  ces  coefficients.  Posons  pour  cela 

ai=^l-f-Xi«,  «2=^2-1-^2")  ■•■■,  U/>=   Zp-hApU^ 

)vi,  X21  . . .  ,  ^/)  étant /?  cocITicients  constants.  Ln  calcul  facile  montre  qu'on 
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a  pour  ces  nouvelles  intégrales 

L'i  =  5tt,  -1-  [Kl  -+-  (;x  —  5)Xi]  «, 


/fi"  ^ 

'  }l]i=  .s(ui-i-^  Ui)-h[Ki-h(ii  —  s)li—sli-i]u  ù'>i); 

cela  posé,  si  ;ji  —  s  n'est  pas  nul,  on  peut  choisir  Xj,  Xj,  . . . ,  X^,  de  façon 
que  les  coefficients  de  u  dans  les  seconds  membres  soient  nuls,  et  l'on  a, 
pour  les  nouvelles  intégrales  «,, 

La  substitution  subie  par  ce  groupe  d'intégrales  après  une  circulation 
autour  de  a  est  de  la  forme  canonique.  Si  [jl  =  s,  comme  s  ne  peut  être  nul, 
on  peut  choisir  Xi,  Xî,  ...,  X/,_,  de  façon  à  faire  disparaître  les  coefficients 
de  u  dans  les  expressions  de  U?,  U3,  . . . ,  U/,.  Mais  on  peut  avoir  plusieurs 
groupes  de  variables  z,-  subissant  une  transformation  de  forme  canonique 
pour  laquelle  la  valeur  de  s  est  égale  à  ;ji.  Supposons,  pour  fi\er  les  idées, 
•qu'il  y  ait  deux  pareils  groupes,  comprenant  respectivement  p  et  q  va- 
riables. Après  le  changement  de  variables  qui  précède,  les  substitutioi\^ 
subies  par  ces  deux  groupes  sont  de  la  forme 

(I)  Uj  =  5tti  -i-  K,  «,  U»  =  5(Mj  -H  «1),  ...,  Dp  =  s{Up-h  Up-i), 

(II)  U'i  =  5m'i -4- K'j  «,       Uj  =  «(ti',-!- m',  ),        Uy=  «("Î/-+- W7-1). 

Si  K',  =  Kt  =  o,  l'on  a  trois  groupes  d'intégrales  u,(ui,Ui,  ...,  «^,), 
{«',,  «2,  .  . .,  ulj)  subissant  une  substitution  de  forme  canonique.  Soit p^q; 

K' 

si  Kl  nesl  pas  nul,  en  posant  v,-  =  U(  —  -jt-Î-  k/,  le   second  groupe  d'inté- 

Kj 

grales  est  remplacé  par  un  groupe  de  q  intégrales  p,-  subissant  une  substi- 

,     -                     .                                                         Kl  «    ,      ,  ,  . 

tution  de  forme  canonique,  et  en  posant  ensuite  Uo=  »  les  (/)-i-i)  in- 
tégrales «0,  «I,  . . . ,  U/,  forment  un  seul  groupe  subissant  une  substitution 

K'   Il 
de  forme  canonique.  Si  Ki  =  o,  K'i  n'étant  pas  nul,  en  posant  Mq  =   — — > 

•on  a  deux  groupes  d'intégrales  {ui,  Uj,  . . . ,  Up),  («o,  «i,  . . .  ,  "é)  subis- 
sant une  substitution  de  forme  canonique.  Le  théorème  énoncé  est  donc 
général  (*). 

411.  Forme  analytique  des  intégrales.  —  Il  nous  reste  à  trouver  une 
forme  analytique  propre  à  mettre  eu  évidence  la  loi  de  permutation  des 
intégrales  d'un  même  groupe  après  une  circulation  autour  du  point  a. 
Soient  j^i,  jKî,  . .  •  .Vp  un  groupe  d'intégrales  subissant  la  permutation  (64); 


(')  Four  tout  ce  qui  concerne  rappiication  de  la  théorie  des  rffVwew/vs  élëinen- 
/atres  de  ^^"eierstrdss  aux  équations  difTérentielies  linéaires,  on  pourra  consulter  le 
Mémoire  de  L.  Sauvage  {^Annales  de  l'École  Normale  supérieure,  1891,  p.  285). 
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posons  jv'A  =  {-v  —  ayz/^,  r  étant  égal  à  ;  Logs.  Les/)  fonctions  Z\,  z,,  ..., 

Sp  doivent  être  telles  qu'on  ait 

■^1  —  -^1)      /j^^i-l-  -3},  •  •  •  »         ^/;  =  Sy,—!  -f-  ;;,,. 

La  fonction  Zi  doit  donc  être  une  fonction  uniforme  oi{x —  a)  dans  le 
domaine  du  point  a.  Quant  à  la  fonction  z-,^  on  déduit  des  égalités  précé- 

2,        -                                     -,          I 
dentés  ~  =^- — l-  i;  la  didërence  — .  Log(a;  —  a)  est  donc  une  fonç- 
ai          •3|                                                 ^1          'ITZl 

tion  uniforme  'hi{x  —  a),  et  l'on  a  aussi 

^2=  ■.  Log(a:'  —  a)oi{x  —  rt)-f-tt.2(a7  —  a), 

çpj(ar  —  a)   étant  encore    une   fonction    uniforme.    D'une   façon   générale, 

posons  t  —  - — ^  Lôg(.r  —  a);  lorsque  x  décrit  un  lacet  dans  le  sens  direct 

autour  du  pointa,  <  augmente  de  l'unité,  et  ^1,^21  •••,  -/>,  considérées 
comme  fonctions  de  t,  doivent  vérifier  les  relations 

(08)      i -■(^-^•)  =  -i(0.       ^î(«-i-i)  =  ^2(0-t--.(0, 

\  Zpit-i-l)  =  Zp(t)-hZ,,^t((). 

Pour  trouver  la  solution  la  plus  générale  des  équations  (68),  nous  re- 
marquerons qu'on  peut  satisfaire  à  ces  relations. en  prenant  Zi  =  1,  Z2=  t, 
et  en  choisissant  pour  Zi(l)  un  polynôme  de  degré  i — i  en  ^  dont  les 
coefficients  se  déterminent  de  proche  en  proche.  On  facilite  le  calcul  en 
observant  que  la  relation 

Z,it-+-l)  —  Zi(f)  =  Z,:~t(t)  (l§3) 

est  vérifiée  pour  t  =  o,  1 ,  9.,  . .  . ,  i  —  3,  si  l'on  prend  pour  Zi{t)  un  poly- 
nôme de  la  forme  K/^(/  —  i)  ...  (t — 1-1-2).  Pour  qu'elle  soit  vérifiée 
identiquement,  il  suffira  qu'elle  soit  vérifiée  pour  une  autre  valeur  de  t, 
par  exemple  pour  <  =  i  —  i,  puisque  les  deux  membres  sont  des  polynômes 
de  degré  i  —  i  en  t.  On  trouve  ainsi  la  condition  (t  —  i)K,=  Kj_i,  d'où  l'on 

tire  K/  =  — : -•    Nous    obtenons    donc    une    solution   particulière  des 

U  — 1)!  * 

équations  (68)  en  posant 

,  .    ,  t{f  —  ^). .  .(t  —  i-^  -y.) 

Pour  avoir  la  solution  générale,  désignons  par  5p/t(<)  des  fonctions  telles 
qu'on  ait  ific{t  -1-  i)  =  ^k{t).  La  première  des  relations  (68)  montre  que ;:,(<) 
est  une  fonction  de  cette  espèce,  soit  <fi(^);  la  seconde  montre  de  même 
que  la  dilTérence  z^i^t)  —  ^<i{t)zx{t)  ne  change  pas  quand  on  change  t 
en/-f-i;  Zi{t)  est  donc    de   la  forme  ^2(^)  =  92  (^)  -i-  02tpi  (0-   On  peut 


(70) 
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poursuivre   le    raisonnement  de  proche  en  proche;  supposons  qu'on  ait 
démontré  que  z/i—i(t)  est  de  la  forme 

La  relation  générale  Zi{t-+-i)  —  -i(')  =  ^/-i(<)  montre  que  la  différence 

Zi{t)  —  Q,Oi^i(t)  —  %Oi-i{t  )—...— {ii^l(t) 

ne  change  pas  quand  on   change  t  en  t-+- 1  ;  la  fonction  z,{t)  est  donc  de 
la  forme 

-/( O  =  ?/•( 0 -+- 62 <f/- -1  ( 0 -^ .  •  • -- fVfi  ( 0- 

En  résumé,  la  solution   générale  des  équations  (68)  est  donnée  par  les 
formules 

-5l(0  =  ?l(«), 

3,(0  =  e,©i(0-<-?2(0. 

(69)        {  -3(0  =  6301(0 +  0,çpj(O^cpî(O, 


1  z,,{t)  =  0/,ç>,(/)H-0/,_,o,(o-^...-f-ôî»/.-i(O  +  ?/'(O> 

les  fonctions  (fi,  Çî,  ....  o,,  ne  changeant  pas  quand  on  change  /  en  ^  -f-  1 . 
Revenons  maintenant  à  la  variable  x  et  désignons   par  0/[Log(a?  — a)] 

le  polynôme  en  Logfar  —  «)  obtenu  en  remplaçant  /  par  ^^ ^.  Log  (a:  —  a) 

dans  0,(<).  Nous  voyons  que  les /)  intégrales  ^i,  j',,  ...,_;'/,  du  groupe 
considéré,  qui  subissent  la  substitution  (().î)  après  une  circulation  dans  le 
sens  direct  autour  du  point  a,  sont  représentées  par  des  expressions  ana- 
lytiques de  la  forme  suivante  : 

j2  z=  (x  —  a)'-[e2!(Log(a:  — rt)i  «ï>,(ar  —  a) -4- <ï>;(a-  —  a)], 

1 

yp=  {x  —  a)'[ei,]Los(x  —  a)[^i(x~a)-r-e,,-i  |Log(af  — «)[  *,(a7— a)-^. . .], 

^i^a:-  —  a),  ^i{x  —  a),  . . .,  ^,,(x  —  a)  étant  des  fonctions  uniformes  dans 
le  domaine  du  point  a. 

Remarquons  que  toutes  les  intégrales  de  ce  groupe  peuvent  se  déduire 
de  la  dernière  _;^;,,  qui  est  de  la  forme 

y,,=  (x—  rt)''[4/o(:r  —  a)-^iii{x-~  a)  Log(a:  —  «)  -H.  . . 

-+-4'p-i(^  — «)  j  Log(ar  —  rt)  ;/'-»], 

4^0,  '^1,  •  ■  -1  '\'i>-i  étant  des  fonctions  uniformes  dans  le  domaine  du  point  a 
dont  la  dernière  'J'p-i  est  différente  de  zéro.  D'après  les  relations  (64), 
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on  a 

Y,. 

et  par  suite  j^,,-t  est  le  produit  de  (x  —  a)''  par  un  polynôme  de  degré 
p — 2  en  Log(.r  —  a),  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  uniformes 
de  37  dans  le  domaine  du  point  a;  on  déduira  de  mémo  y, ,-2  de^;,-i,  et 
ainsi  de  suite. 

Lorsque  le  point  a  n'est  un  point  singulier  essentiel  pour  aucune  des 
fonctions  ^i,  4>î,  ...  ,  't'p,  toutes  les  intégrales  du  groupe  considéré  (70) 
sont  dites  régulières  pour  :r  =  «.  D'après  une  remarque  déjà  faite  (p.  449), 
on  peut  alors  supposer  que  toutes  ces  fonctions  <ï>/(a?  —  a)  sont  holomorphes 
pour  37  =  a,  en  remplaçant,  s'il  est  nécessaire,  /•  par  un  autre  exposant  qui 
n'en  diffère  que  d'un  nombre  entier. 

412.  Théorème  de  Fuchs.  —La  détermination  des  nombres  Sj,  Sj,  . .  .,  Sny 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  des  exposants  correspondants  ri,  r^,  ...,  r„, 
est  en  général  un  problème  très  difficile.  On  peut  obtenir  ces  expo- 
sants ri  par  des  calculs  algébriques  lorsque  toutes  les  intégrales  de  l'équa- 
tion considérée  sont  régulières  dans  le  domaine  du  point  a.  C'est  ce  qui 
résulte  d'un  important  théorème  dû  à  i\I.  Fucbs  :  Pour  que  l'équation  (Sj) 
admette    n    intégrales    distinctes,     régulières    dans    le    domaine    du 

ci"— 'y 
point  a,  il  faut  et  il  suffit  que   le  coefficient  pi   de        ^^_.   dans  cette 

équation  soit  de  la  forme  {x  —  a)-'P,(a7  —  a),  la  fonction  \''i{x  —  a) 
étant  holomorphe  dans  le  domaine  du  point  a. 

Si  P/  (a)  n'est  pas  nul,  le  point  a  est  un  pôle  d'ordre  i  pour/)/.  Mais,  si 
P,(a)  =  o,  le  pointa  est  un  pôle  d'ordre  inférieur  à  i  ;  il  peut  même  arri- 
ver que  le  point  a  soit  un  point  ordinaire  pour  quelques-uns  des  coeffi- 
cients Pi.  Les  conditions  précédentes  peuvent  encore  s'énoncer  comme  il 
suit  :  L' équation  linéaire  doit  être  de  la  forme 


(71) 


d"v  d"~^  v 

^    dx''        ^  '  ^    '  dx''-^ 


(x  —  a)Pn-i(a;)-^  -^P„{x)y  ^o, 


Pj,   P.2,    ...,    P,j   étant  des  fonctions   holomorp/ies    dans    le   domaine 
du  point  a. 

Nous  développerons  la  démonstration  dans  le  cas  d'une  équation  du 
second  ordre  seulement,  et  nous  supposerons,  pour  simplifier  l'écriture, 
a  =  o.  Dans  ce  cas  particulier,  la  première  partie  du  théorème  de  Fuchs 
s'énonce  ainsi  :  Toute  équation  du  second  ordre,  qui  admet  deux  inté- 
grales régulières  distinctes  dans  le  domaine  de  l'origine,  est  de  la  forme 

(72)  x^y -\- xV{x) y -^  Çl{x) y  —  o^ 

P{x)  et  Q(x)  étant  holomorphes  dans  ce  domaine. 
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Si  l'équation  en  s  correspondante  (60)   a  deux  racines  distinctes  S|,  5j, 
l'équation  (72)  admet  deux  intégrales  régulières  de  la  forme 

(I)  yi  =  .T';^,(x),        jK2=ar'-.92(a:), 

les  exposants  rt,  rj  étant  difTérents,  et  Oi(x),Oi{x)  étant  deux  fonctions 
holomorplies  qui  ne  sont  pas  nulles  pour  x  =  o.  Si  l'équation  en  s  a  une 
racine  double,  sans  qu'il  y  ait  de  terme  logarithmique  dans  l'expression 
de  l'intégrale  générale,  on  a  encore  deux  intégrales  particulières  de  la 
forme  précédente,  la  différence  r^  —  Tj  étant  un  nombre  entier.  On  peut 
toujours  sup[)oser  que  cette  différence  .n'est  pas  nulle;  car,  si  l'on  avait 
Tî  =  Tj,  on  remplacerait  j'2  parla  combinaison  Otfo)^»  —  ?i  (o)^i  qui  est 
divisible  par  x''i-*-^.  Enfin,  si  l'expression  de  l'intégrale  renferme  un  terme 
logarithmique  dans  le  domaine  de  l'origine,  on  peut  prendre  un  système 
fondamental  de  la  forme 

(FI)  ri  =  -^'''?i<^)»       yi=  x'->[^i(x)Log(x)-h^i{x)], 

<pi(a-)  étant  une  fonction  holomorphe  qui  n'est  pas  nulle  pour  ar=o, 
el'\ii{x)  une  fonction  uniforme  dans  le  domaine  de  l'origine,  qui  peut 
admettre  pour  pôle  le  point  x  =  o.  Tout  revient  à  démontrer  que  tou(e 
équation  qui  admet  deux  intégrales  distinctes  de  la  forme  (I)ou  delà 
forme  (II)  dans  le  domaine  de  l'origine  appartient  au  type  de  Fuchs,  La 
vérification  n'offre  aucune  difficulté,  mais  on  peut  abréger  lecalcul  comme 
il  suit.  Si  l'on  pose  y  ^=  x''<Oi(x)u,  l'équation  linéaire  en  u  obtenue  par 
cette  transformation  a  une  intégrale  générale  de  l'une  des  formes 

u  =  Ct-r-  GiX?r^(x),         M  =  Ci-+-  Cj[Log(a")  -h  r.{x)], 

■JT  (a:)  étant  holomorphe  pour  x  =  o,  ou  admettant  ce  point  pour  pôle. 
Cette  équation  est  bien  de  la  forme  (72),  car  la  dérivée  u'  est  de  la  forme 

u' =  CtxV-^{x), 

^{x}  étant  une  fonction  holomorphe  qui  n'est  pas  nulle  pour  x  =  o. 
L'équation  linéaire  en  u  est  donc 

u"        IX        ^'(x) 
u         X        C(^) 

qui  est  bien  du  type  de  Fuchs.  Or,  il  est  aisé  de  s'assurer  que  celte  forme 
se  conserve  après  une  transformation  telle  que  y  =  x''tOi{x)u;  la  pre- 
mière partie  de  la  proposition  est  donc  établie. 

Pour  démontrer  la  réciproque,  substituons  à  la  place  dey,  dans  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (72),  un  développement  de  la  forme 

(73)  ^  =  Coa:'W-C|ar''+' -+-... -f- c„ar''-*-«-+-...         (co^o), 
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et  soient 

P(t)  —  Oq—  aix-h.  . .,         Q(t)  =  b(t-+-  bix  -^. .. 

les  développements  des  fonctions  I*  et  Q.  Le  coefficient  de  x''  dans  le 
résultat  de  la  substitution  est 

[r(r  —  i)-{-aor-hba]co. 

Comnie  par  hypothèse  le  premier  coefficient  Cq  n'e«t  pas  nul,  on  doit 
prendre, pour  /■  une  racine  de  l'équation  du  second  degré 

(^y.j>rHo)  D(,-)  =  /•(/•- i)^-«o'-  +  ^'o=o. 

rtyîiht' prts  pour  r  une  racine  de  cette  équation,  on  peut  choisir  Cq  arbi- 
trairement; nous  prendrons  par  exemple  Co  =  i.  Le  coefficient  de  x''-*-/' 
après  la  substitution  est  de  même 

„-«/'f(  f'.-^  P)  (f  -^  P  —  0  --  fioir  -\- p)  -h  ho]  -^  F  =  c,,D(r-hp)-+-F, 

Fêtant  un  polynôme  à  coefficients  entiers  en  Cd,  Cj,  ...,C/,_i,  Oq,  aj,  ..., 
ap,  bo,  bi,  ...,  bp.  Faisant  successivement  /)  =  i,  a,  3,  ...,  on  pourra 
■calculer  de  proche  en  proche  les  coefficients  successifs  Cj,  Co,  ...,  c,j,  à 
moins  que  D  (/•-+- /?)  ne  soit  nul  pour  une  valeur  positive  tie  l'entier  jo, 
•c'est-à-dire  à  moins  que  l'équation  (74)  n'admette  une  seconde  racine  /•' 
égale  à  la  première  r,  augmentée  d'un  nombre  entier  positif.  Laissant  ce 
•cas  de  côté,  nous  obtiendrons  une  intégrale  particulière  représentée  par 
une  série  de  la  forme  (73),  et  dont  la  convei^ence  sera  démontrée  un  peu 
plus  loin.  Si  l'équation  D(/")  =  o  admet  deux  racines  distinctes  r,  /•',  dont 
la  différence  n'est  pas  un  nombre  entier,  la  méthode  précédente  permet 
•d'obtenir  deux  intégrales  distinctes,  et  l'intégrale  générale  est  représentée 
-dans  le  domaine  de  l'origine  par  la  formule 

.(73)  y  =  C,x'-(f(x)-\-CiXr'<\,{x), 

■o{x)   et  '\i(x)   étant  deux  fonctions    holomorphes   qui   ne  s'annulent  pas 

■pour  37  =  o. 

Il  n'en  est  plus  de  même  si  les  deux  racines  de  l'équation  (74)  sont 
égales  ou  si  leur  différence  est  un  nombre  entier.  Soient  r  et  /• — p  ces 
deux  racines,  p  étant  un  nombre  entier  [)ositif  ou  nul.  Nous  pouvons 
toujours  obtenir  une  première  intégrale  de  la  iovme  yi  —  x''<f(x).  Une 
■seconde  intégrale  j^j  ^s*-  donnée  par  la  formule  générale  (23),  qui  devient  ici 

y,2  —  X>'(D(x)    I    ; r- ^    "-  J 

'       V   ^-''\o{x)\-' 
la  somme  des  racines  de  l'équation  (74),  ou  i  —  «o»  est  égale  dans  ce  cas 
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à  2r  —  p  :  on  a  donc  «o  =P  -^  '  —  'i''  ctï  ps"'  ?uite, 

_  /(—-+-«,-)- rt„.i-+...  jrf.r 

e.'^-*'  ^      =:rî'--(p+J)S(a7), 

S(ar)  étant  une  fonction  régulière  dans  le  domaine  de  l'origine  qui  n'est  pas 
nulle  pour  x  =  o.  La  seconde  intégrale  y2  a  donc  pour  expression 


yt—  x'-<f(x)  j 


T (x)  dx 
xf'+^     ' 


T(ar)  étant  une  fonction  holomorphe,  différente  de  zéro  pour  a:  =  o. 

Soit  A  le  coefficient  de  xi'  dans  T{x);  nous  voyons  encore  que  l'inté- 
grale ^j  est  de  la  forme 

^2  =  x''o{x)    A  Loga"-i-     '  =  x>'-P^{x)  -t-  kx^^ix)  Logr, 

<|^ (a:)  désignant  une  nouvelle  fonction  holomorphe  dans  le  domaine  de 
l'origine.  Ce  résultat  est  bien  conforme  à  la  théorie  générale.  Gomme  cas 
particulier,  il  peut  se  faire  qu'on  ait  A  =o;  l'intégrale  générale  ne  ren- 
ferme pas  alors  de  logarithme  dans  le  domaine  de  l'origine.  Mais  il  est  à 
remarquer  que  cette  circonstance  ne  se  présente  jamais  lorsque  p  =  o 
[puisque  T(o)  n'est  pas  nul],  c'est-à-dire  lorsque  l'équation  (74)  a  une 
racine  double  (»). 

Il  ne  nous  reste  plus,  pour  compléter  la  démonstration,  qu'à  démontrer 
la  convergence  de  la  série  (-3)  obtenue  en  prenant  pour  r  une  racine  de 
l'équation  (74),  lorsque  la  seconde  racine  /•'  n'est  pas  égale  à  r  augmentée 
d'un  nombre  entier  positif.  On  peut,  pour  simplifier  la  démonstration, 
supposer  que  r  =  o  et  que  la  seconde  racine  /-'n'est  pas  égale  à  un 
nombre  entier  positif  ;  en  effet,  quand  on  pose  y  =  xV-z,  l'équation  ana- 
logue à  D(r)  =  o  pour  l'équation  linéaire  en  z  admet  les  racines  de 
l'équation  (74)  diminuées  de  [Ji.  Nous  supposerons  donc  qu'on  a  fait  tout 


(')  Supposons  que  les  fonctions  P(^)  et  Q{x)  dans  l'équation  (  73)  soient  des 
fonctions  paires  de  x,  et  que  la  diflérence  des  racines  de  D(r)  =  o  soit  un 
nombre  entier  impair  an  +  i;  dans  ce  cas  le  terme  logarithmique  dispurylt  tou- 
jours dans  l'intégrale  y^.  Kn  effet,  si  l'on  prend  pour  variable  indépendante 
t  =  X-,  l'équation  (72)  est  i-emplacée  par  une  équation  de  même  forme 


(72') 


\r- 


d\r 
df 


2t[i  +  pWt)]^+qWt)r 


et  les  racines  de  l'équation  analogue  à  D(r)  =  o  sont,  il  est  aisé  de  le  vérifier, 
les  moitiés  des  racines  de  D  (  r  )  =  o.  Leur  différence  n'étant  pas  un  nombie  entier, 
il  s'ensuit  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  (72')  ne  renferme  pas  de  terme 
logarithmique  dans  le  domaine  de  l'origine.  Il  en  est  donc  de  même  pour 
l'équation  (72). 
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d'abord  une  transformation  de  cette  espèce,  de  façon  que  l'équation  (74) 
admette  la  racine  /■  =  o,  la  seconde  racine  n'étant  pas  un  entier  positif.  Il 
faut  pour  cela  que  /^o  soit  nul,  et,  en  modifiant  un  peu  les  notations,  nous 
écrirons  l'équation  (7a)  de  la  façon  suivante,  en  divisant  tous  les  termes 
par  x^ 

(76)  xf^  aç,y  =  xy\  a^-\- a^x  ^ . . .)  ^  y(bi^  h-^x -\-. .  .), 

les  coefficients  ai,  ^1,  «2,  •••  n'étant  plus  les  mêmes  que  tout  à  l'heure. 
Tout  revient  à  montrer  que  cette  équation  (76)  admet  une  intégrale  holo- 
morphe  dans  le  domaine  de  l'origine,  ne  s'annulant  pas  pour  37  =  0, 
pourvu  que  i  —  ao  ne  soit  pas  un  nombre  entier  positif.  Or,  si  l'on 
cherche  à  salhîaire  formellement  à  cette  équation  par  une  série  telle  que 

(77)  7  =  n-c,a7-î-. .  .■4-c„a7«-f-. . ,, 

on  obtient,  pour  déterminer  les  coefficients  de  proche  en  proche,  des 
relations  de  la  forme 

(  ncn  ;  «  — i-f-ao  !  =  P„  i  a,,  «2,  ...,  6,,  bi,  ...,  6„,  Ci,  Ca,  ...,  Cn-t  \ 
^'^^    \  (n=.,.,  ...), 

P„  étant  un  polynôme  dont  tous  les  coefficients  sont  des  nombres  réels  et 
positifs.  Par  hypothèse,  le  coefficient  n —  i -+- «o  ne  s'annule  pour  aucune 
valeur  entière  et  positive  de  n;  nous  pouvons  donc  déterminer  un  nombre 
positif  [i  tel    qu'on    ait,    pour    toute    valeur    entière    et   positive    de    n, 

\n  —  i-i-ao|>  [^{n  -T-  \),  puisque  le  rapport  tend  vers  l'unité 

lorsque  n  augmente  indéfiniment.  Remplaçons,  d'autre  part,  les  coeffi- 
cients de  xy'  et  de  y  dans  le  second  membre  de  l'équation  (76)  par  des 
fonctions  majorantes,  et  considérons  l'équation  auxiliaire 

(79)  ix(xT  -i-  '2\')  =  xY(Xi-h  \iX^...)-^Y(Bi-\-BiX-h...). 

EnJ'cherchant  â  satisfaire  à  cette  nouvelle  équation  par  une  série  de  la 
forme 

(80)  Y  =  i-+-Ciir-f-...-4-G„a;«-h..., 

on  est  conduit  aux  relations  analogues  aux  relations  (78)  : 

(81)  nîJLC„(/n-i)  =  P„(Ai,  A2,  .. .,  Bi,  B2,  . . .,  Cl,  . . .,  G„-i). 

Si  nous  comparons  les  formules  qui  donnent  les  valeurs  des  coeffi- 
cients c„  et  G,;, 

Pn{ai,  a2-,  ...,  bi,  b.2,  ...,  Cl,  •■■■,  c„-i)  P«(Ai,  A2,  ...,  G,i-i) 

Cn  =    ; '         ^11  —   ', ,  > 

n{n  —  i-\-  Uo)  /j.jji(rt-l-i) 
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\cs  conditions  A,r;(a/j,  B/^  |  6,- 1,  \  n  —  i -hao\>  [i(n -^  i)  montrent  de 
proche  en  proche  qu'on  a 

ic,  ;<G,,         |c.|<Gi,         ...,         Ic„|<C„, 

et  il  suffira  detablir  la  convergence  de  la  série  auxiliaire  (80)  ou  de 
montrer  que  l'équation  (79)  admet  une  intégrale  holomorphe  dans  le  do- 
maine de  l'origine,  ne  s'annulant  pas  pour  x  =  o.   Si  l'on  prend  pour  les 

M  .  ... 

fonctions  majorantes  une  e\pression  telle  que »  l'équation  auxiliaire 

I 

r 

(79)  s'écrit 

xY'-^  î\'  _  M  i_. 

a;Y'-+-  V     ""   !Ji      _.r' 
r 


on  en  déduit,  après  une  première  intégration, 


M-- 

H- 

a:Y'-+-Y  =  G 


et  ensuite 


■'-''li-^)     "'"'^' 


Il  n'y  a  qu'à  prendre  C  =  o,  G  =  1  pour  avoir  une  intégrale  holomorphe 
dans  le  domaine  de  l'origine,  ne  s'annulant  pas  pour  x  =  o. 

Extension  au  cas  général.  —  La  démonstration  du  théorème  de  Fuchs 
dans  le  cas  général  peut  se  faire  d'après  les  mêmes  principes,  en  montrant 
que,  s'il  est  vrai  pour  une  équation  d'ordre  n  —  i,  il  est  encore  vrai  pour 
une  équation  d'ordre    n. 

Si  l'équation  (71)  admet  n  intégrales  particulières  se  partageant  en  un 
certain  nombre  de  groupes  de  la  forme  (70),  elle  admet  au  moins  une 
intégrale  particulière  de  la  forme  {x  —  ay  ©  {x  —  a),  <f  (a:  —  a)  étant  une 
fonction  holomorphe  dans  le  domaine  du  point  a,  et  qui  n'est  pas  nulle 
pour  X  =  a.  La  substitution  y  =  (a?  —  a)'"»  (x  —  a)  i<  conduira  à  une 
équation  linéaire  en  u,  admettant  l'intégrale  particulière  h  =  i;  la  déri- 
vée «'  satisfait  donc  à  une  équation  linéaire  et  homogène  d'ordre  n  —  i. 
Le  théorème  étant  admis  pour  une  équation  linéaire  d'ordre  n  —  i,  celte 
équation  en  u'  est  de  la  forme  de  Fuchs;  il  en  est  évidemment  de  même  de 
l'équation  en  u  et.  par  suite,  de  l'équation  en  y. 

Inversement,  considérons  une  équation  de  la  forme  (71))  où  «  =  o. 
On  satisfait  formellement  à  cette  équation  par  une  série  de  la  forme 

y  =  c^x'- -^  cix''+^ -^ . . .         (co^o); 
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en  prenant  pour  /•  une  racine  de  V  équation  déterminante  fondamentale 


{  -I- Pi(o)/-(/-  — !)...(/•  — n-f- 2J-+-.  ..-h  P«(o)  =  o 

telle  qu'aucune  autre  racine  de  la  même  équation  ne  soit  égale  à  celle-là, 
augmentée  d'un  nombre  entier  positif.  Pour  démontrer  la  convergence  de 
cette  série,  on  verra,  par  un  artifice  analogue  à  celui  qui  a  été  employé  pour 
n  =  2,  qu'il  suffit  de  prouver  qu'une  équation  linéaire  de  la  forme 

dit  M        rf"-i 

J^(x'^-^X)  =  — I^  4 r(^"-'Y) 

dx"^  ^  '  X  dx"-^  ^  ' 

I 

r 

admet  une  intégrale  holoraorphe  dans  le  domaine  de  l'origine  ne  s'annu- 
lant  pas  pour  37  =  o.  Or  cette  équation  admet  l'intégrale  particulière 
(n°' 380  et  401) 

Y  =  ; ^ r   Ç  {x-ty^-^li--Y^'  dt 

qui  satisfait  bien  à  cette  condition.  Si  l'équation  (82)  admet  n  racines 
distinctes  /'i,  /•»,  ...,  /•„,  telles  qu'aucune  des  différences  r,- — /'a- ne  soit 
égale  à  un  nombre  entier,  l'intégrale  générale  de  l'équation  linéaire  est  de 
la  forme 

y  =  CiX'tvii(x)  -+-  C2X''2tf2(x}-^-. .  .-h  G„a7'''.ç5„(a?), 

cpi,  cp2,  ...,  ©,i  étant  holomorplies  dans  le  domaine  du  point  37  =  0.  Si 
l'équation  (82)  admet  des  racines  égales,  ou,  plus  généralement,  des  racines 
telles  que  quelques-unes  des  différences  r,-  —  /•/,  soient  des  nombres  entiers, 
ces  racines  se  partagent  en  un  certain  nombre  de  groupes,  la  différence  de 
deux  racines  quelconques  d'un  même  groupe  étant  un  nombre  entier,  tandis 
que  la  différence  de  deux  racines  de  groupes  différents  n'est  jamais  un 
nombre  entier.  Soit  /■  la  plus  grande  racine  de  l'un  de  ces  groupes;  nous 
venons  de  voir  que  l'équation  (71)  admet  une  intégrale  particulière  de  la 
forme  x''o(x),  <f(x)  étant  une  fonction  holomorphe  dans  le  domaine  de 
l'origine,    et   telle   que  tp(o)  ne   soit   pas  nul.    En    posant  y  =  .Vtf{x)  u, 

puis  -z-  =  i>,  on  est  conduit  à  une  équation  différentielle  linéaire  d'ordre 

n  —  I  en  v,  qui  est  encore  de  la  forme  de  Fuchs.  Le  théorème  étant  admis 
pour  une  équation  d'ordre  n  —  1,  cette  équation  en  v  admet  n  —  i  inté- 
grales particulières  distinctes  de  la  forme 

ç  =  x^[^q{x)  -f-  'i^i{x)  Loga7  +...-!-  ^,,{x){Lo%x)i\, 

4*01  4'ii  ■■1  '^(i  étant  des  fonctions  holomorphes  pour  x  =^  o.  Si  a  n'est 
pas  un  nombre  entier,  on  voit  aisément,  par  une  suite  d'intégrations  par 

parties,  que    /  v  dx  est  une  expression  de  même  espèce  que  v.  Si  a  est  un 
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nombre  entier,   /  v  dx  contient  en  outre  un  terme  logarithmique 

C(Lojïar)7+i, 

G  étant  un  coefficient  constant.  Le  théorème  de  Fuchs  est  donc  vrai  aussi 
pour  une  équation  d'ordre  «  (•). 

•413.  Équation  de  Gauss.  —  Appliquons  la  méthode   générale  à  l'équa- 
tion 

(83)  ar(i-ar)7'+[Y-(a-t-p-+-i)a:]/-a?^  =  o, 

oiJ  a,  p,  Y  sont  des  constantes.  Les  points  singuliers  à  distance  finie 
sont  a:  =  o  et  x=i.  L'équation  déterminante  relative  au  point  a:  =  o 
est  r{r  -h  '^'  —  i  )  =  o  et  admet  les  deux  racines  r  =  o,  r  =  i  —  Y-  Si  y  n'est 
ni  nul  ni  égal  à  un  nombre  entier  négatif,  il  résulte  de  la  théorie  précé- 
dente que  l'équation  admet  une  intégrale  holomorphe  dans  le  domaine  de 
l'origine.  Pour  déterminer  cette  intégrale,  substituons  dans  l'équation  la 
série 

y  =  Cfl  -f-  Cl  a:  — . . .  -h  c„x"-h. . . 

et  égalons  à  zéro  le  coefficient  de  x"~^;  nous  obtenons  une  relation  de 
récurrence  entre  deux  coefficients  consécutifs 

rt(Y-4-n  — i)c„=  (a-H/i  — i)(P-+-n  — i)c„_,, 
ce  qui  nous  donne  pour  l'intégrale  holomorphe  la  série 

F(a,  p,  Y,  ^)  =  I-^-;^•^^ ,   .,  -^v-ln     ^'-^•••' 

ou  série   liypergéométrique^    qui   est  convergente   dans   le   cercle  Fo   de 

rayon  an  ayant  pour  oentre  l'origine.  Pour  avoir  une  seconde   intégrale, 

faisons  la  transformation  y  =  x^-^z,  ce  qui  conduit  à  une  équation  de 
même  forme 

(84)  S  a:(i  — a7)y-^-[•2  — Y-(«-4-[3-!-3  — 2y)^]-' 

1  _(a-4-i-Y)(P  +  i-7)5  =  o, 

ne  différant  de  la  première  qu'en  ce  que  a,  ^,  y  sont  remplacées  respec- 
tivement par  a  H-  I  —  y»  ?  +"  i  —  Y»  ^  —  Y*  S'  2  —  y  "'est  pas  nul,  ni  égal  à 
un  nombre  entier  négatif,  l'équation  (83)  admet  donc  la  seconde  inté- 
grale a7i-YF(a-f-  i  — y>  ?  "+"  '  ~  Yi  ^  —  Y'  ^)>  ^'  lorsque  y  n'est  pas  un 
nombre  entier  l'intégrale   générale  est  représentée  dans  le  cercle  F©  par 


(  '  )  Pour  plus  de  détails,  voir  les  Mémoires  de  Fuchs  dans  le  Journal  de  Crelle 
ou  la  Thèse  de  Jules  Tannery  {Annales  de  l'École  Normale,  2"  série,  t.  IV,  iS-ô). 
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la  formule 

(85)   7  =  GiF(a,  p,  Y,  ^)  +  C2^'-TF(a  +  i-Y,  ^-^i-y,  2  -  y,  a^)- 

Lorsque  y  est  un  nombre  entier,  la  différence  des  deux  racines  de  l'équa- 
tion déterminante  est  nulle  ou  égale  à  un  nombre  entier,  et  l'intégrale 
contient  en  général  un  terme  logarithmique  dans  le  domaine  de  l'origine. 
Nous  étudierons  seulement  le  cas  où  v  =  i  ;  les  deux  intégrales 

F(a,  p,Y,a7),     a:-i-YF(a  +  .  -  y,  p  4- i  -  y,  2  -  7,  ar) 

se  réduisent  alors  à  une  seule  F  (a,  [3,  i,  x). 

Pour  trouver  une  seconde  intégrale,  supposons  d'abord  y  un  peu  différent 
de  l'unité  Y=  '  — h,  k  étant  très  petit  :  l'équation  (83)  admet  les  deux 
intégrales 

F(a,  p,  I  —  /i,  x),     a:/'F(a  -h  h,  ^  -*-  /t,   1-4-  h,  x), 

et  par  suite  la  fraction       , 

x''F(oL  -^  /a,  P  +  h,  I  +  h,  .r)  —  F(g,  ^,  I  —  h,  .r) 
h 

est  aussi  une  intégrale.  Lorsque  h  tend  vers  zéro,  ce  rapport  a  pour 
limite  la  dérivée  du  numérateur  par  rapport  à  h,  où  l'on  aurait  fait  h  =  o. 
La  dérivée  du  facteur  cr''  nous  donne  un  terme  logarithmique  qui,  pour 
h  =  o,  se  réduit  à  F(a,  [B,  1,  ic)  Loga:.  Pour  .avoir  la  dérivée  d'un  coef- 
ficient quelconque  dans  les  deux  séries  par  rapport  à  h,  tel  que  le  coeffi- 
cient 

(a  H-  /0(a-+-/t-4-  n..-(a-f-  /t-HW  — i)(  [J-f-A)(^-4- A-ui)...([3  +  A-un  —  1) 

I  .  •>. .  .  .  /«  (  I  -H  A  )  (  51  -h  A  )  .  .  .  (  /t  -4-  A)  ' 

il  est  commode  de  calculer  d'abord  la  dérivée  logarithmique.  On  trouve 
ainsi  une  nouvelle  intégrale  qui  a  pour  expression 

/   i>,(x')  =  l<{%,  p.  i,  x)  Loga^ 

(86)  ^        a(a^^i)...(a-+-n-r)^(;3-i-n...(^^«-r) 

I  -\-  —.A/1 """ 


{\.  ■>....  ny 


ou  1  on  a  pose 


a        a-Hi  a-f-/i  —  I         [i  '     ^  ^  ,1 .-  ^ 

—  9.  I  IH h  .  .  .  + 


On  pourrait  étudier  de  la  même  façon   les  intégrales   de  l'équation    de 
Gauss  dans  le  domaine  du  point  x  =  1,  mais  il  suffit  simplement  de  remar- 
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quer  que,  quand  on  remplace  x  par  i — x,  l'équation  ne  change  pas  de 
forme;  seulement  y  est  remplacé  par  a -+-  ^ -i-  i  — y-  L'intégrale  générale 
est  donc  représentée,  dans  le  cercle  Fj  de  rayon  un  décrit  du  point  a:  =  i 
pour  centre,  par  la  formule 

^  =  C,F(a,  ?,  a  +  S  +  i-Y,  i-.r) 

-+-Cjri-a:)y  a   PF(Y_a,  Y_p,  .;  +  ,_a-3,  i-x), 

pourvu  que  y  —  «  —  ^  ne  soit  pas  un  nombre  entier. 

Afin  d'étudier  les  intégrales  pour  les  valeurs  de  x  de  module  très  grand, 

on  pose  37  =  -  >  et  l'on  est  ramené  à  étudier  les  intégrales  d'une  nouvelle 

équation  linéaire  dans  le  voisinage  de  l'origine.  Les  intégrales  de  cette 
équation  sont  également  régulières  dans  le  domaine  de  l'origine,  et  les 
racines  de  l'équation  déterminante  sont  précisément  a  et  3,  Si  l'on  pose  à 

la  fois  a:  =  -,    y  -^  t^z^  l'équation  obtenue  est  encore  de  la  forme  (^83), 

mais  p  est  remplacé  par  a  —  i  —  Y'  ^*^  V  l'^""  *  ^-  i  —  ?•  L'équation  de  Gauss 
admet  donc  l'intégrale 


ar-*  F  (  a,  a  -+-  I  —  Y,  a  -+-  I  —  ^,  -  I  : 


par  raison  de  symétrie  elle  admet  aussi  l'intégrale  qui  se  déduit  de  celle-là 
en  permutant  a  et  p,  et  l'intégrale  générale  est  représentée  à  l'extérieur 
du  cercle  Fo  par  la  formule 

JK  =  C,a:-aF  ir,  a -f- i  —  y,  a -f- i  —  3,  M 

-4- G^a:-}*  F  ('p -H  I  -  Y,  ?,  P -+- I  -  a,  ^  V 

pourvu  que  a  —  J3  ne  soit  pas  un  nombre  entier. 
Remarque.  —  Toute  équation  linéaire  de  la  forme 

(<S7)  {x  —  a)  (a-  —  b)y'' -^  {Ix  -+-  m  )y' ^t-  ny  =  o, 

où  a,  b,  l,  in^  n  sont  des  constantes  quelconques  (o  ^  b),  se  ramène  à 
l'équation  de  Gauss  par  le  changement  de  variable  ar  =  a -f-  (6  —  a)t. 
Pour  identifier  l'équation  obtenue 


(88) 


^  d*y        [la  -+-  ni        ,  \  d\- 


avec  l'équation  (83),  il  suffit  en  effet  de  poser  -'  = ; — ,  et  de  déter- 

'  b  —  a 

miner  a  et  3  par  les  deux  conditions  a  -h  3  -i-  i  =  /,  a,3  =  n. 
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414.  Équation  de  Bessel.  —  Considérons  en  particulier  l'équation 

(89)  x(i  —  kx)y"-T- (c  ~  bx)y — ay  —  o 

qui   admet    les    deux    points    singuliers  a"  =  o,  a;  ==  j»   et    que  l'on    peut 

ramener  à  l'équation  de  Gauss  par  le  changement  de  variable  Ax  =  t.  Si 
l'on  fait  tendre  le  paramètre  /c  vers  zéro,  tandis  que  a,  b,  c  tendent  vers 

des  limites  finies,  A,  B,  G,  le  point  singulier  a^  =  j  s'éloigne  indéfiniment, 
et  l'on  obtient  à  la  limite  une  équation  linéaire 

(90)  xy^(C~Bx)y—Ay  =  0, 

n'ayant  que  le  seul  point  singulier  a^  =  o  à  distance  finie.  Si  B  n'est  pas 
nul,  en  remplaçant  Ba^  par  x,  on  est  ramené  à  une  équation  de  même 
forme  où  B  =  i.  Si  B  =  o,  et  A  différent  de  zéro,  on  peut  de  même  sup- 
poser A  =  I.  En  définitive,  l'équation  (90)  peut  être  ramenée  à  l'une  des 
deux  formes  ci-dessous  : 

(91)  xy'-h{^;  —  x)y~ay^o, 

(92)  ,ry^^,y^-y  =  o. 

En  étudiant  les  intégrales  de  ces  deux  équations  dans  le  domaine  de 
l'origine,  comme  on  l'a  fait  pour  l'équation  de  Gauss,  on  est  amené  à 
introduire  les  deux  séries 

/^  /  N  "^  a(à-+-i)         , 

G  (a,  v.  X)  =  i-{ X  -f- 372-4-. . ., 

J(Y,  a?)  =  I  -t-   -  a: 


que  l'on  peut  considérer  comme  des  dégénérescences  de  la  série  hyper- 
géométrique.  Si  l'on  remplace,  dans  F  (a,   [3,  y,  x),  la  variable  x  par  /,x 

et  p  par  —,  le  coefficient  de   a;"  dans  F  (  a,  j»  y,  kx  1  a   pour  limite    le 

coefficient  de  x"'  dans  G(a,  y,  x)  lorsque  k  tend  vers  zéro.  De  même,  le 

coefficient  de  ar"  dans  F  (  t>  t'  Y,  k^x\  a  pour  limite  le  coefficient  de  a" 

dans  J(y,  x)  lorsque  k  tend  vers  zéro. 

Lorsque  y  n'est  pas  un  nombre   entier,   l'intégrale   générale  de   l'équ;  - 
tion  (91)  est  donnée  par  la  formule 

(OV  y  =  GiG(a,  y,  a7)-4-C2a,i-TG(a-+-r  — y,  2  —  y,  x), 

et  de  même  l'intégrale  générale  de  l'équation  (92)  est 

(94)  j'^.CiJCy,  a:)-)-C2a7i-TJ(2-y,  a-), 
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et  ces  formules  sont  valables  dans  tonte  l'étendue  du  plan.  Si  y  est  un 
nombre  entier,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (92)  renferme  toujours 
un  terme  logarithmique.  Par  exemple,  si  y^  !>  on  obtiendra  une  inté- 
grale différente  deTli,  a:)  en  cherchant  la  limite  pour /i  =  o  du   rapport 

T''i(  I  —  /i.  x)  —  J(i —  h.  .t) 


h 
ce  qui  donne,  pour  expression  de  l'intégrale  générale, 

v=c.J(.,.)+c,|J(^.)Log.-.^(I+A+...-^fJ^^  .]^;;^^,J. 

On  peut  ramener  à  l'équation  (gi.)  une  équation  linéaire  qui  se  présente 
dans  un  grand  nombre  de  questions  de  Physique  mathématique.  Posons 

dans  l'équation  (gî)  x  = -;  en  remplaçant  y  pai"  n-hi,  l'équation  ob- 
tenue est  identique  à  l'équation  déjà  étudiée  (n"  408^ 

d^  y  ri  Y 

(95)  .^+(.n  +  .)-^-..j  =  o; 

si  dans  cette  nouvelle  équation  on  pose  encore  ^  =  i^-"  5,  on  obtient  une 
nouvelle  forme  de  l'équation  de  Bessel 

Les  trois  équations  (92),  (93),  (96),  où  -'  =  «-+-  i,  sont  donc  absolument 
équivalentes  l'une  à  l'autre.  Si  a  n'est  pas  un  nombre  entier,  l'intégrale 
générale  de  l'équation  de  Bessel  (gO)  est  d'après  cela 

^  =  C|^«J  |«  -t-  I, T  )  -^  Gî<-"J  (  I  —  «,  —  —V 

On  a  démontré  plus  haut  (n"  408)  que  si  n  est  la  moitié  d'un  nombre 
impair  l'intégrale  générale  de  l'équation  (gâ)  s'exprime  au  moyen  de 
transcendantes  élémentaires.  La  transcendante  J(y,  x)  se  ramène  donc 
à  la  fonction  exponentielle  lorsque  y  est  la  moitié  d'un  nombre  impair. 

Remarque.  —  L'équation  étudiée  par  Kiccati 

(97) H  Am?— Ba:'"  =  o, 

où  A,  B,  ni  sont  des  constantes  données,  peut  aussi  se  ramener  à  l'une  des 
équations  équivalentes  (92),  (gâ),  (96).  On  a  vu  plus  haut  en  effet  (n°402) 

que    l'intégrale    générale    de   l'équation  (97)  est—  —  >  z   étant  l'intégrale 

\  z 

G.,  II.  3o 
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générale  de  l'équation  linéaire 

d^  z 

(98) PlBx"'z  —  o. 

Si  dans  cette  dernière  équation  on  fait  le  changement  de  variable  x  =  \tV-^ 
X  et  [ji  étant  deux  coefficients  indéterminés,  elle  devient 

(99)  t-j^  _  ([ji  _  |)_r  _  ABX'«+«  [ji2^('«+ï)iA-is  =  o; 

pour    qu'elle    soit    identique    à    l'équation    (gS),    il    suffira    de    prendre 

2 
u=  ,    et  de   déterminer  X  par  la  condition   ABX'""^2u-= — i.    La 

valeur  correspondante  de  n  est  —  —  ou •  On  peut  donc  exprimer 

■i  m  -h  1 

en  termes  finis  l'intégrale  générale  de  l'équation  de  Riccati  (97)  toutes  les 

fois  que est  la  moitié  d'un  nombre  impair  positif  ou  négatif  2  f  -H  i , 

m  -h  i  ' 

c'est-à-dire  toutes  les  fois  que  m  est  égal  à  :  »  i  désignant  un  nombre 

entier  positif  ou  négatif. 

41S.  Équations  de  M.  E.  Picard.  —  Etant  donnée  une  équation  difle- 
rentielle  linéaiie  à  coefficients  méromorphes,  on  peut  reconnaître,  d'après 
la  méthode  de  M.  Fuchs,  si  l'intégrale  générale  est  elle-même  une  fonction 
méromorphe.  Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  :  i"  que  les  intégrales  soient 
régulières  dans  le  domaine  de  chacun  des  points  singuliers;  2"  que  toutes 
les  racines  de  l'équation  déterminante,  relative  à  l'un  quelconque  de  ces 
points  singuliers,  soient  des  nombres  entiers;  enfin  que  tous  les  termes 
logarithmiques  disparaissent  dans  l'expression  de  l'intégrale  générale  au 
voisinage  d'un  point  singulier. 

Supposons  toutes  ces  conditions  remplies.  L'intégrale  générale  est  alors 
une  fonction  uniforme  méromorphe  dans  tout  le  plan.  Si  les  coefficients 
de  l'équation  sont  des  fonctions  rationnelles,  les  points  singuliers  aj, 
Ui,  ...,  a„  sont  en  nombre  limité.  Pour  que  l'intégrale  générale  soit  une 

fonction  rationnelle,  il  suffira  que  l'équation  obtenue  en  posant  a*  =  -  ait 

elle-même  toutes  ses  intégrales  régulières  dans  le  domaine  du  points  =  o, 
car  l'intégrale  générale  étant  uniforme  ne  peut  renfermer  de  terme  loga- 
rithmique ni  de  puissance  fractionnaire  de  t.  Lorsque  cette  dernière  con- 
dition est  remplie,  on  peut  obtenir  l'intégrale  générale  par  un  calcul 
d'identification.  En  effet,  soient  —  nti  la  plus  petite  racine  de  l'équation 
déterminante  relative  au  point  x  =  ai  et  N  la  plus  petite  racine  de  l'équa- 
tion déterminante  relative  au  point  /  =  o  pour  l'équation  transformée.  Il 
est  clair  que  le  produit  d'une  intégrale  quelconque^  par 

(x  —  a,)"'.(3-  — aî)'«».  .  .{x  —  Un)'"" 
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est  une  fonction  rationnelle  n'ayant  plus  aucun  pôle  à  distance  finie,  c'est- 
à-dire  un  polynôme  l^(^),  dont  le  degré  est  au  plus  égal  à 

nii-i-  m-y-h. . .-{-  nin —  N. 

Connaissant  une  limite  supérieure  du  degré  de  ce  polynôme,  il  suffira,  pour 
déterminer  les  coefficients,  de  remplacer  y  par  une  expression  telle  que 
P(a7)n(a:  —  a/ )-"*<,  où  P(x)  est  le  polynôme  le  plus  général  de  ce  degré, 
dans  le  premier  membre  de  l'équation  proposée,  et  d'écrire  que  le  résultat 
est  identiquement  nul. 

M.  Emile  Picard  a  fait  connaître  un  autre  cas  très  important  où  l'inté- 
grale générale  s'exprime  au  moyen  de  transcendantes  classiques  :  Lorsque 
l'intégrale  générale  d'une  équation  différentielle  linéaire  et  homo- 
gène, dont  les  coefficients  sont  des  /onctions  elliptiques  de  la  variable 
indépendante  (admettant  les  mêmes  périodes),  est  une  fonction  méro- 
morphe,  cette  intégrale  s'exprime  au  moyen  des  transcendantes  de  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Pour  simplifier  l'écriture,  je  développerai  la  démonstration  pour  une 
équation  du  second  ordre  seulement.  Soient^",  (x),fi  (x)  deux  intégrales 
distinctes  d'une  équation  linéaire  et  homogène  y" -^p(^)y'-+-  q{^)y  =  o, 
où  p{x}  et  qix)  sont  des  fonctions  elliptiques  de  périodes  au»  et  9.aj'. 
Par  hypothèse,  y"t  (x)  elft  (x)  sont  des  fonctions  uniformes  méromorphes. 
L'équation  proposée  ne  changeant  pas  quand  on  remplace  x  par  a^-f-210, 
fi(x-\-i(a)  elfi{x-+-'i(o)  sont  aussi  des  intégrales,  et  l'on  a  les  relations 

(100)    f{x-+-'ii»)  =  afi{x)-hbft{x),      fi{x-^-na)  =  cfi(x)-{-dfi(x), 

u,  b,  c,  d  étant  des  coefficients  constants  dont  le  déterminant  ac^  —  bc  n'est 
pas  nul;  car  si  l'on  avait  ad — bc  =  o,  on  en  déduirait  entrey*! (a* -+- acu) 
ety"j(a:  -f-  aw)  une  relation  de  la  forme  C^fix  -+-  lOi)  ■+■  C^ftix  -+-  aco)  =  o, 
Cj  et  Cj  étant  des  coefficients  constants  dont  l'un  au  moins  est  dilTérent  de 
iéro,  ce  qui  est  impossible  puisque /i  et/j  sont  deux  intégrales  distinctes. 
]*our  la  même  raison,  on  a  un  autre  système  de  relations 

<ioi)    fr{x-\--îui')  =  a'fi(x)^b'fi(x),      f^ix -h -21»')  =  c'fi(x)  +  d'fi(x), 

a,',  b'.  c',  d  étant  des  coefficients  constants,  et  a' d'  —  b' c'  n'étant  pas 
nul.  Cherchons  comme  au  n"  409  une  intégrale  ^(x)  =  X/t(a")  -1-  iifi{x) 
telle  que  o(x  -i-  lUi)  =  s'.o{x).  Nous  avons  pour  déterminer  X,  ;ji,  s  les 
■deux  équations 

X(a — 5)-f-;i.c  =  o,         Ab  -+-  iJ.{d  —  s)  =  o, 

■d'où  l'on  déduit  pour  s  l'équation  du  second  degré 

F{s)  =  S-—  (a-\-  d)  s  -{-  ad  —  bc  =  o. 

Si  cette  équation  a  deux  racines  distinctes  5t,  5j,  il  existe  deux  intégrales 
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distinctes  cpi(a:),  cp2  (^)  telles  que  l'on  ait 

(i02)  cpi(a;  +  2to)  =  Sicp,(:i-),         o,(.z -i- 'nu)  =  S2^z(.t), 

et  les  relations  (loi)  sont  rem|)lacées  par  deux  relations  de  même  forme 

(io3)     çp,(a7  +  2a)')  =  A-cp)(a;)-i- /tp2(:r),        (^^(x -+- Q.ui')=z  m(fi(x) -i- no^ix). 

Gela  posé,  nous  pouvons  au  moyen  des  relations  (loi)  et  (io3),  obtenir 
deux  expressions  différentes  pour  Oi(x  -+■  iio  -+-  210')  et  ^2{x  -i-  2w  -f-  2w'). 
Nous  avons  d'une  part 

nous  pouvons,  en  procédant  dans  l'ordre  inverse,  écrire  aussi 
(p,(a:4-2W-h2w')  =  A-  cj),(a:-+-2w)4-  /«)2(^  +  2  0))  =  /.-5i  cp,(a;)-^-/52«f2(^)• 
Ces  deux  expressions  devant  être  identiques,  on  a  /  =  o,  puisque  «i — s^ 
n'est  pas  nul,  et  l'on  prouverait  de  même  que  l'on  a  m  =  o,  en  prenant 
les  deux  expressions  de  cp2(a: -(- 210 -1- 210').  Les  intégrales  91  (^),  Ç>2(^) 
sont  donc  des  fonctions  méromorphes  qui  se  reproduisent  multipliées  par 
un  facteur  constant  quand  la  variable  x  augmente  d'une  période;  ce  sont 
des  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce.  Toute  fonction 
méromorphe   çp  (a?)  jouissant  de  cette  propriété    s'exprime  au  moyen  des 

.....  -1  •  ^'(^)  c 

transcendantes  p,  t,  a,  car  la  dérivée  logarithmique  -:— — -  est  une  fonction 

elliptique,  et  nous  avons  vu  que  l'intégration  n'introduit  aucune  transcen- 
dante nouvelle  (n"  333).  On  peut,  du  reste,  le  démontrer  sans  aucune  inté- 
gration. Soit  ^(x)  une  fonction  méromorphe  telle  que  l'on  ait 

'^{x  -+-  2(0)  =  fi  tp(^),         œ(a;  -I-  20)')  =  [i.'  'f  (07)  ; 

'^  {  X Ci  ^ 

considérons  la  fonction  auxiliaire  iiix)  =e?-'^ ■ ,  a  et  pétant  deux 

:^(x) 

constantes  quelconques.  D'après  les  propriétés  de  la  fonction  tf  (  n"  330)  on  a 

<\l{x  -+-  2W)  =  e2«P-2';atl;(.r),  ^(X  -+-  2W')  =   e2w'p-2Y)'a  ^  (  ^  )_ 

Pour  que  le  quotient  - — --  soit  une  fonction  elliptique,  il  suffit  que  Ion 

ii{x) 

atit 

2wp  —  iaq  =  Log[JL,         2w'p  —  lar/  :=  Log  fji', 

relations  qui  déterminent  p  et  a  (voir  p.  187).  On  remarquera  que  l'on  peut 
prendre  a  =  o  si  Logjj.  et  Log[i.'  sont  proportionnels  aux  périodes  corres- 
pondantes 2W,  20j'. 

Arrivons  au  cas  où  l'équation  F(5)=  o  a  une  racine  double  s.  On  peut 
trouver  deux  intégrales  distinctes  cfi(.r),  Ç2(^)  telles  que  l'on  ait  (n"  4-10) 

(io4)     Oi{x-h-i.u})  =  soi{x),         cp2(a7-f- 2w)  =  5(p5(a;)-l-  Gcpi(ar); 
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si  C  =  o,  toutes  les  intégrales  de  l'équation,  et  en  particulier  f\{x) 
elf-iix),  sont  multipliées  par  s  lorsque  x  augmente  de  2w.  On  cherchera 
alors  une  combinaison  \f\{x)  -i-  \Lfi{x)  qui  se  reproduise  multipliée  pars' 
lorsque  x  augmente  de  ita' .  On  trouvera  ainsi,  en  partant  des  formules  (  io3), 
deux  intégrales  distinctes  fi(a:),  Oz{x),  telles  que  l'on  ait 

^\{x  -+■  210')  =  s\<^i{x),         (p2(a;-i-2to')  =:  s\oi{x), 


<pi(ar-t-  2co')  =  s'cpi(a'),         o^^x  -^  itx>' )  =  s' ^i{x)  ->t-  C'cpi(a?), 

C  n'étant  pas  nul.  Dans  le  premier  cas,  les  intégrales  <pi(a:),  ^î{x)  sont 
encore  des  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce.  Dans  le 
second  cas,  l'intégrale  çi  {x)  est  seule  une  fonction  doublement  périodique 

de  deuxième  espèce.  Quant  à  l'intégrale  ai,(ar),  le  rapport  ^— - — -  augmente 

d'une  constante  C  lorsque  x  augmente  de  9.  w'  et  ne  change  pas  lorsque  x 
augmente  de  lui.  Or  la  fonction  h.^{x)  H-  Ba".  où  A  et  B  sont  deux  coeffi- 
cients constants,  possède  la  même  propriété  pourvu  que  l'on  ait 


2Ar^-+-2Bl0:=O, 


■i  Ar/-f-  2Bto'=  C. 


La  différence  -*-^  —  A  ^{x) —  Bar  est  donc  une  fonction  elliptique. 
?» 
Lorsque  le  coefficient  C  n'est  pas  nul  dans  les  formules  (  io4),  on  a  entre 
les  intégrales  çpi(ar),  çjfar),  cp,  (ar -i- aw'),  çp j ( ar -i- 210' )  des  relations  de  la 
forme  (Jo3),  et  l'on  peut  encore  en  déduire  deux  expressions  différentes 
pour  (p,(a: -+- 20) -I- 2tJ>')  et  9j(j: -H  2«i> -+- 210').  En  écrivant  qu'elles  sont 
identiques,  on  obtient  les  conditions  /  =  o,  A  =  «.  L'intégrale  <^\{x) 
est  encore  doublement  périodique  de  seconde  espèce.  Quant  à  l'inté- 
grale cp2(a;),  on  a  les  deux  relations 


Gî(  j" -+- 2  0))  _  Oî(a7)        c 

Vix(X  -1-  2W)  <^\{X)  S  ' 


oi(x -~  iiti')  ^iix)        m 

o ,  (  a-  -)-  2  to'  )        9 1  (  ar  )         k 


Déterminons  comme  tout  à  l'heure  les   deux   coefficients  A  et  B  de  façon 
que  l'on  ait  2  A  t,  -t-  2  B  w  =  -  >  2  A  t/  -i-  2  B  w'  =  —  ;  la  différence 


^i(x) 


—  A!^(a:)  —  Bx 


est  encore  une  fonction  elliptique.  On  voit  donc  que   l'intégrale  générale 
est  dans  tous  les  cas  réductible  aux  seules  transcendantes  e^,  pa?,  tx^  dx. 
Prenons  par  exemple  Véquation  de  Lamé 


(io5) 


^  —\n{n  -h\)px^h]y  =  o. 


dont  l'intégration  effectuée  par  ÎM.  Hermile  a  été  le  point  de  départ  de  la 
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théorie  précédente  {n  est  un  nombre  entier,  h  une  constante  arbitraire). 
L'intégrale  générale  de  cette  équation  est  une  fonction  méromorphe.  En 
effet,  les  seuls  points  singuliers  sont  l'origine  et  les  points  2  /«w  -f-  ini' lo'- 
Dans  le  domaine  de  l'origine,  les  intégrales  sont  régulières,  et  les  racines 
de  l'équation  déterminante  sont  r' =  —  n,  r"  =  n-i-i.  Leur  différence 
est  un  nombre  entier  impair,  et  le  coefficient  de  ^  est  une  fonction  paire; 
donc  l'expression  de  l'intégrale  générale  ne  renferme  pas  de  terme  loga- 
rithmique [voir  la  note  de  la  page  437). 


416.  Équations  à  coefficients  périodiques.  —  On  rencontre,  dans  d'im- 
portantes questions  de  Mécanique,  des  équations  linéaires  à  coefficients 
périodiques,  dont  nous  indiquerons  rapidement  les  principales  propriétés. 
Soit 


(106) 


-Pi 


d"-\y 


-<-... -f- />„JK  =  o 


une  équation  linéaire  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  continues  de 
la  variable  réelle  t,  admettant  une  période  a»,  que  nous  pouvons  toujours 
supposer /J05t7tVe.  Si  les  intégrales  jj'i  (<),  ^'2  ('),  •••iyn{f-)  forment  un 
système  fondamental,  il  est  clair  que  jki  (^-i-  w),  ^j(^  -H  (o),  ... , yni  t-\-  tu) 
sont  aussi  des  intégrales  de  l'équation  (106),  puisque  cette  équation  ne 
ciiange  pas  quand  on  change  t  en  t  -\-  «o,  et  l'on  a  par  conséquent  n  rela- 
tions de  la  foime 


(107)     J'/(^H-w)  =  «jiJKi(0  +  «/2jK2(0- 


■a'inynit)      (1  =  1,2,  ...,  n). 


Le  déterminant  H  des  coefficients  a,/,  est  différent  de  zéro  ;  on  voit,  en 
effet,  en  reprenant  le  raisonnement  de  la  page  1447;  que  ce  déterminant  a 
pour  valeur 

(108)  l{  =  e  J'         . 

Les  formules  (107)  définissent  une  substitution  linéaire  à  coefficients 
constants,  dont  le  déterminant  n'est  pas  nul.  Nous  sommes  donc  conduits  à 
une  étude  tout  à  fait  pareille  à  celle  qui  a  été  faite  en  détail  aux  n"'  410-411. 
Au  lieu  de  faire  décrire  à  la  variable  complexe  x  un  circuit  dans  le  sens 
direct  autour  d'un  point  singulier  a,  la  variable  t  décrit  un  segment  de 
l'axe  réel,  de  longueur  co.  Il  résulte  de  cette  étude  que  l'on  peut  toujours 
choisir  un  système  fondamental  d'intégrales  de  façon  queles  formules(io7) 
se  réduisent  à  une  forme  canonique  simple.  La  formation  effective  de  ce 
système  dépend  avant  tout  de  la  résolution  de  l'équation  caractéristique 


(109) 


F(*) 


a\,i 

(lin 
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dont  toutes  les  racines  sont  différentes  de  zéro,  puisque  leur  produit  est 
égal  au  déterminant  H,  dont  on  vient  d'écrire  la  valeur.  Si  les  n  racines  de 
cette  équation  sont  distinctes,  il  existe  un  système  fondamental  d'intégrales 
telles  que  les  formules  (107)  prennent  la  forme 

(no)        ^i(^-+-w)  =  5,^,(0,         ...,        JK«(<-+- w)  =  S;,^„(0. 

Lorsque  l'équation  (109)  a  des  racines  multiples,  on  peut  toujours  trouver 
un  système  fondamental  d'intégrales  se  décomposant  en  un  certain  nombre 
de  groupes,  les/)  intégrales_^j,  ^i,  ...,  y,,  d'un  même  groupe  satisfaisant 
à  des  relations  de  la  forme 

(,„)  ,rî(^^-wj  =  s[(^,(^)^-^,(OJ, 

yp{t-+-M)  =  s[yf,{t)-\-y,,-i(t)]. 

Pour  trouver  les  expressions  de  ces  intégrales,  cherchons  d'abord  la 
forme  générale  d'une  fonction  uniforme  et  continwey  f /),  telle  que  l'on  ait 
/(t  H-  w)  =:  s/{  t),  le  facteur  5  n'étant  pas  nul.  Soit  a  une  détermination 

de  —  Logi  ;  il  est  clair  que  le  produit^(  /)  e   *'  admet  la  période  w,  et  par 

suite  f(f)  est  de  la  forme  f(t)  =  e»'o(/),  o(t)  étant  une  fonction  con- 
tinue de  période  u).  Cela  posé,  si  Si  est  une  racine  de  l'équation  caracté- 
ristique, nous  poserons  a,-  =  —  Logs,-  ;  les  constantes  a/,  qui  ne  sont  déter- 

minées  qu  a  des  multiples  près  de >  sont  les  exposants  caracté- 
ristiques. Les  parties  réelles  de  ces  exposants,  qui  sont  déterminées  sans 
ambiguïté,  sont  les  nombres  caractéristiques.  Lorsque  l'équation  (109)  a 
n  racines  distinctes  Si,  s^,  ,..,  s„,  l'équation  (106)  admet  donc  n  inté- 
grales particulières  distinctes  de  la  forme 

(112)    7,  =  e«.'(p,(0,        y-i=e=^^'^.(t),         ...,        ^„=e»-.'cp„(0, 

aj.  aj,  ...,  a„  étant  les  exposants  caractéristiques,  et  cpi,  Çj,  ...,  o„  des 
fonctions  continues  de  période  w. 

Dans  le  cas  général,  il  nous  suffit  évidemment  d'avoir  les  expressions  des 
intégrales  d'un  groupe  vérifiant  les  relations  (m).  Or,  si  l'on  pose,  dans  ces 

relations,  K,  =e^'z/,  a  étant  égal  à  —  Log*,  elles  deviennent 


(111/ 


Ziit^  (m)  =  Zi  (t), 
Ziit^M)  =  Z.,(t)^Zi(t), 
'  •     : 

Z,,(t  -h  W)  =  Z,,(t)  -f-  Z,,..i(t). 
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Lorsque  t  augmente  de  w,  la  variable  t  =  —  augmente  de  l'unité,  et,  en 

prenant  x  pour  nouvelle  variable,  nous  sommes  ramenés  à  un  problème 
résolu  plus  haut  (n"  4H).  Posons 

P/(0  = ^1771 (t  =  I,  2,.  ..,/>), 

les  expressions  générales  des  fonctions  yi,  y^,  . . . ,  y/,  sont  les  suivantes  : 

l  y^  =  e^t^,{t),        72=e«'[P,(0?i(0  +  ?2(0]--- 

(u3)  <  y,{t)  =  e^^{?i-,{t)^,{t)-^Vi-^{t)o^{t)-^...-^V,{t)'^i^,{t)^Oi{t)\ 

Vil  fa»  •  •  •  5  <Pp  étant  des  fonctions  continues  de  période  oj,  dont  la  première 
fi{t)  n'est  pas  nulle.  On  peut  remarquer  encore  ici,  comme  au  n"4H,  que 
toutes  ces  intégrales  peuvent  se  déduire  de  la  dernière  du  groupe.  En  effet, 
Zp-tit)  est  égal  à  la  différence  z,,(t-+-ui)  —  z,,{t);  on  a  de  même 
Zp-2{t)  =  Zp-x  (t -+- lù)  —  Zp-x(t),el  ainsi  de  suite.  Nous  pouvons  donc 
encore  écrire  les  formules  (ii3) 

yp(t)      =e^izp{t), 
(i'4)  {yp-.,(t)=e=^'\,(zp), 


\  yx{t)        =e^'\p-x(zp), 


Ai(5/,),  \z(Zp),  ...  désignant  les  différences  successives  de  2/,(<)  quand  on 
change  f  en  t  -h  oj.  Observons  que  Zp(t)  est  un  polynôme  en  t  de  degré/»  —  i, 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  périodiques  de  t  ;  les  diftérences  suc- 
cessives ^i{zp).  \i(Zp),  ...  sont  des  polynômes  de  même  espèce  de  degrés 
décroissants,  la  p'"""^  différence  étant  nulle.  Désignons  par  Dzp,  D^Zp,  . . ., 
D^Zp  les  dérivées  successives  de  Zp  prises  par  rapport  à  i,  en  considérant  les 
coefficients  de  ce  polynôme  comme  des  constantes.  D'après  la  théorie  des 
différences,  on  sait  que  les  différences  successives  Aj  (-Sp),  ^zizp),  ...  sont 
des  combinaisons  linéaires  à  coefficients  numériques  des  dérivées  Dzp, 
D^;;,,,  ...,  D'-Z/,,  et  réciproquement  (1).  On  peut  donc  remplacer  le  système 


(')  Sans  avoir  recours  à  celle  ihéorie,  on   peul  remarquer  que  la  formule   de 
Taylor  donne  de  proche  en  proche 

les  termes  non  écrits  ne  renfermant  que  les  dérivées  D'+',  ....  On  peut  donc 
inversement  exprimer  les  dérivées  D.-  comme  fonctions  linéaires  des  diffé- 
rences A,,  Aj,  .... 
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d'intégrales  (ii4)  pa'"  le  système  équivalent 
(n5)  '  Y^_î(0    =e=^'D^-z,., 


Y,(0        =e«'D/'-»>5, 


Remarque  I.  —  Les  intégrales  du  groupe  (ii3),  correspondant  à  l'ex- 
posant caractéristique  a,  tendent  toutes  vers  zéro  lorsque  t  croît  indéfini- 
ment par  valeurs  positives,  pourvu  que  la  partie  réelle  de  a  soit  négative 
et  dans  ce  cas  seulement.  Pour  que  toutes  les  intégrales  de  l'équation  (io6) 
tendent  vers  zéro  lorsque  t  croît  indéfininient,  il  faut  et  il  suffit,  par  con- 
séquent, que  tous  les  nombres  caractéristiques  soient  négatifs,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  que  toutes  les  racines  de  l'équation  (109)  aient  leurs 
modules  inférieurs  à  l'unité. 

Remarque  II.  —  Soit  s  une  racine  réelle  et  positive  de  l'équation  (109); 

il  est  naturel  de  prendre  pour  a  la  détermination  arithmétique  de  —  log*. 

Si  les  coefficients  de  l'équation  (106)  sont  réels,  il  en  sera  évidemment  de 
même  des  intégrales  ^i,  y^,  . , .  ,  v^,  du  groupe  (ii3)  et  par  suite  des  fonc- 
tions   périodiques    (pi  (/ ),  <?i(0»    Soit    5  =  À -f- ;ji  /  —  1    une    racine 

d'ordre  yo  de  l'équation  (109),  où  fi.  j<^  o,  et  a  =  a' -*- a' y/ — i  une  détermi- 
nation correspondante  de  l'exposant  a.  Au  groupe  d'intégrales  (ii3>  on 
peut  ajouter  un  groupe  conjugué  qu'on  obtiendra  en  remplaçant  a  par 
a'  —  a"  y/  —  I ,  et  les  fonctions  ç,-  (  /  )  par  les  fonctions  conjuguées.  Il  est  clair 
qu'en  combinant  linéairement  ces  ip  intégrales  2  à  2  on  en  déduira  un 
système  de  ip  intégrales  réelles. 

Enfin  supposons  que  s  soit  une  racine  réelle  et  négative  ;  on  peut  écrire 
la  valeur  de  a  =  a' -+- Tt  v/ — i,et  à  celte  racine  correspond  une  intégrale 
particulière  de  la  forme 

y  =  ea''(cos~/-i-  v/^sim:0(']'i(O  +  /— ^'t^îO)» 

les  fonctions  <hi  et  4*2  étant  périodiques  et  réelles.  Si  les  coefficients  de  (loG  ) 
sont  réels,  il  est  clair  que  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  / —  i  doivent 
satisfaire  séparément  à  l'équation  linéaire.  On  opérerait  de  même  avec 
les  autres  intégrales  du  groupe  (1 13)  si  p  est  ]>  i . 

Du  reste,  le  cas  où  s  est  réel  et  négatif  se  ramène  au  cas  où  s  est  réel  et 
positif,  en  considérant  la  période  2to  au  lieu  de  la  période  a>.  Il  est  clair  en 
effet  que  si  une  intégrale  est  multipliée  par  s  quand  on  change  ^  en  f  -h  10, 
elle  sera  multipliée  par  s-  quand  on  changera  t  en  t  -T-2a>. 

Remarque  III.   —    Lorsque  les  coefficients  pi  sont  des  fonctions  analy- 
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tiques  de  la  variable  complexe  t  =■  t' -\- t" \/  —  i,  liolomorphes  dans  la 
bande  R  comprise  entre  les  deux  parallèles  à  l'axe  réel  f"—  ±  A,  les  intégrales 
de  l'équation  (io6)  sont  des  fonctions  hoiomorphes  dans  la  même  bande. 
Les  raisonnements  qui  ont  été  faits  en  supposant  que  la  variable  t  se 
mouvait  sur  l'axe  réel  s'appliquent  sans  modification  au  cas  où  cette 
variable  se  meut  dans  la  bande  R,  et  par  suite  les  fonctions  cpj- (^),  qui 
figurent  dans  les  formules  (i  i3),  sont  des  fonctions  périodiques  hoiomorphes 
dans  la  bande  R.  Elles  peuvent  donc  être  développées  en  séries  ordonnées 

suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  l'arc (n°  323). 

417.  Exposants  caractéristiques.  —  La  recherche  des  exposants  carac- 
téristiques est  en  général  très  difficile  (*).  La  résolution  de  ce  problème  se 
ramène  évidemment  à  la  détermination  des  coefficients  a,/.-  qui  figurent 
dans  les  formules  (107).  Ce  problème  est  lui-même  équivalent  au  suivant: 
connaissant  les  valeurs  initiales,  pour  t  —  to,  de  n  intégrales  j'i,  y^,  ...,jKn 
et  de  leurs  (n —  i  )  premières  dérivées,  trouver  les  valeurs  de  ces  intégrales 
et  de  leurs  dérivées  pour  f  =  ^0  -i-  <«>•  Les  coefficients  a/^t  s'obtiennent  alors 
par  la  résolution  de  n  systèmes  d'équations  linéaires 


i 


(116)     <  ^(P)(f„-|-,o)  =  aa7'r(^o  )+...-+- «/«JkL^H^o) 

[/j  =  1,2,  ...,(«  —  0]       (1  =  1,2,  ...,rt). 


On  ne  peut  en  général  résoudre  ce  dernier  problème  que  par  l'emploi  de 
méthodes  générales,  par  exemple  par  des  approximations  successives. 
Imaginons  qu'on  remplace  />/  par  X/?,-  dans  l'équation  (106),  X  désignant  un 
paramètre  variable,  et  qu'on  développe  suivant  les  puissances  de  X  l'inté- 
grale de  cette  équation  qui  prend,  ainsi  que  ses  (n  —  1)  premières  dérivées, 
des  valeurs  données  à  l'avance,  indépendantes  de  X,  pour  t  =  to, 

(117)  7=/o(0  +  >^/i(^)+...+5^V«(0+---; 

/oit)  est  un  polynôme  en  t,  de  degré  n —  i  au  plus,  que  l'on  peut  écrire 
immédiatement  d'après  les  conditions  initiales.  Quant  aux  coefficients  sui- 
\ants  fi  (t), /^(t),  ...,  en  substituant  la  valeur  de  ^  dans  (106),  on  voit 
qu'ils  seront   déterminés,    de  proche  en    proche,   par  des  relations  de   la 


(')   Lorsque   les  coefficients  /?,  sont  des  fonctions    analytiques  entières  de    la 

2  7:// 
variable  complexe  t,  le  changement  de  variable  e  '^  =  x  remplace  l'équalion  pro- 
posée par  une  équation  linéaire  dont  les  coefficients  sont  uniformes  dans  le 
domaine  de  l'origine,  et  l'on  est  ramené  à  étudier  la  loi  de  permutation  des  inté- 
grales quand  la  variable  x  décrit  un  lacet  autour  de  l'origine.  Mais  l'équation 
ainsi  obtenue  n'est  pas  en  général  de  la  forme  de  Fuchs. 
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forme 

^■=*[<,/.(o,/;(o..-L 

dont  les  seconds  membres  ne  dépendent  que  des  fonctions /i,  /i,  ...,/j_i 
et  de  leurs  dérivées,  et  ces  coefficients  doivent  en  outre  s'annuler,  ainsi  que 
leurs  n — i  premières  dérivées,  pour  t  =  tg.  Ces  coefficients  s'obtiennent 
donc  par  des  quadratures,  et  nous  avons  remarqué  (n"  390)  que  la  série 
obtenue  est  convergente  quel  que  soit  X.  Si  l'on  fait  X  =  i  dans  la  rela- 
tion (117)  et  dans  celles  qui  s'en  déduisent,  par  dérivations,  on  aura  le 
développement  de  l'intégrale  considérée  et  de  ses  dérivées  en  séries  con- 
vergentes pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  /.  On  peut  donc  obtenir  de 
cette  façon  les  quantités  ^^'j- (/o-+- t»*),  ^;'"('o-+-t«>)  qui  figurent  dans  les  for- 
mules (i  16),  et  par  suite  déterminer  les  coefficients  a,A:  O  ). 

Exemple.  —  Prenons  par  exemple  l'équation 

où  p  (t)  est  une  fonction  continue  de  t,  de  période  o).  Le  produit  des  racines 
de  l'équation  caractéristique  est  ici  égal  à  un,  d'après  la  formule  (108). 
Celte  équation  est  donc  de  la  forme 

(119)  5»— A5-i-i  =  o. 

Pour  déterminer  le  coefficient  A,  désignons  par/(f)  et  ç(0'es  inté- 
grales de   l'équation   (118)  satisfaisant  aux  conditions  initiales /(o)  =  i, 

/'(o)  =  o,  ?p  (o)  =  o,  <p'  (o)  =  I.  Des  relations 

/(<-i-w)  =  0,1/(0  -+-«!!?  (0, 

a  {t-^iu)  =  aiif  it)-hatiO  (t),  . 

o'(t -h  dj)  =  Ouf  (t) -T- aii9'(t), 

on  tire,  en  faisant  t  =  o,  a,,  =/(ui),  a^  =  o' do).  Or,  l'équation  caracté- 
ristique est,  dans  ce  cas  particulier, 

(a,,  —  s)  {an  —  s)  —  a,2a2i  =  o, 

et  par  suite  on  a  A  =  an  -i-ajj  =/(  w)  -t-  et'  (w). 

Remplaçons />  (f)  par  'kp(t);  les  développements  des  intégrales /"(/), 
œ  (t)  sont  de  la  forme 

AO  =  I -+- >^/i(0 -+-•••+ >^"/n(0 -+-•• -, 

(')  Si  on  laisse  au  paramètre  >>  une  valeur  quelconque  il  résulte,  du  procédé 
de  calcul  employé,  que  les  coefficients  a,j,  et  par  suite  les  coefficients  de  l'équa- 
tion caractéristique,  sont  des  fonctions  entières  de  ce  paramètre. 
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les  fonctions y",j  et  o^  étant  nulles,  ainsi  quey",'^  et  (p,'j  pour  ^  =  o.  En  sub- 
stituant ces  développements  dans  les  deux  membres  de  l'équation  (ii8),  où 
l'on  a  remplacé/?  par  X/?,  on  obtient  les  relations 

#  =^(0/«-,(0. 

d'où  l'on  tire  les  relations  de  récurrence 

/n(t)=    f    dt    f  p{t)fn-x{t)dt,  Onit)=   f   dt    f  pit)  ^n-i(t )  dt, 

permettant  de  calculer  de  proche  en  proche  toutes  ces  fonctions  en  par- 
tant de/o  (0  =  I7  ?o  (')  =  t-  On  déduit  de  là 

-4-  » 
(120)  A  =  2+2][/«(w)4-o'„(w)]. 

n  =  l 

Si  la  fonction  p{t)  n'est  jamais  négative,  on  voit  immédiatement  que 
toutes  les  fonctions  y„  (^),  tp„  (<),  ç^  (f  )  sont  positives  pour  ^>o.  Ona 
donc  A  >  2,  et  l'équation  (119)  a  deux  racines  réelles  et  positives,  l'une 
plus  grande,  l'autre  plus  petite  que  l'unité.  La  conclusion  est  beaucoup 
moins  évidente  dans  les  autres  cas.  Lorsque  />  (^)  ne  prend  jamais  de  valeur 
positive,  il  résulte  d'une   étude  approfondie   de' M.   LiapounofT  (*)  que  la 

valeur  absolue  de  A  est  inférieure  à  2,  si  la  valeur  absolue  de  o)  1      p  dt 

•A 
est   inférieure  ou  égale  à  4-   L'équation  (119)  a  dans  ce  cas  deux   racines 

imaginaires  conjuguées,  dont  les  modules  sont  égaux  à  un. 


IV.  —  SYSTÈMES  D'EQUATIONS  LINEAIRES. 

418.  Propriétés  générales.  —  La  plupart  des  théorèmes  établis 
pour  une  équation  linéaire  s'étendent  sans  difficulté  aux  systèmes 
d'équations  linéaires  à  plusieurs  fonctions  inconnues.  On  peut 
toujours  supposer,  sans  restreindre  la  généralité,  que  ces  équations 
sont  du  premier  ordre  (n°  384)  ;  c'est  ce  que  nous  ferons  dans  les 

(•)  LiAPOUNOFF,  Problème  général  de  la  stabilité  du  mouvement  {Annales 
de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  a"  série,  t.  IX,  p.  4^3 ).  Sur  la  théorie 
générale  des  équations  linéaires  à  roefficients  périodiques^  on  pourra  étudier, 
outre  le  Mémoire  précédent,  le  Mémoire  de  ISL  Fioquet  {Annales  de  l'École 
Normale  supérieure,  i883),  et  l'Ouvrage  de  M.  Poincaré,  Les  Méthodes  nou- 
velles de  la  Mécanique  céleste  (  l.  I,  Chap,  IV). 
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paragraphes  suivanls.  Soient  jki  >  JKsî  •  •  •  •>  Yu  les  n  fonctions  incon- 
nues, et  X  la  variable  indépendante.  Il  résulte  d'un  théorème 
général  (n°  399)  que  les  intégrales  n'admettent  pas  d'autres  points 
singuliers  que  ceux  des  coefficients.  Si  l'on  se  donne  les  valeurs 
initiales  jKpjKo?  •••,  JK,"  pour  une  valeur  Xq  différente  des  points 
singuliers,  on  peut  poursuivre  le  prolongement  analytique  de  ces 
intégrales  tout  le  long  d'un  chemin  quelconque  issu  du  point  oto  et  ne 
passant  par  aucun  de  ces  points  singuliers,  qui  sont  connus  <7/?rfo/'t. 
Nous  supposerons,  uniquement  pour  simplifier  l'écriture,  que 
l'on  a  un  système  de  trois  équations  à  trois  inconnues.  Considé- 
rons d'abord  le  système  de  trois  équations  homogènes 

,  dz  , 

(l2l)  '— 1- ai^ -r-  Ol-  -H  Cl  M  =  o, 

du  , 

— 1-  a^y  -^  o>,z  -h  CiU  =  o, 

dx 

OÙ  a,  0,  c,  ...  sont  des  fonctions  de  la  seule  variable  x.  Si  l'on 
connaît  un  système  particulier  d'intégrales  (r,,  ;,,  m,),  les  fonc- 
tions (Cr,,  C:;,,  G«i)  forment  aussi  un  système  d'intégrales,  quelle 
(jue  soit  la  constante  C.  De  même,  si  l'on  connaît  deux  systèmes 
particuliers  d'intégrales  (y,,  ;,,  //,)  et  (^05  ^2?  "2)?  on  peut  en 
déduire  un  nouveau  système  d'intégrales  dépendant  de  deux  con- 
stantes arbitraires  (C,y,  -^-Coy-i,  Ci  z,  -\-  C-^  z-i,  C,  m, -|- C^  «2). 
Enfin,  si  l'on  connaît  trois  systèmes  particuliers  d'intégrales 

(ji,-i,"i),    (yi,^i,Ui),    (73, -3,  «3), 

les  formules 

{  y=  Ciyi-T-Ciyi-i-C3y3,        -3  =  C,z,-^  Cj^j-i- Cj-g, 
(  u  ^  LiUi— L-iU^-h  LsUs 

représentent  aussi  un  système  d'intégrales,  quelles  que  soient  les 
constantes  C)  ,Co,C3.  Pour  pouvoir  affirmer  que  ces  formules  (122) 
représentent  bien  l'intégrale  générale  du  système  (121),  il  faut 
encore  être  assuré  que  l'on  peut  disposer  des  constantes  C| ,  Go, 
C3  de  façon  que,  pour  une  valeur  donnée  Xo  de  x,  différente  d'un 
point  singulier,  y,  z,  u  prennent  des  valeurs  quelconques  données 
à  l'avance  JK05  ^0»  "o-  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que 
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le  déterminant  formé  avec  les  neuf  fonctions  jk<,  ^/,  Ui(i=^  1,2, 3) 

ri   ^1    «1 
y-i   -=2    «2 

ne  soit  pas  identiquement  nul.  Nous  dirons  encore  que  l'ensemble 
des  trois  systèmes  particuliers  d'intégrales  forme  dans  ce  cas  un 
sy  sième  fondamen tal. 

Lorsque  A  est  identique  ment  nul,  les  trois  systèmes  particuliers  d'inté- 
grales se  réduisent  à  deux,  ou  même  à  un  seul.  Supposons  d'abord  que 
tous  les  mineurs  du  premier  ordre  de  A  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  par 
exemple  que  le  mineur  rJ=.y^z■î — y^z^  n'est  pas  nul  identiquement. 
Soit  A  une  région  du  plan  où  0  ne  s'annule  pas  ;  nous  déterminerons  deux 
fonctions  auxiliaires  Kj  et  Kj,  liolomorphes  dans  l'aire  A,  de  telle  façon  que 
l'on  ait 


(IV.3) 


J':,  =    KiJ>'i  -r-  Kj^î.  -53=  Kl  5,4-  Kj  52, 


et,  le  déterminant  A  étant  nul,  ces  fonctions  Ki  et  Kj  satisfont  aussi  à  la 
relation 


(ii4) 


«3  =  KiHi-H  Kjttj 


Si  l'on  remplace,  dans  les  deux  premières  équations  du  système  (i'2i), 
y^  z  et  M  par  les  expressions  précédentes  de  y3,  Z3,  Mj  en  observant 
que  (yi,Zi,  Ui)  et  (yt.  ^j,  «j)^forment  deux  systèmes  particuliers  d'inté- 
grales, il  reste,  tout  calcul  fait, 

^1  K'i  -f- 7-2  K;  =  o,         zi  K\  -+-  z,  K,  =  o, 

d'où  l'on  tire  K\  =  K',j,  =  o.  Les  fonctions  Kj  et  K2  sont  donc  des  con- 
stantes, et  les  relations  (riS)  et  (124)  subsistent  dans  tout  le  domaine 
d'existence  des  fonctions^,,  5,-,  w/.  Il  s'ensuit  que  le  système  d'intégrales 
(y3i  ^3i  "3)  est  une  combinaison  des  deux  autres. 

Si  tous  les  mineurs  du  premier  ordre  de  A  sont  identiquement  nuls,  les 
trois  systèmes  d'intégrales  se  ramènent  à  un  seul.  Gomme  tous  les  élé- 
ments de  A  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois,  supposons  yi  différent  de  zéro, 
et  posons ^2  =  K^i  ;  des  relations  yiz^  —  z^yi  =  o,  jki  "2  — yt  "1  =  o  on 
déduit  que  l'on  a  aussi  z,  =:  Kzj,  «j  =  Kmj.  En  remplaçant  y,  z,  u  par 
K^i,  Kzi,  Kui  respectivement  dans  la  première  des  équations  (121),  il 
reste  ^1  K'  =  o  ;  K  est  donc  constant,  et  le  système  (y^i  ^o,  «2)  "^  diflFère 
du  système  (^1,  Zi,  Mj)  que  par  un  facteur  constant.  On  verrait  de  même 
que  le  troisième  système  d'intégrales  est  identique  au  premier.  Il  est  à 
remarquer  que  yi,  yt,  yz   ne  sont  pas  forcément    linéairement  indépen- 
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dantes  ;  par  exemple,  une  ou  deux  de  ces  fonctions  peuvent  être  nulles, 
mais  elles  ne  peuvent  l'être  toutes  les  trois. 

La  valeur  du  déterminant  A  peut  se  calculer  comme  il  suit  :  la  dérivée  A' 
est  la  somme  des  trois  déterminants 


y\ 

-1 

«1 

Xi 

*i 

«1 

ri 

-1 

U 

y^. 

Zi 

"î 

~ 

J'2 

■*»  2 

«2 

— 

rt 

-^2 

U 

73 

^■3 

«3 

y^ 

-^3 

«3 

^3 

•3.-» 

U 

en  remplaçant  les  dérivées  jk'/,  -5/»  «'/  pai'  leurs  expressions  tirées  des  équa- 
tions (m)  elles-mêmes,  ces  trois  déterminants  se  réduisent  respectivement 
à  —  aA,  —  6i  A,  —  Cj  A.  On  a  donc  la  relation  A'  =  —  (a  -f-  6i  -4-  Ci)  A,  et 
par  suite 

(ia5)  Hx)  =  A(a-o)e   '  '"  .  ' 

Quand  on  connaît  l'intégrale  générale  du  système  iionio- 
gène  (i2i),  on  peut  en  déduire  par  des  quadratures  l'intégrale  gé- 
nérale du  système  avec  des  seconds  membres 


ivxiS) 


— \-ay  -+-bz    -\- eu    =/i(x). 


-i-CT,7-H6,5-f-C,  1/  =/t{x), 


dx 

^  -+- «27 -+- t»*  -  -+-CîM  =/,(.r). 


Si  nous  faisons  en  effet  le  changement  de  variables  défini  par  les 
formules  (122),  C|,  Co,  C3  étant  considérées  comme  les  nouvelles 
fonctions  inconnues,  le  système  (126)  est  remplacé  par  le  suivant 


dQ>\  dCi  dC:i       f ,    , 


dx 


dx 


(127) 


rfC,  </G,  rfC,       ^,    , 


</G, 


dx 

dC^ 
dx 

fix     '   "^  dx        "■*  (fx 
qui  s'intègre  par  des  quadratures,  car  on  en  déduit 

(i=l,2,  3). 


dC*  dC, 


dx 


Observons  aussi  que  cette  transformation  est  inutile  toutes  les 
fois  que  Ton  peut  déterminer  directement  un  système  particulier 
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d'intégrales  (Y,  Z,U)  des  équations  (126).  Pour  avoir  l'intégrale 
générale  de  ces  équations,  il  suffira  d'ajouter  respectivement  Y, 
Z,  U  aux  seconds  membres  des  formules  (122)  qui  représentent 
l'intégrale  générale  du  système  (121) sans  seconds  membres  (*). 

Quand  on  connaît  un  ou  deux  systèmes  particuliers  d'intégrales 
des  équations  (121),  on  peut  abaisser  d'une  ou  deux  unités  l'ordre 
du  système.  Supposons  d'abord  que  l'on  connaisse  un  seul  sys- 
tème d'intégrales  (y,,  5,,  a,),  la  fonction  j',  n'étant  pas  nulle.  Le 
changement  de  fonctions  inconnues 

j-j'.Y,        ^  =  ^,Y  +  Z,        «  =  «,Y-+-U 

concluit  à  un  système  linéaire  de  même  forme  qui  doit  admettre  le 
système  particulier  d'intégrales  Y  =  i ,  Z  =  o,  U  ^^  o.  Il  faut  pour 
cela  que  les  coefficients  de  Y  soient  nuls  dans  ces  nouvelles  équa- 
tions. On  trouve,  en  efi'et,  en  faisant  le  calcul,  que  le  nouveau 
système  est 

y\-, — ^bz  -t-cU  =0, 

(..8)  ;   __^..-,_  +  6.Z  +  c,U=:o, 

-; H  «1  -; 1-  O^L  -4-  C2U  =  O. 

dx  ax 


(  '  )  On  peut  aussi  employer  une  méthode  analogue  à  celle  de  Caucby  (  n°  401  ). 
Soient  j)'^:  cp,(a;,  a),  ^  =  i|.(^,  a),  2f  =  r,(a;,  a)  (1=1,2,  3)  trois  systèmes 
d'intégrales  des  équations  sans  second  membre  (121),  satisfaisant  respeciivement 
aux  conditions  initiales 

9,(a,a)  =  i,  4/,(a,a)  =  o,  T:,(a,a)  =  o, 
95(a,  a)  =  o,  <^,(a,  a)=i,  x^Ca,  a)=:o, 
»3(a,a)=o,         4/3(3, a)  =  o,         ';r3(a,a)  =  i. 

On  vérifie  immédiatement  que  les  fonctions 

^=  Ç     [/,(a)ç,(:c,a)+/,(a)?,(^,a)+/3(a)93(x,  a)]rfa, 

>^  =  /       Vf  M)  ^,(^,  a) +/,(«)  4-2(^5  a) +/3(a)<>3(^,«)]^3t, 

U=  /       [/,(a)T:,(j;,  a) +/j(  a)  t:,(^,  a)  -^  f^{cL)  t.^{x,  <x)'\d^ 

forment  un  système  d'intégrales  des  équations  avec  seconds  membres  (126). 
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Si   l'on   remplace,  dans  les  deux  dernières  équations,  —  par  sa 

valeur  déduite  de  la  première,  on  obtient  un  système  de  deux 
équations  linéaires  et  homogènes  à  deux  inconnues  Z  et  U.  Ce 
système  étant  intégré,  on  aura  ensuite  Y  par  une  quadrature. 

Supposons  encore  que  l'on  connaisse  deux  systèmes  distincts 
d'intégrales  (ri,  5|,  «i),  {y-2,  ^2,  «2)-  Les  trois  déterminants 
yiZi — jK2^M.}'i''2 — J2"i>  -1^2  —  ^iiii  ne  pouvant  être  nuls  à 
la  fois,  comme  on  vient  de  le  montrer  tout  à  l'heure,  supposons 
yx  z-2  —  ^1^2  différent  de  zéro.  La  transformation 

j'  =  ^,  Y-f-^îZ,         -=  =  ;;,  Y -4- -jZ,         /<  =  «,  Y -4- «jZ -+- U, 

où  Y,  'L,  U  sont  les  nouvelles  inconnues,  conduit  à.  un  système 
linéaire  de  même  forme  admettant  les  deux  systèmes  particuliers 
d'intégrales  (Y,  =  i,  Z|  =  Ui  =  o),  (Yo^o,  Zj^i,  U,  =  0). 
Les  coefficients  de  Y  et  de  Z  dans  les  équations  du  nouveau 
système  doivent  donc  être  nuls,  et  ce  nouveau  système  est  de 
la    forme 

^  +  AL=o,         _-^A.L=o,        _+A.U  =  o, 

comme  on  le  vérifie  aisément.  Il  est  clair  que  ce  système  s'intègre 
par  des  quadratures,  la  dernière  équation  ne  renfermant  que  D. 
Les  raisonnements  qui  précèdent  s'étendent  aux  systèmes  de 
n  équations  linéaires  à  n  inconnues.  Pour  avoir  l'intégrale  générale 
d'un  pareil  système  sans  seconds  membres,  il  suffit  de  connaître 
n  systèmes  particuliers  d'intégrales,  formant  un  système  fonda- 
mental. Si  l'on  connaît  p  systèmes  distincts  d'intégrales  (p  ■<  /i), 
l'intégration  se  ramène  à  celle  d'un  système  de  même  forme 
B.  n — p  inconnues  et  à  des  quadratures.  Enfin  l'intégrale  géné- 
rale d'un  système  avec  seconds  membres  s'obtient  par  des  quadra- 
tures quand  on  connaît  l'intégrale  générale  du  même  système 
sans  seconds  membres. 

•419.  Systèmes  adjoints.  —  Étant  donné  un  système  finéaire  et  homo- 
gène à  /t  inconnues 


dyi 
dx 

G.,  II.  3i 


(129)    -^  =anyi-^...^  aikyk^-'--^o,inyn        {i, /<  =  1,1,  ...,  n), 
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le  système  linéaire 

/7V  • 
(i3o)  --^  =—  ai/Yi  — .  ..—  «/,/¥/,  —  .  ..— a„,Y„. 

qui  se  déduit  du  premier  en  remplaçant  yt  par  Y/,  et  en  changeant  les 
lignes  en  colonnes  dans  le  déterminant  formé  par  les  coefficients  rt,/,,  après 
avoir  changé  les  signes,  est  dit  adjoint  au  premier.  Il  est  évident,  d'après 
ce  mode  de  formation,  qu'il  y  a  réciprocité  entre  les  deux  systèmes. 

L'intégration  de  l'un  des  systèmes  (129),  (i3o),  entraine  celle  de 
Vautre.  Soient  en  effet  (yj,^»,  . .  -lyn)  «t  (  Yi,  Yj,  , . . ,  Y„)  deux  systèmes 
particuliers  d'intégrales  quelconques  des  deux  systèmes  adjoints.  D'après 
les  relations  (129)  et  (i3o),  on  a 

^  {^iyï-^'^iyi-^---^^nyn)=^^i{ai\yi-^--.-^aikyk-^-'--^ainyn) 


-^^yi{—axi'\i  —  ...  —  aki^k---—ani^n). 


Si  l'on  permute  les  indices  i  et  k  dans  la  seconde  somme,  on  voit  immé- 
diatement que  le  coefficient  de  ^lyu  dans  le  second  membre  est 

«//.  —  ctik  =  o, 

et  ce  second  membre  est  identiquement  nul.  On  a  donc,  entre  les  deux 
systèmes  particuliers  d'intégrales,  la  relation 

(i3i)  Y,j>/,-+-Y2^2  +  ...-+-Y„^„=  G, 

G  désignant  une  constante.  La  connaissance  d'un  système  particulier  d'in- 
tégrales (  Yi,  Yj,  . . .,  Y„)  des  équations(i3o)  fournit  donc  une  intégrale  pre- 
mière du  système  (i->-9),  qui  est  linéaire  par  rapport  aux  fonctions  incon- 
nues ^i.jKa,  ..M^/j- 

Si  l'on  connaît  l'intégrale  générale  du  système  adjoint  (i3o),  l'intégrale 
générale  du  système  proposé  (129)  est  représentée  par  n  relations  de  la 
forme  (i3i),  où  l'on  prend  successivement,  pour  Yi,  Y2,  . .  . ,  Y„,  n  systèmes 
distincts  d'intégrales  des  équations  (i3o). 

On  a  étudié  d'une  façon  particulière  les  systèmes  linéaires  qui  sont 
identiques  à  leur  adjoint.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
déterminant  des  a,/t  soit  un  déterminant  symétrique  gauche,  c'est-à-dire 
que  l'on  ait  a/>t  -f-  a/,,-  =;  o,  quels  que  soient  i  et  /(,  et  par  conséquent  a^/  =  o. 
Si  (^i)JK2)  •  •  -5  JK/i)  et  (z;,  Zi,  . . .,  Zn)  sont  deux  systèmes  particuliers  d'in- 
tégrales, la  relation  (i3i)  devient 

yi^i-^  yi-Zi-i-. .  .-i-yn^n  =  const.; 

si  les  deux  systèmes  d'intégrales  sont  identiques,  on  a  donc  aussi 

yl -^-yl -h ■.■-\-y%  =  consi. 
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L'intégration  d'un  système  linéaire  du  troisième  ordre  identique  à  son 
adjoint  se  ramène  à  l'intégration  d'une  équation  de  Riccati  (n"  393).  L'in- 
tégration d'un  système  du  quatrième  ordre  de  cette  espèce  se  ramène  à 
l'intégration  de  deux  équations  de  Riccati  {voir  Exercice  1.4,  p.  498)' 

420.  Systèmes  linéaires  à  coefficients  constants.  —  Si  tous  les 
coefficients  a^  b^c,  ...  des  équations 

-j-  -+-  a  y  -\-  o  z  -T-  c  u  =o, 

■  dz 

(i39,)  ;  -j — haij -t- Oi^ -f- ciM  =  o, 

du  , 

-j h  a^y  -H  Oj  z  -4-  cj  «  =  o, 

sont  constants,  on  peut  obtenir  l'intégrale  générale  par  la  résolu- 
tion d'une  équation  algébrique.  Cherchons,  en  eflet,  à  satisfaire 
à  ces  équations  en  prenant  pour  y,  z,  u  des  expressions  de  la 
forme 

(i33)  y  =  0Le>-^,         z  =  ^C-',         m  =  ye'-^, 

a,  p,  y,  /•  étant  des  paramètres  à  déterminer.  En  substituant  ces 
fonctions  à  la  place  de  y,  «,  m,  dans  les  premiers  membres  des 
équations  (i32),  et  supprimant  le  facteur  commun  e'^-^,  on  trouve 

les  conditions 

S      (a  -!-/•)»  -f-  6,3  -f-  cY  =  o, 

f  «ja -I- 6,,3 -J- (cj-r- /Ov  =  o, 

qui  devront  être  vérifiées  par  des  valeurs  de  a,  ^,  y,  non  toutes 
nulles.  Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  r  soit  racine  de  l'équatioii 
du  troisième  degré 


(i35)  F(/-)  = 


6 
à. 


=  o, 


ou  équation  caractéristique.  Ayant  pris  pour  ;•  une  racine  de 
celle  équation,  les  relations  (i  34)  sont  compatibles  et  l'on  peut 
en  déduire  des  valeurs  de  a,  [3,  y,  dont  l'une  au  moins  n'est  pas 
nulle.  A  toute  racine  de  l'équation  F(/-)  =  o  correspond  donc  un 
système  particulier  d'intégrales  de  la  forme  (i33);  il  peut  même 
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y  en  avoir  plusieurs,  comme  nous  allons  le  voir  tout  à  l'heure.  Si 
l'équation  caractéristique  a  trois  racines  distinctes  r,,  Tj,  /'a, 
chacune  d'elles  fournit  un  système  particulier  d'intégrales.  Ces 
trois  systèmes  sont  distincts,  car,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  on  en 
déduirait  que  p'3^  est  une  combinaison  linéaire  à  coefficients  con- 
stants de  ^'■■^  et  de  e'":^,  ce  qui  est  absurde.  On  peut  donc,  dans  ce 
,  cas,  obtenir  l'intégrale  générale  du  système  (i32)  si  l'on  a  résolu 
l'équation  F(/)  =  o.  Reste  à  traiter  le  cas  où  l'équation  caracté- 
ristique a  une  racine  mulliple.  Désignons  par /(/•),  o(/),  4'('') 
les  trois  mineurs  du  premier  ordre  du  déterminant  caractéristique, 
correspondant  aux  éléments  d'une  même  ligne,  par  exemple  de  la 
première.  On  satisfait  toujours  aux  deux  dernières  équations  (  1 34  ), 
(|uel  que  soit  /',  en  prenant  pour  a,  [i,  y  des  quantités  proportion- 
nelles à  ces  mineurs;  si  /•  est  racine  de  F(/")  =  o,  ces  valeurs  de  a, 
(i,  Y  satisfont  aussi  à  la  première  des  équations  (i34).  H  en  résulte 
que,  si  /•  est  racine  de  ¥(r)  =  o,  les  fonctions 

y  =  f(r)e''-^,        z  =  ci(/-)e'"-^,         «  =  t};(/-)e'-^ 

forment  un  système  particulier  d'intégrales.  Cela  posé,  admettons 
d'al>ord  que  l'équation  F(/')  =  o  ait  deux  racines  très  voisines  /-, 
et  f-2',  chacune  d'elles  fournit  un  système  d'intégrales,  et  les  fonc- 
tions 

/(■rî)e'-«*— /(r,)e'"«^         ©^/■2)e'-i*— o(r,)e'-i-r         <\>(rt)e'->^—  Ç;(/-i  )e'-.^- 

sont  aussi  des  intégrales.  Imaginons  maintenant  que  /o  tende 
vers  /',;  en  passant  à  la  limite,  nous  en  concluons  que,  si  /•,  est 
racine  double  de  F(/)  =  o,  les  deux  groupes  de  fonctions 

CI)  r2=  ^  [/('■)  «'•^]/-=r„      -2=^  [?('•)  «'••^],=,,,      u,=  ^[^(r)e'-^],^,^ 

forment  deux  systèmes  d'intégrales.  On  démontre  de  la  même 
façon  (^voir  n"  406)  que,  si  l'équation  F(/")  =  o  admet  la  racine 
triple  /•),  on  peut  ajouter  aux  deux  groupes  précédents  le  groupe 
des  trois  fonctions 

qui  forment  un  troisième  système  d'intégrales. 
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Cela  posé,  considérons  d'abord  Je  cas  où  l'équation  F(/')  =  o  a 
une  racine  double  ;•,  et  une  racine  simple  fo.  Si  la  racine  double  r, 
n'annule  pas  tous  les  mineurs  du  premier  ordre  du  déterminant 
caractéristique,  nous  pouvons  supposer  que  l'un  au  moins  des 
mineurs  /(r,),  o(/'i),  4'('*«)  n'est  pas  nul,  car  on  peut  évidem- 
ment remplacer  dans  le  raisonnement  qui  précède  la  première 
ligne  par  la  seconde  ou  la  troisième.  Supposons  par  exemple 
/"(/•,)  ^  o.  Les  deux  systèmes  d'intégrales  (I)  et  (II)  sont  distincts, 
car  y.,  est  égal  au  produit  de  e''<^  par  un  binôme  du  premier 
degré  x/(r,)  +f'{i'\)-  Quanta  la  racine  simple  /'o,  elle  fournit  un 
troisième  système  d'intégrales  qui,  pour  la  même  raison  que  plus 
haut,  n'est  pas  une  combinaison  linéaire  de  ces  deux-là. 

Le  raisonnement  est  en  défaut  si  la  racine  double  r,  annule 
tous  les  mineurs  du  premier  ordre  du  déterminant,  car  le  sys- 
tème (I)  se  réduit  à  la  solution  banale  j',  =  ^^i  =  m,  =  o.  Mais 
dans  ce  cas  les  trois  équations  (i34)  se  réduisent  à  une  seule  quand 
on  y  remplace  /•  par  /•,.  Si  par  exemple  c  n'est  pas  nul,  elles  se 
réduisent  à  la  relation  unique  (a-|-/',)a-|-^^4-  ry  =  o,  et  l'on 
peut  prendre  arbitrairement  les  deux  constantes  a  et  ,3.  Si  l'on 
prend  d'une  part  (a=  i ,  ^i  =  o),  puis  (a  =  o,  |3  =  i ),  on  obtient 
deux  systèmes  distincts  d'intégrales  de  la  forme  (i33).  Une  racine 
double  de  F(/)  =  o  fournit  donc  toujours  deux  systèmes  parti- 
culiers distincts  d* intégrales. 

Supposons  enfin  que  F(;')  =  o  admette  la  racine  triple  r=^r^. 
Si  cette  racine  /•,  n'annule  pas  tous  les  mineurs  du  premier  ordre 
du  déterminant,  nous  pouvons  admettre  par  exemple  que  f{ri) 
n'est  pas  nul.  Les  trois  systèmes  particuliers  d'intégrales  (I),  (II), 
(III)  sont  distincts,  car  les  coefficients  de  e''i^  dansai,  y^,  y^  sont 
respectivement  de  degrés  o,  i,  ?.  en  x. 

Lorsque  la  racine  triple  /(  annule  lous  les  mineurs  du  premier 
ordre  du  déterminant,  nous  pouvons  d'abord,  comme  on  \ient  de 
l'expliquer  à  propos  de  la  racine  double,  déterminer  deux  sys- 
tèmes distincts  d'intégrales  de  la  forme  (i33),  et  il  suffit,  pour 
avoir  l'intégrale  générale,  de  découvrir  un  troisième  système  qui 
soit  distinct  de  ces  deux-là.  Si  l'on  développe  les  formules  (III), 
il  vient,  puisque /(/•,)=  cp(;',)  =  i{;(r,)  =  o, 

j3=e'-.^[-^a?/'( /•!)+/" (ri)],         ^3=  e'-.^[2^?'(/-i  ) -^  Ç'''(;-,)], 

«3=  «'•■^[2374;'(''l)  +  4'"( '•!)]> 
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et  ce  système  d'intégrales  est  certainement  distinct  des  deux  pre- 
miers, si  l'on  n'a  pas  à  la  fois /'(/",)  =  cp'(/"()  =  '^(''0=  o- 

Donc  nous  pourrons  obtenir  de  cette  façon  un  nouveau  sys- 
tème d'intégrales  à  moins  que  la  racine  triple  r,  n'annule  aussi 
les  dérivées  de  tous  les  mineurs  du  premier  ordre.  Or  ceci  ne  peut 
avoir  lieu,  on  le  voit  immédiatement,  que  si  l'on  a 

•^  =  c  =  ai  =  C|  =  «2  =  62  =  o,         a  =  Z»!  =  C2  =  —  /'i, 

et  le  système  (i32)  se  réduit  à  trois  équations  identiques 
dy  dz  du 

Dans  ce  cas,  qu'on  peut  considérer  comme  un  cas  limite,  les 
trois  équations  (i34)  sont  vérifiées  identiquement  quand  on  rem- 
place /•  par  /•,  dans  les  formules  (i33),  quelles  que  soient  les 
valeurs  des  paramètres  a,  [i,  y.  En  résumé,  à  une  racine  triple 
de  Véquation  caractéristique  correspondent  toujours  trois 
systèmes  particuliers  distincts  d^ intégrales. 


Généralisation.  —  On  intègre  de    même  un  système  de   n  équations 
linéaires  à  coefficients  constants 

-j^  -f-a,,^i-f-a,îjK!-H...-4-  aynyn—o, 


(i36) 


dyn 

-^  -h  aniyi  -^  aniXi-^ .  .  .-\-  a„nyn  =  O, 


en  ciierchant  des  systèmes  particuliers  d'intégrales  de  la  forme 
(137)  yi=^ie>-^,        jK2=a2e'-^,         ...,        j'rt=a„e'-^, 

ai,  a,,  ...,  a„,  r  étant  des  coefficients  constants  à  déterminer.  On  est  ainsi 
conduit  à  n  équations  de  condition 

!(aii-t- /Oai-H  «12 !^2-+- •••-!- «i«2t/t=  o, 
aîiai-t-C^î-i-l-  /•)a2-+-...-Ha2„a„=  o, 
> 
«„,«,-+-  a,j2a2  +  -  ---^  («/!«-+-  r)cc„=  o, 
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d'où  l'on  déduit  pour  l'inconnue  r  l'équation  caractéristique 


48; 


(i39) 


F(r)  = 


«Il 


Si  cette  équation  a  n  racines  distinctes  /'i,  /-j,  ...,  /•„,  on  obtient  par 
cette  méthode  n  systèmes  particuliers  d'intégrales  de  la  forme  (iSy)  et, 
par  suite,  l'intégrale  générale.  Lorsqu'il  y  a  des  racines  multiples,  la  discus- 
sion est  un  peu  plus  compliquée.  Soit  rj  une  racine  multiple  d'ordre  p. 
Pour  déduire  de  cette  racine  des  systèmes  particuliers  d'intégrales  des 
équations  (i36),  on  peut  procéder  de  deux  façons.  D'une  part,  en  appli- 
quant la  méthode  de  d'Alembert,  comme  nous  l'avons  fait  pour  le  cas  de 
trois  équations,  on  peut  faire  correspondre  à  cette  racine  p  systèmes  d'in- 
tégrales, qui  ne  seront  distincts  que  si  r,  n'annule  pas  tous  les  mineurs  du 
premier  ordre.  D'autre  part,  si  l'x  annule  tous  les  mineurs  du  déterminant 
an  —  ^  -+-  •  lignes,  sans  annuler  tous  les  mineurs  an  —  q  lignes,  on  peut 
déduire  de  cette  racine  q  systèmes  d'intégrales  de  la  forme  (i37),  car  les 
n  équations  (i38)  se  réduisent  à  n  —  q  équations  distinctes  quand  on  y 
remplace  /-  par  r^.  En  combinant  ces  deux  méthodes,  on  démontre  qu'elles 
fournissent  toujours  p  systèmes  distincts  d'intégrales. 

Pratiquement,  on  peut  obtenir  tous  ces  systèmes  d'intégrales  par  un 
calcul  d'identification.  En  effet,  en  les  combinant,  on  obtient  un  système 
d'intégrales   dépendant  de  p  constantes  arbitraires,  qui   est  de  la  forme 


^,  =  e'-.*P,(a:),        J'i=e'-.^P,(x), 


yn=e'-x^Vn{x), 


Pj,  Pj,  . .  . ,  P„  étant  des  polynômes  de  degré  p  —  i  ou  de  degré  inférieur. 
Si  on  laisse  indéterminés  les  coefficients  de  ces  polynômes,  et  qu'on  sub- 
stitue dans  les  équations  proposées,  on  obtiendra  un  certain  nombre  de 
relations  entre  ces  coefficients  qui  permettront  de  les  exprimer  tous  au 
moyen  de  p  d'entre  eux  restant  arbitraires. 

421.  Réduction  à  une  forme  canonique.  —  Tout  système  linéaire  à 
coefficients  constants  peut  être  ramené  à  une  forme  canonique  simple  dont 
l'intégration  est  immédiate. 

Ecrivons  ce  système  sons  la  forme  un  peu  différente 


(i4o) 


• 7 

y'n  =  0,n\y\  -(-  «/lî^î  +.  •  •  -4-  annyn. 


y'i  étant  mis  à  la  place  de  -~'  Si  l'on  prend  n  inconnues  Yj,  Yj,  . , .,  Y„, 
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qui  soient  des  fonctions  linéaires  à  coefficients  constants  dejv'i,^î,  ...^yni 

(i.ji)  ^i=bnyi-\-.  ..-4-bi„yn        (i  =  i,  2,  . . .,  n), 

les  bile  étant  des  constantes  dont  le  déterminant  est  différent  de  zéro,  le 
système  (i4o)  est  remplacé  par  un  système  de  même  forme 

l  Y',  =  A,i  Y,H- A,j  Y2-+-...+ A,„Y,„ 
)  Yj  =  A21  Yi-i- A22Y2-i-...+ A2„Y„, 

'  Y'„  =  A„,  Y,  +  A„2Y2  +  . .  .-r-  A„„  Y„, 
que  l'on  obtiendra  en  remplaçant,  dans  l'expression  de  Y', 

Y|=  bny\->r...-i-biny'n=  6/i(«ii^i-H...-i-  ai«y«)-t--.. 

les  fonctions  y\,  y^^  ...,  y,i  par  leurs  valeurs  tirées  des  formules  (i40' 
Or,  si  l'on  considérait  les  formules  ('140)  comme  définissant  une  substi- 
tution linéaire  effectuée  sur  les  variables  j'i,  _j^2î  •  •  •?  ^n?  ^t  Y,,  Y2  ..., 
Y«  comme  n  nouvelles  variables,  les  calculs  précédents  sont  précisé- 
ment ceux  qu'il  faudrait  effeclueir  pour  trouver  la  nouvelle  substitution 
linéaire  sur  les  variables  Y,,  Y2,  .  .  .,  Y„,  qui  correspond  à  la  substitution 
linéaire  (i4o).  Or  nous  avons  vu  qu'en  choisissant  convenablement  les 
variables  Y,(n°410)  on  peut  ramener  toute  substitution  linéaire  à  une 
forme  canonique  simple  (*).  Dans  cette  forme  canonique,  les  variables  se 
partagent  en  un  certain  nombre  de  groupes  distincts,  la  substitution  que 
subissent  les  y)  variables  Yj,  Y2,  ...,  Y^  d'un  même  groupe  étant  de  la 
forme 

(143)     Y'.  =  *Y„         Yi  =  s(Y,+  Y2),         ....        Y;,=  *(Y^_,  +  Y^). 

On  peut  donc  toujours,  par  un  changement  d'inconnues  convenable  de  la 
forme  (141),  ramener  l'intégration  du  système  (i4o)  à  l'intégration  d'un 

/V  Y  • 
certain  nombre  de  systèmes  de  la  forme  (i43),  où  Y^  =  -—•  L'intégration 

de  ce  système  est  immédiate,  mais  il  est  préférable  d'employer  une  forme 
canonique  un  peu  différente.  Posons  pour  cela  Y^- =  5'.Sj  [s  ^  o):,  le  sys- 
tème (i43)  devient 

(x4,)      -^^sz,,  —  =  SZ,+  Zu  ...,  -^  =  sz„+z„^,. 


(')  On  a  supposé  plus  haut  que  le  déterminant  de  la  subslitution  n'était  pas 
nul,  tandis  que  le  déterminant  formé  par  les  coefficients  a-^  peut  être  nul.  Mais 
si  l'on  change  jK;  en  e^^-,,  les  coefficients  a^y^  a^^,  ...,  a„„  sont  diminués  de  "k, 
tandis  que  les  a,^.,  où  i  ^  k,  ne  changent  pas.  On  peut  donc  toujours  choisir  X  de 
façon  que  le  déterminant  des  nouveaux  coefficients  soit  différent  de  zéro. 
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Celte  nouvelle  forme  canonique  se  conserve  quand  on  multiplie  toutes 
les  fonctions  inconnues  par  un  facteur  e^-^,  sauf  le  changement  de  s 
en  .r-t-X,  et  s'applique  encore  au  cas  où  l'équation  caractéristique  aurait 
une  racine  nulle. 

L'intégrale  générale  du  système  (^i44)  ^st  représeniée  par  les  formules 

Z,e-*-r=C,  ^-^— yy-(-C,^-j^J-^  -i-...^Ci-iX-hCi  (t=i,2,   ...,/>) 

ou  par  les  formules  équivalentes,  obtenues  en  résolvant  par  rapport  aux 
constantes  C,-, 

(145)     zte-'^=C^,     (Zi  —  xzi)e-^^=Ci,     (z,— a:z,+ —  5,  je-**=  Cj, 

422.  Équation  de  Jacobi.  —  Reprenons  un  système  de  trois 
équations  linéaires  à  coefficients  constants,  que  nous  écrirons 

dx  , 

—r-  =z  a  X  -h  o  y  -T-  c  z, 
dt  -^ 

1  dv 
(«46)  's-^—a^x^bxy-^-CxZ, 

-^  =  a,x-hbjy-\-CiZ, 

t  désignant  la  variable  indépendante.  Ajoutons  ces  trois  équa- 
tions, après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  ydz  —  ^dy,, 
zdx  —  xdz^xdy — ydx\  la  relation  obtenue 

(147)  {ax^by^c.z)(ydz  —  zdy) 

-4-  (aiar  -f-  b^y  -1-  Cxz){z  dx  —  x  dz) 

-h  (OiX  -^  b,y  -^  CiZ)  (x  dy  —  y  dx)  =  o 

est  homogène  en  x^y,  z  et  peut  par  conséquent  être  remplacée 
par  une  relation  entre  —  et  ^'  Si  l'on  pose  en  effet  x  =  'S.z, 
y  =  Yz,  cette  relation  devient,  en  divisant  par  z', 

(148)  —  {aX -h  bY ^  c)  dY  -r-  (a,X  H- 6,  Y -h  c,)  rfX 

-^  (a,X  -^  ^2  Y  H-  c,)(X  û^Y  —  Y  rfX)  =  o, 

et  nous  retrouvons  l'équation  de  Jacobi  (p.  3o6  et  33 1). 

Soient  x=f{t),  y  =z 'z>(^t),  z  = 'b(t)  un  système   d'intégrales 
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des  équations  (i46).  Lorsque  t  varie,  le  point  dont  les  coordonnées 

homogènes   sont  x^  y^  z  (et  dont  les  coordonnées  cartésiennes 

sont  X^  — >  Y=  —  j  décrit  une  courbe  plane  F  qui  est,  d'après 

ce  calcul,  une  courbe  intégrale  de  l'équation  de  Jacobi  (i48). 
L'intégration  de  l'équation  de  Jacobi  se  ramène  donc  à  l'intégra- 
tion du  système  (i46),  c'est-à-dire  à  la  résolution  d'une  équation 
du  troisième  degré,  comme  on  l'a  déjà  reconnu. 

Si  l'équation  caractéristique  a  trois  racines  distinctes  Si,  Sj,  s%^  l'inté- 
grale générale  du  système  (i46)  est,  d'après  le  paragraphe  précédent,  de 
la  forme 

(I)  Pc-*.'=G,,        Qe-*.'=G„         Rc'M=G3, 

P,  Q,  R  étant  trois  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  J7,  y,  z.  On  en 
déduit  aisément  une  combinaison  homogène  et  de  degré  zéro  ne  renfer- 
mant plus  la  variable  ^, 

(a)  P*j-*,Q*i-*3R*i-.Si=  K, 

et  nous  retrouvons  bien  la  formule  déjà  obtenue  par  une  autre  méthode 
On  peut  aussi  traiter  très  facilement  les  cas  où  l'équation  caractéris- 
tique a  une  racine  double  ou  une  racine  triple.  Nous  n'avons  qu'à  sup- 
poser que  les  formules  représentant  l'intégrale  générale  forment  deux 
groupes  ou  un  seul  groupe.  Dans  le  premier  cas,  ces  formules  sont  de  la 
forme 

(II)  Pe-^.'=C,,         (Q  — <P)e-*.'=Gî,         Re-M^Gj 
et,  dans  le  second  cas,  de  la  forme 

(III)  Pe-*.'=Gi,       (Q  — ^P)e-^.'=Gî,       ^R- ïQ  h- ^  P^  g-^.'=  Gj, 

P,  Q,  R  désignant  toujours  trois  fonctions  linéaires  et  homogènes  en  Xy 
y,  z.  Des  formules  (II)  on  déduit  la  combinaison  homogène  de  degré  zéro,, 
indépendante  de  t, 

(P)  «e"— Lk, 

et  des  formules  (III)  la  combinaison 

/v^                                          ^PR-Q2 
(y)  pi —  =  ^- 
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Les  relations  (a),  (^),  (y)  représentent  les  trois  formes  possibles  pour 
l'intégrale  générale  de  l'équation  de  Jacobi. 

4-23.  Systèmes  à  coefficients  périodiques.  —  Considérons,  pour  fixer 
les  idées,  un  système  de  trois  équations  tel  que  les  équations  (i46),  dont 
les  coefficients  a,  b,  c,  ...  sont  des  fonctions  continues  de  la  variable  t, 
admettant  la  période  tu  >  o. 

Soient  {^\,  yi,  Zi),  (x^,  y^,  z^),  (a-j,  jj,  5j)  trois  systèmes  distincts 
d'intégrales;  les  fonctions 

Xi(t)  =  T,it-h(»),        Y,(0=  r/(<-^w),        Zi(t)  =  Si(t-}-to) 

forment   aussi    un   système  d'intégrales,   et  l'on    a   par   conséquent    trois 
groupes  de  relations  de  la  forme  (n"  -418") 


(M9) 


X,-  =  an  X\  -h  a/i  a"*  ~  a,-3  a-j 
Y,-  =  aixyx  -1-  a/î^î  —  a/jjs 
Zj  =  a,i  Z\  -f-  a,î  c,  --  a/3  z-i 


{i=  I,  2,  3) 


les  aa-  étant  des  coefficients  constants  dont  le  déterminant  H   n'est  pas 
nul.  On  a  en  effet  la  relation 


X,     Y,     Z, 
X,     Y,     Z, 

X,     Y,     Z, 


=  H 


^i    Ji     -Si 
xt    yt     -Si 

■Ti  y3    zt 


qui  donne,  en  se  reportant  à  la  formule  (laâ),  et  en  raisonnant  comme  on 
l'a  déjà  fait  plusieurs  fois  (n''*400  et  418),  la  valeur  de  H 


(i5o) 


f     (rt- 

H  =  «•»'. 


6,4- <•,)<// 


Lorsque  la  variable  t  augmente  de  la  période  w,  les  trois  fonctions  ari(/), 
Xt{t),  X3(t)  subissent  donc  une  substitution  linéaire,  à  déterminant  diffé- 
rent de  zéro,  définie  par  les  formules 


(i5i) 


X,  =  anXi 
Xj  =  ati  Xx 
\3=  a^xx 


«ii^i-i-  aiiX,, 


1  -V,  =  imm 


Oiî^î-i-  "33X3, 


et  les  deux  autres  systèmes  de  fonctions  (^1,  ^i,  J's),  (-Zi,  Zi,  -S3)  subissent 
la  même  transformation.  Or  nous  savons  qu'il  est  possible  de  remplacer 
les  trois  intégrales  a"i,  a-j,  X3  par  trois  combinaisons  linéaires  distinctes  à 
coefficients  constants  de  façon  que  les  formules  (i5i)  qui  définissent  la 
nouvelle  substitution  linéaire  prennent  une  forme  canonique  simple.  En 
prenant  les  mêmes  combinaisons  linéaires  des  fonctions  (yt,  yt,  ys) 
et  (^1,  ^2,  ^3).  on  obtiendra  trois  systèmes  de  fonctions,  qui  sont  transfor- 
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mées  par  une  même  substitution  linéaire  de  forme  canonique  lorsque  t  se 
change  en  t  -r-  w. 

Le  raisonnement  est  évidemment  général  et  s'applique  à  tout  système 
linéaire  et  homogène  à  n  inconnues  à  coefficients  périodiques.  Soient  ^j, 
jKî,  .-.,  yn  les  n  fonctions  inconnues;  on  peut  déterminer  n  systèmes 
distincts  d'intégrales  {ya,  yn,  ■  ■  •■,  yni)  (^  =  i»  2,  ...,  n)  tels  que  les  n 
fonctions  y/,\,  y/d,  •..,  y/cn  subissent  une  substitution  linéaire  de  forme 
canonique  lorsque  t  se  change  en  ^  -t-  w,  cette  substitution  linéaire  étant 
la  même,  quel  que  soit  l'indice  k.  Les  conséquences  sont  les  mêmes  que 
celles  qui  ont  été  développées  plus  haut  (n".416);  toutes  les  intégrales 
s'expriment  par  des  produits  d'exponentielles  de  la  forme  e""  par  des 
fonctions  périodiques  de  t,  ou,  plus  généralement  par  des  polynômes 
en  t  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  continues  périodiques  de  t. 
Soient 

yii=e»tzi,        yu  =  e<*'^2,         ■•,        JK/ii=«*'^/i 

un  système  particulier  d'intégrales,  où  Zt,  z^,  ...,  z«  sont  des  polynômes 
en  t,  à  coefficients  périodiques,  dont  l'un  au  moins  est  de  degré  p,  aucun 
d'eux  n'étant  de  degré  supérieur  k  p.  De  ce  système  d'intégrales  on  peut 
en  déduire  (/>  —  i)  autres  de  la  forme 

ri2=«*'Di,,  JKî2=  ««'D-2,  ...,  J«2=e^'D2«, 


les  dérivées  D'.3/.  étant  prises  en  regardant  comme  constants  les  coeffi- 
cients périodiques  des  puissances  de  Z(n"41G).  Tous  les  systèmes  d'inté- 
grales des  équations  proposées  peuvent  ainsi  se  déduire  d'un  certain 
nombre  d'entre  eux.  La  formation  effective  de  ces  intégrales,  dont  nous 
connaissons  seulement  la  forme  analytique,  dépend  avant  tout  de  la  réso- 
lution d'une  équation  algébrique  d'ordre  n,  qu'on  appelle  encore  ïéquation 
caractéristique  du  système.  Les  coefficients  de  cette  équation  ne  peuvent 
en  général  s'obtenir  que  par  approximation,  comme  dans  le  cas  d'une 
équation  d'ordre  n  (n°  417). 

4r24.  Systèmes  réductibles.  —  Étant  donné  un  système  d'équations 
linéaires  et  homogènes  tel  que  le  système  (i4o),  dont  les  coefficients  sont 
des  fonctions  réelles,  continues  et  bornées  de  la  variable  réelle  /  pour 
toutes  les  valeurs  de  cette  variable  supérieures  à  une  certaine  limite  tf), 
supposons  qu'on  applique  à  ce  système  une  transformation  de  la  forme 

(l52)  ^/=  ÔjiJKlH-  ^/2^2  +  -  •  •+  6/nJ^rt  (t  =  I,   '2,    .  ..,   n), 

les  coefficients  6//,-  satisfaisant  aux  conditions  suivantes  :  1°  ce  sont  des 
fonctions  réelles,  continues  et  bornées  de  la  variable  t  pour  f^  to'.  1"  elles 
admettent  des  dérivées  satisfaisant  à  la  même  condition;  3°  l'inverse  du 
déterminant  des  6,/,-  est  borné.   Si  l'on  prend  pour   nouvelles  inconnues 
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les  fonctions  5/,  il  est  clair  que  le  système  (i4o)  est  remplacé  par  un 
système  linéaire  de  même  espèce  que  le  premier.  Nous  avons  en  effet 

ou,  en  remplaçant  ^',,  ^i,  ...,y'n  par  leurs  expressions  tirées  des  équa- 
tions (140)  elles-mêmes, 

-^  =  c/,^i-+-c/,7î-f-..  .-+-e/„7„, 

les  coefficients  c//t- jouissent  des  mêmes  propriétés  que  les  coefficients  an,' 
il  suffira  maintenant  de  remplacer  dans  ces  dernières  formules  J'i,^î,  . . . , 
yn  pa''  leurs  expressions  en  fonction  des  nouvelles  inconnues  ;:,,  ^,,  ..., 
z„,  tirées  des  formules  (râ?.). 

S'il  est  possible  de  choisir  les  coefficients  bik  de  la  transformation  de 
façon    que  le  nouveau  système  soit  un  système  à  coefficients  constants^ 
>M.  Liapounoff  (uof/-  le  Mémoire  déjà  cité,  p.  •242)  dit  que  le  système  est 
réductible. 

Tout  système  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  continues^  réelles 
et  périodiques,  de  même  période  10,  est  réductible. 

Considérons  en  effet  le  système  adjoint,  qui  est  aussi  un  système  à  coeffi- 
cients périodiques.  Soient  s  une  racine  de  l'équation  caractéristique  et  a 
l'exposant  caractéristique  correspondant.  Nous  supposerons,  pour  prendre 
le  cas  le  plus  général,  qu'à  cet  exposant  a  correspond  un  groupe  de  p  sys- 
tèmes particuliers  d'intégrales  de  la  forme  considérée  tout  à  l'heure.  Ce 
groupe  fournira  donc  (n''4l9)/>  intégrales  premières  linéaires  du  système 
proposé,  qui  seront  de  la  forme 

«*'(-iri -+- -sj^»-^- •  •■+- -''r«)  =  Cl, 

e=" (^,  Di,  -f-  J',  D 5, 4- .  .  . -i-  yn^^n )  =  Ci, 


e«<(^,Df-'^,4-^,D/'-«z,^-...H-^„D/'->5„)=C/„ 

Zi,  5î,  . . . ,  ^„  étant  des  polynômes  en  /,  de  degré  p  —  i  au  plus,  à  coeffi- 
cients périodiques,  et  les  dérivées  D'  étant  prises  en  considérant  ces 
coefficients  comme  constants.  On  peut  encore  écrire  ces  intégrales  pre- 
mières, en  ordonnant  par  rapport  à  t, 

[ti>-\  f/>-t  1 

(■53)  ]e"[(^Y,-,-;£^Y,  +  ...]  =C„ 

eaa,=  C„, 
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Y,,  Y2,  ...,  Y^  étant  des  combinaisons  linéaires  distinctes  à  coefficients 
périodiques  de^i,  y^^  ...,  yi,;  en  effet,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  on  dédui- 
rait des  formules  (i53)  une  relation  entre  les  constantes  arbitraires  Cj, 
Gj,  ...,  G,,  et  la  variable  t.  Si  l'on  prend  les  combinaisons  linéaires  Yj, 
Y2,  ...,  Y,,  pour  inconnues,  les  formules  (i53)  représentent  précisément 
l'intégrale  générale  du  système  d'équations  linéaires  (n"  4'21) 


054)      — '=-aY.,     -^=_aY2+Y„     ...,     -^  =  -  aY,+ Y,,_.. 


En  opérant  de  même  avec  tous  les  groupes  d'intégrales  premières  foui-- 
nies  par  les  groupes  d'intégrales  du  système  adjoint,  on  voit  que  le  système 
proposé  se  change  en  un  système  linéaire  à  coefficients  constants  au  moyen 
d'une  transformation  de  la  forme 

(i55)  Y,-=  (pari-+- ?/îJK2 H- •••+?«•« r«' 

les  coefficients  9,7,-  étant  des  fonctions  périodiques  de  période  10. 

L'inverse  du  déterminant  des  cp,/,-  est  borné  pour  f  >  ^o",  il  suffit  de  mon- 
trer que  ce  déterminant  D  ne  peut  s'annuler  pour  ^>  ^o-  Or,  si  l'on  consi- 
dère n  systèmes  distincts  d'intégrales  {yn,  .  •  ■^^  yin)  du  premier  système 
et  les  n  systèmes  correspondants  (Y,-,,  ...,  Y,„)  du  système  transformé; 
le  déterminante  est  égal  au  quotient  du  déterminant  des  Y,^.  par  le  déter- 
minant des  y,/c,  et  nous  savons  que  ces  deux  derniers  ont  des  valeurs 
Anies  différentes  de  zéro  pour  toute  valeur  finie  de  ^;  la  valeur  absolue 
de  D  reste  donc  supérieure  à  un  certain  minimum  positif  entre  ^o 
et  to  -+■  ti>. 

Pour  achever  la  démonstration,  nous  pouvons  supposer  que  l'équation 
■caractéristique  du  système  adjoint  n'a  pas  de  racines  réelles  et  négatives, 
car  il  suffit  (n"  MG)  de  considérer  la  période  20)  au  lieu  de  la  période  (o 
pour  remplacer  cette  racine  par  son  carré.  Si  l'équation  caractéristique  n'a 
-que  des  racines  réelles  et  positives,  on  peut  évidemment  supposer  réelles 
toutes  les  fonctions  o,-^  qui  figurent  dans  les  formules  (i55)  et  cette  trans- 
formation satisfait  bien  à  toutes  les  conditions  voulues.  D'ailleurs  tous  les 
exposants  caractéristiques  sont  réels,  et  le  système  transformé  esta  coeffi- 
cients réels.  Mais  si  l'équation  caractéristique  du  système  adjoint  a  des 
racines  imaginaires  conjuguées,  à  chaque  groupe  de  p  combinaisons 
linéaires  telles  que  Y,,  Y2,  ...,  Yy,  où  figurent  des  imaginaires,  on  peut 
associer  le  groupe  formé  par  les  imaginaires  conjuguées,  et  en  combinant 
deux  à  deux  ces  nouvelles  inconnues,  il  est  clair  qu'on  arrivera  aussi  à 
un  système  à  coefficients  constants  réels  par  une  transformation  de 
la  forme  voulue  à  coefficients  réels. 
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EXERCICES. 


•  1.  Intégrer  les  équations  linéaires 

^(ivi_  'j,y"-i-  y  =2  Xe^-{-  Be-^-f-  G  sina:  -1-  D  cosa?,        y  ^'  -i-  y"  =  x, 

y — y"-\-  y'  —  y  =  ^e-^ —  4  cosa:, 

y'"—  'iy'-+-  iy  =  («^  ■+-  b)e-^-h  ce-*^, 

x^y'" —  ç^xy"-^  gy'  =  i  -+-  i.x  -i-  3ar'  Logx, 

x'^y' — ixy'  -{-ly  =  x^-\-  px  -\-  q^ 

x'y"' —  3  07*^' -4-  yxy' —  Sy  =  x^ —  ïx, 

r'       dx 
x^-y  —:ixy -^  \y  =  x^-^  \  , 

J,      y/m-  X' 
xiy'" —  gx-y' -ir  373^' —  64^  =  a?*[a  -h  6  Loga:  ~-  c(Logar)*], 
x^y  ■+■  ixy' —  "xy  =  X  cosa?  —  sinar, 

x^y'^-^xy'^  y    =  f{x). 

Si  /(r)  est  holomorphe  dans  le  domaine  de  l'origine,  démontrer  que 
cette  dernière  équation  admet  une  intégrale  particulière  holomorphe  dans 
le  même  domaine. 

*   '2.  Intégrer  les  systèmes  d'équations  linéaires 

dv        dz  dz        dx  dx        dy 

^  '       dt         dt  '  dt         dt       -^  '  dt         dt  ' 

,.^  d^x        ,  d^Y 

^^^  ■^4-oa;-+-j  =  cos■2^  -^  — ar-f-oj'  =  o, 


(Y) 


d-y  ,  dy  dz 

]  dx^  dx  dx 

< 

d*z  dy  }dz                   o ,  _    _x 

dx^  dx           dx'^    -^    '      "  —  ■      1 


dx  dy  dz 

(.8)  ^-7-^-  =  o,  ^-^-  =  0,  _  +  :r-.-  =  o, 

dx  dy  ,  dz 


(6) 


1'  dy       ^  ^  ,  dz 


du        .  ,  c 

—, — i-3v  —  i4-3-f-oM  =  o; 

dx 


j  y— (X  + 1)^  —  22 -^  •>.([  — X)k  =  o, 

(Q  '  z' -\-\y -^  z -\- -iÇk  —  i)k  =  o, 

I  «'-hX^-+-(2X  —  I)«  =  0, 
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-    3.  Trouver  l'intégrale  générale  de  l'équation 

{ix  +  \)y'-+-  (4^  —  2)y  —  8^  =  {(Sx-+  X  —  3)e-^, 

sachant  que  l'équation  sans  second  membre  admet  une  intégrale  particu- 
lière de  la  forme  e'"^,  m  étant  un  coefficient  constant. 

[Licence  :  Caen,  1884.] 
4.   Démontrer  que  l'équation  difTérentielle 

{x^—i)y=n{n-hi)y, 

où  n  est  un  nombre  entier  positif,  admet  pour  intégrale  un  polynôme  P(x). 
En  déduire  que  la  même  équation  admet  une  seconde  intégrale 

••l-og(î^)+Q, 

OÙ  Q  est  aussi  un  polynôme. 

[Licence  :  Paris,  1890.] 

o.  L'équation  différentielle  linéaire 

xy—(x-hix-^^j )/ ■+-  \xy  =  o, 

où  [Ji  et  V  sont  deux  nombres  entiers  positifs,  admet  pour  intégrale  un 
polynôme  y\  =  l*{x).  En  déduire  qu'elle  admet  une  seconde  intégrale 
Y2  =  e^  Çl(x),  où  Q(a:)  est  aussi  un  polynôme. 

[Licence  :  Paris,  1903.] 

6.  On  demande  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation 
hnési'ire  y' -^ py' -^  qy  =:  o  admette  deux  intégrales  distinctes  ^1,  ^--j,  liées 

par  la  relation  y\yi  =  i.  En  supposant  que  l'on  ait^  = >  on  demande 

de  trouver  le  coefficient  q^  et  l'intégrale  générale. 

[Licence  :  Paris,  1902.] 

7.  Déduire  la  formule  (uS)  de  la  page  423  de  la  formule  (11)  qui  donne 
l'expression  du  déterminant  a(jKi,  JKj,  •  •  • , .X« )• 

8.  L'équation  de  Bessel 

xy''-h  7.{m -{- i)y' -h  xy  =  o 

admet  pour  intégrale  particulière  la  fonction  représentée  par  l'intégrale 
définie 

yi=:  I     (i  —  z^)"^  cosxz  dz, 
pourvu  que  la  partie  réelle  de  ni  soit  supérieure  à  — i.  Lorsque  m  est  un 
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nombre  entier  posilif,  cette  intégrale  est  de  la  forme  {voir  t.  I,  p.  2g4) 
•2.4.6. ..2/w(U  si  na7-hV  cosa:), 

U  et  V  étant  des  polynômes  en  —  dont  tous  les  coefficients  sont  des  nom- 
bres entiers,  et  l'intégrale  générale  est 

y  =  Ç.{\}  smx  -+-  Vcosa:)  -+-  G'(V  sina:  —  U  cosar). 

[Hermite.] 

9.  L'intégration  du  système  d'équations  linéaires 

±^ay  +  bz^o,         ^  +  a,y  +  b,z  =  o, 

où  a,  6,  ai,  61  sont  des  fonctions  quelconques  de  x.  se  ramène,  en  posant 
y  =^  iz,  -k  l'intégration  de  l'équation  de  Riccati 

dt        ,        ,  ,   . 

-r He>-4-(a  —  o,)f  —  a,^*=o 

clx 

et  au  calcul  de   1  (a  -{-  bt  )dx.  (  Voir  la  note  de  la  page  426.) 

10.  Le  rapport  z  de  deux  intégrales  distinctes  de  l'équation  linéaire 

y"  ^  py'-\-qy  ~  o 
satisfait  à  l'équation  différentielle  du  troisième  ordre 

^-2(7}   ='^9--P'-P- 

11.  (^tant  donnée  l'équation  différentielle 

(E)  3:(y''  —  y')  —  ay  =  o, 

où  a  est  constant,  on  demande  comment  il  faut  choisir  le  chemin  d'inté- 
gration L  pour  que  la  fonction  ^- (a:)  représentée  par  l'intégrale  définie 

-«-'  dz 


soit  une  intégrale  paiticulière  de  (E).  Démontrer  que  l'équation  (E)  admet 
une  intégrale  particulière,  qui  s'exprime  sans  aucun  signe  de  quadrature, 
lorsque  a  est  un  nombre  entier.  En  déduire  l'intégrale  générale,  et 
l'exprimer  au  moyen  du  plus  petit  nombre  de  transcendantes  possibles. 

^Licence  :  Paris,  juillet  1908.] 

12.  Déterminer  les  deux  fonctions  P(i)  et  Q(^)  de  façon  que  la  fonc- 
tion y  représentée  par  la  formule 

y={x-a)  f   /(t)P{t)dt-^ix-b)  f  /{t)Q{t)dt 
G.,  II.  32 
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soit  une  intégrale  de  l'équation  différentielle  y"  =1  f{x),  pour  toutes  les 
formes  possibles  de  la  fonction  f{x). 

{^Licence  :  Paris,  octobre  1907.] 

13.   L'intégrale  générale  de  l'équation  linéaire 

xy'-h  \n  -^  X  P{x)]y  -\-  ar"+i  Q.(^)j'  =  o, 

où  P(x)  et  Q(x)  sont  holomorphes  dans  le  domaine  de  l'origine,  est  uni- 
forme dans  ce  domaine,  (n  est  un  nombre  entier  supérieur  à  l'unité.) 

13*.  Toute  équation  de  la  forme 
dx''  ^^    '  dx"-^ 

d/'+l  y  dp  Y 

^xQla-p-v  {X)  ^-^  -+-  Q«-/'(^)^^  +. .  .+  Q„(>-)^  =  o, 

où  Qi,  Q2,  ...,  Q«  sont  des  fonctions  holomorphes  dans  le  domaine  de 
l'origine,  admet  une  intégrale  holomorphe  dans  ce  domaine,  dortt  la  valeur, 
ainsi  que  celles  de  ses  p  —  i  premières  dérivées,  peuvent  être  choisies  arbi- 
trairement pour  a;  =  o,  pourvu  que  l'équation 

(/■  —  /))... (r  —  n -4-1) -h- Qi(o)(r— /?)...(/•— rt -H  2)+..  .-i-Q„_;,(o)  =  o 

n'admette  pour  racine  aucun  nombre  entier  supé-rieur  à  />  —  i. 

[E.  GouRSAT,  Annales  de  l'École  Normale,  i883,  p.  265.] 

R.  Par  un  artifice  analogue  à  celui  qui  a  été  employé  au  n°  4.12,  on  est 
ramené  à  démontrer  la  proposition  pour  une  équation  de  la  forme 

di'u  _      M      /di>-^u  du 

dxi>  X  \dxi>'^        '  '  '       dx  ~^ 

r 

où  l'on  a  posé 

d'^-Pv 

u  =  y  -h  xy  -h . .  .-+-  x"^-P  —, —  • 

14*.  Soit   S    un  système  de    quatre  équations  linéaires  identique  à  son 
adjoint  (p.  482), 

(E)    -^  =  «ajKiH-«i272-i-«/3jK3  +  «(4jK*     (*'  =  ii2,3,4)     a/A -<- a/iz  =  o. 

Ce  système  admet  l'intégrale  première  y\  -^ y\  -I-JK3  +  JKf  =  G.  Si  l'on  sup- 
pose G  =  o,  on  satisfait  à  la  relation  précédente  en  posant 

et  en  portant  ces  expressions  de  jki,  y^y  yzi  y^  dans  les  équations  (E),  on 
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obtient  le  système  de  trois  équations 

p' 
2—  ==  («21 -H  tau)  (ïl  —  $)-H2i«j3-f-(a3i-l-  ian)(r,  -h  ^), 

P 

2T)'=  (a,2-i-a43)(i-i-Tj2)-H  t(ai3+ai4)(i  —  ïJ*) -1- 2i(«»s-<- «u)^. 

2$'    =(a21+«u)(l-l-S'')   -H  t(«31+«2i  )(«  —  $*)    -+-2t(«32+«4l)$, 

dont  les  deux  dernières  sont  des  équations  de  Riccati.  Soient  7\  —  f{x,  Ci), 
£  =  cp(a:,  Gj)  les  intégrales  générales  de  ces  deux  équations;  l'intégrale 
générale  de  l'équation  en  p  est  donnée  par  la  formule 

p2^^    =    C3. 

[  E.  GouRSAT,  Comptes  rendus,  t.  GVI,  p.  187,  et  t.  GXLVIII,  p.  612.) 
lo.  Démontrer  la  relation,  où  le  premier  membre  renferme  n  signes    /  , 
/      f'(x)dx  I     (f'(x)  dx  I  . ..  I     c^'(x)dxl     f{x)dx 

en  prouvant  que  les  deux  membres  sont  des  intégrales  particulières  d'une 
équation  diiTérentielle  linéaire  d'ordre  n,  satisfaisant  aux  mêmes  conditions 
initiales. 

16*  Démontrer  que  l'intégrale  ^(x,ol)  de  l'équation  linéaire  F(^)  =  o 
(p.  4*2)»  considérée  comme  fonction  de  la  variable  a,  est  une  intégrale 
de  l'équation  adjointe  G(a)  =  o,  où  l'on  aurait  remplacé  x  par  a. 

R.  On  observe  que  l'intégrale  de  l'équation  F(y)  =  o  qui  prend,  ainsi 
que  ses  (n  —  i)  premières  dérivées,  les  mêmes  valeurs  qu'une  fonction  it(a7) 
et  ses  (n  —  I)  premières  dérivées  pour  x  =  Xq,  a  pour  expression 


y  z=Tz{x)—  j     ¥{z)'^{x,ci.)d%, 


OÙ  l'on  a  posé  z  ^=  tz{%).  L'intégrale  qui  est  au  second  membre  ne  doit 
dépendre  que  de  Tc(a:),  tz{xo),  TT'(a;o),  ...,  Tr<''-''(a:o).  Or  on  peut  écrire 
aussi  (n°  40i) 

J   ¥{z)<^{x,a)d'x  =  \^[z,^{x,^)]\l=l-J  zG[^{x,ai)]da, 

et  il  est  clair  que  la  condition  précédente  n'est  remplie  que  si  l'on  a 
G[<f  (a7,  a)]  —  o.  On  en  déduit  aisément  que  les  fonctions  ^i(x )  définies  par 
les  équations  (A  )  (  note  de  la  page  ^l'i)  forment  un  système  fondamental 
d'intégrales  de  l'équation  adjointe. 


CHAPITRE  XXI. 

ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  NON  LINÉAIRES. 


I.  —  VALEURS  INITIALES  EXCEPTIONNELLES. 

La  démonstration  par  laquelle  on  a  prouvé  l'existence  des  ionc- 
lions  intégrales  prenant  des  valeurs  initiales  données  suppose 
essentiellement  que  les  seconds  membres  du  système  d'équations 
proposé  sont  holomorphes  dans  le  voisinage  de  ces  valeurs  ini- 
tiales (n"  384).  Nous  allons  examiner,  en  nous  bornant  à  une 
seule  équation,  quelques  cas  simples  où  cette  condition  n'est  pas 
remplie. 

425.  Cas  où  le  coefficient  différentiel  devient  infini.  —  Consi- 
dérons une  équation  du  premier  ordre, 

(0  ^=/(-.^). 

où  le  second  membre  ./{x^y)  devient  infini  pour  le  couple  de 
valeurs  x  =  Xq,  y  =yoi  de  telle  façon  que  l'inverse 


y(^.  jK) 


soit  holomorphe  dans  le  voisinage  de  ce  système  de  valeurs.  Nous 
pouvons  encore  écrire  l'équation  précédente 

en  regardant  y  comme  la  variable  indépendante  et  x  comme  la 
fonction  inconnue.  Mais,  le  second  membre /,(.r,jK)  étant  holo- 
morphe par  hypothèse  pour  .r  =  a:o,  JK=JKo)  le  théorème  de 
Cauchy  s'applique  à  l'équation  (2).  Il  existe  une  intégrale,  et 
une  seule.,  qui  tend  vers  x^  lorsque  y  tend  vers  y^^  et  cette  inté- 
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grale  est  holomorphe  dans  le  domaine  du  point  jKo-  Le  dévelop- 
pement en  série  entière  dex  —  Xq  suivant  les  puissances  de  y  — y^ 
commence  forcément  par  un  terme  qui  est  au  moins  du  second 

degré,  puisque  -7-  ou/,(x,y)  est  nul'pour  x  =  Xo,  y  =yo  [sans 

quoi/(x,jK)  serait  aussi  holomorphe].  Soit 

(3)  x  —  Xo=  Kniy  —70)'" -(-  A,„^i {y  —y^)m^i^.  .  .  (m ^  2,  A,„  7^  o) 

ce  développement;  de  la  formule  (3),  on  déduit  inversement  un 

1 
développement  de  y — y^  suivant  les  puissances  de  {x  —  ^o)"* 
(n°  3o7) 

-L  i. 

(4)  y  —  yo=ai{x  —  XQ)'"-^ai{x  —  XQ)"'-^...         (a,  7^0); 

r équation  (i)  admet  donc  encore  une  intégrale^  et  une  seule, 
tendant  vers  yo  lorsque  x  tend  vers  x^,  et  le  point  x^  est  un 
point  critique  algébrique  pour  cette  intégrale  ('  ). 

426,  Cas  où  le  coefâcient  différentiel  est  indéterminé.  —  La 
discussion  complète  de  tous  les  cas  où  le  coefficient  différentiel 
devient  indéterminé  est  beaucoup  plus  compliquée.  Prenons 
d'abord  l'équation  étudiée  par  Briot  et  Bouquet  (2) 

(5)  xy'—by  =  aïo^r -1- aîoJ^*-+- a,,a:_/ 4- aojj*-»-. . .  =  <p(a7,  y), 

où  le  second  membre  est  holomorphe  dans  le  domaine  du  point 
x=  r  =  o,  et  proposons-nous  de  rechercher  s'il  existe  une  inté- 
grale holomorphe  s'annulant  avec  x.  A  cet  effet,  substituons  à  la 
place  de  y,  dans  les  deux  membres  de  l'équation  (5),  une  série 
entière 

(6)  ^  =  C|X -H  C2a7--H. .  .-H  Crta:"-]-. . . 


(')  En  langage  géométrique,  on  peut  dire  aussi  que,  par  le  point  {x^^y^')  il 
passe  une  courbe  intégrale^  et  une  seule,  sur  laquelle  le  point  {x^,y^)  est  un 
point  ordinaire,  et  la  tangente  en  ce  point  est  la  droite  x-=x^.  L'énoncé  du 
théorème  suppose  que  la  fonction  fi{x,y)  ne  s'annule  pas  pour  x  ^  x^,  quel 
que  soit  y;  dans  ce  cas,  en  effet,  l'intégrale  de  l'équation  (2)  qui  prend  la 
valeur  a?„  ^out  y  —  y^  se  réduit  à  x  =■  x^,  et  l'équation  (i)  n'admet  pas  d'inté- 
grale tendant  vers  y„  lorsque  x  tend  vers  x^. 

(-)  Journal  de  l'École  Polytechnique,  t.  XXI,  i856. 
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après  la  substitution,  le  coefficient  de  x"  dans  le  premier  membre 
est  (/?  —  b)cni  tandis  que  le  coefficient  de  x"  dans  le  second 
membre  est  un  poljnome 

dont  tous  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers  positifs,  et  qui 
ne  renferme  que  les  coefficients  c^,  . . .,  Cn_,,etles  coefficients rt/^. 
On  obtient  donc  pour  déterminer  de  proche  en  proche  les  coeffi- 
cients de  la  série  (6)  une  relation  de  récurrence 

(7)    {n  —  b)cn=  l'«(aio,  «ao,---,  «o//;  c,,  Cj,  ...,  c„_i)         (n  =  f,  x,  ...), 

qui  permet  de  calculer  successivement  tous  ces  coefficients, /?OM/^'a 
que  b  ne  soit  pas  égal  à  un  nombre  entier  positif.  Ecartons 
d'abord  cette  hypothèse;  la  relation  (7)  nous  donne 

«10  «20H-  «llCl  -H  «ozCï 


et  ainsi  de  suite.  La  somme  de  la  série  (6)  représente  certainement 
une  intégrale  de  l'équation  (5)  s'annulant  avec  a?,  pourvu  que  cette 
série  entière  admette  un  rayon  de  convergence  différent  de  zéro. 
En  effet,  les  opérations  par  lesquelles  nous  avons  déterminé  les 
coefficients  de  cette  série  sont  alors  légitimes  (I,  n"  192). 

Pour  démontrer  la  convergence  de  cette  série,  observons  d'abord 
que,  lorsque  l'on  donne  à  n  toutes  les  valeurs  entières  i,  2,  ..., 

jusqu'à  l'infini,  la  fraction     >  qui  ne  peut  devenir  infinie,  tend 

vers  zéro.  Le  module  de  cette  fraction  a  donc  un  certain  maxi- 
mum -j^j  et  l'on  a,  quel  que  soit  le  nombre  entier  n, 
Soit  d'autre  part 

*(a:,  Y)  =  A,oa7  -+-  Aîoa^^-f-  An 37 Y  -H  AoîY^-i-.  . .-+- A,-A-a?'Y^-f-.  . . 

une  fonction  majorante  pour  (j^{x,y)^  ne  présentant  pas  de  terme 
constant  ni  de  terme  en  Y;  on  peut  prendre,  par  exemple,  une 
fonction  de  la  forme 

M  Y 

1>(^,  Y)  =  - M  — M-, 


=  B 
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mais  il  n'est  pas  nécessaire  de  préciser  davantage  pour  la  suite  du 
raisonnement.  L'équation  auxiliaire 

(8)  BY  =  4>(j:,  Y) 

admet,  d'après  le  théorème  général  sur  les  fonctions  implicites 
(I,  n°  193),  une  racine  liolomorphe  s'annulant  avec  x.  Soit 

(9)  Y  =  C,a:+Cîa72  +  ...+  G„a:''-i-... 

le  développement  en  série  entière  de  cette  racine.  Pour  calculer 
les  coefficients  C/,  on  peut  substituer  à  la  place  de  Y  ce  dévelop- 
pement dans  les  deux  tnemhres  de  la  relation  (8),  ce  qui  fournit 
la  relation  de  récurrence 

(10)  BC„=:  P„(Aio,  A20,  . . .,  Aort*,  Ct,  C2,  ...,Cn_i), 

P„  étant  le  polvnome  qui  ligure  dans  la  relation  ('7),  où  l'on  aurait 
remplacé  a/A  par  A,*  et  a  par  C/. 

Mais  on  a,  d'après  la  façon  même  dont  on  a  choisi  la  constante  B 
et  la  fonction  4>(j7,  Y),  les  inégalités 

I  atk  \  I  A  a-, 


i  n  —  b\  =  B 
11  s'ensuit  que,  si  l'on  a 

|c,  |<G,,         jCaKCî,  ...,         |c„_,  |<C„_,, 

on  aura  aussi  |'^//|<CC„,  puisque  tous  les  coefficients  du  poly- 
nôme P„  sont  des  nombres  entiers  positifs.  Or,  on  a  |<^/)o|=A4  07 
et,  par  suite,  |  C|  |  <C  Ci;  en  raisonnant  de  proche  en  proche,  on  en 
conclut  que  la  série  (9)  est  majorante  pour  la  série  (6)  :  celle-ci 
est  donc  convergente  dans  le  domaine  de  l'origine.  En  résumé, 
Lorsque  le  coefficient  b  de  y  dans  C  équation  (5)  n'est  pas  égal 
à  un  nombre  entier  positif ,  cette  équation  admet  une  intégrale 
holomorplie^  et  une  seule^  s  annulant  avec  x. 

Pour  achever  l'élude  des  intégrales  holomorphes  s'annulant  avec  x,  il 
faut  encore  examiner  le  cas  où  b  est  égal  à  un  nombre  entier  positif.  Sup- 
posons d'abord  b  =1;  la  première  des  relations  (7)  se  réduit  à  aïo  =  o. 
Si  «10  n'est  pas  nul,  il  n'y  a  donc  pas  d'intégrale  liolomorphe  répondant  à 
la  question.  Si  aïo  est  nul,  en  posant  j'  =  \x.  on  est  conduit  à  une  équa- 
tion 

(11)  X'=  ^/(a:,  X)  =  ajo-i-auX -l-aoîX2-H-..., 
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la  fonction  'i^{x,  X)  étant  holomorphe  pourvu  que  l'on  ait  |a7|  ■<  /•,  |  X  |  <<  A, 
r  et  A  étant  deux  nombres  positifs  convenablement  choisis.  Or  cette  équa- 
tion (ix)  admet  une  infinité  d'intégrales  holomorphes  dans  le  domaine  de 
l'origine,  car  on  peut  choisir  arbitrairement  la  valeur  Xq  de  X  pour  a7  =  o, 
pourvu  que  l'on  ait  |  Xq  |  <  A.  Dans  ce  cas,  l'équation  (5)  admet  donc  une 
infinité  d'intégrales  holomorphes  s'annulant  avec  x. 

Lorsque  b  est  égal  à  un  nombre  entier  plus  grand  que  l'unité,  le  coef- 
ficient de  X  dans  le  développement  d'une  intégrale  holomorphe  s'annulant 

pour  a?  =  o  doit  être  égal  à j  j  et  la  transformation  y  '"     ~.   ,    \  ~ 


1  —  6 ^■"■-'•"  —j         ,_6~ 

conduit  à  une  équation  de  même  forme,  où  le  coefficient  de  X  est  égal 
à  I  —  6, 

a? X'  —  {b  —  I ) X  =  a', (, a;  -t-  «2 0 ar2 -h  «',  1  X a?  H- .  .  .  ; 

par  une  suite  de  transformations  analogues,  on  sera  donc  ramené  au  cas 
qui  vient  d'être  traité.  Par  conséquent,  lorsque  le  coefficient  b  est  égal  à 
un  nombre  entier  positif,  l'équation  (5)  n'admet  aucune  intégrale  holo- 
morphe s'annulant  avec  x^  ou  elle  en  admet  une  infinité. 

Briot  et  Bouquet  ont  recherché  aussi  s'il  existait  des  intégrales  non 
holomorphes  tendant  vers  zéro  avec  x  et  démontré  que  l'équation  (5) 
admet  une  infinité  d'intégrales  de  cette  espèce,  lorsque  la  partie  réelle 
de  b  est  positive.  On  peut  établir  aisément  ce  théorème  au  moyen  de  la 
méthode  des  approximations  successives.  Nous  remarquerons  d'abord  que, 
si  la  partie  réelle  de  b  est  positive,  on  peut,  sans  diminuer  la  généralité, 
supposer  cette  partie  réelle  <'H.( 6)  >  r.  Si  en  effet  on  fait  le  changement 
de  variable  ir  =  .r'«,  n  étant  un  nombre  entier  positif,  l'équation  (5)  est 
remplacée  par  une  équation  de  même  forme  où  b  est  remplacé  par  nb. 
Nous  admettrons  donc  que  l'on  a  <SR. (/>»)>  i,  et  que  b  n'est  pas  un  nombre 
entier.  L'équation  (5)  admet,  comme  on  vient  de  le  démontrer,  iine  inté- 
grale holomorphe  jki,  nulle  pour  ic  =  o,  et  en  posant  y  =jKi  -(-  ii  l'équa- 
tion (5)  devient 

xu' —  bu  =  (p(a7,  yx-^  u)  —  ^(a:,  jKi)  =  u  '^{^^  ")• 

La  fonction  t^{x,y)  ne  renfermant  pas  de  terme  enjK,  la  fonction  4'(^i  ") 
ne  renfermera  pas  de  terme  constant,  et  l'on  peut  encore  écrire  l'équation 
précédente 

xu' — èa  =  a[aa? -(-  [3« -H. .  .]. 

Posons  encore  u  =  \x'',  en  désignant  par  X  la  nouvelle  fonction  inconnue  ; 
l'équation  prend  la  forme 

(12)  X'=  X[a  + pXa-6-1-1-...]  =  F(X,a-,a^*-'), 

F  désignant  une  série  entière  par  rapport  aux  trois  variables  X,  a;,  a?''-'. 
Dans  le  plan  de  la  variable  x  menons  par  l'origine  deux  demi-droites 
d'arguments  Wq  et  lO]  (ioq  <C  Wj  <  Wj  -t-  ïtt)  et  considérons  le  secteur  circu- 
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laire  A  limité  par  ces  deux  droites  et  un  arc  de  cercle  de  rayon  v  décrit 
de  l'origine  pour  centre.  Lorsque  x  reste  à  l'intérieur  de  A  et  que  d'autre 
part  |X|  reste  inférieur  à  un  nombre  positif/,  la  fonction  F(X,  ar,  a;''-') 
est  hoiomorphe  (  '  ),  pourvu  que  les  deux  nombres  r  et  /  soient  assez  petits. 
.Joignons  l'origine  à  un  point  quelconque  x  du  secteur  A  par  un  segment 
de  ligne  droite,  et  imaginons  qu'on  prenne  pour  valeur  initiale  de  X  une 
valeur  arbitraire  Xq,  de  module  inférieur  à  l.  On  peut  appliquer  à  l'équa- 
tion (12)  la  méthode  des  approximations  successives  (n°  391)  qui  consiste 
à  prendre  successivement  les  intégrales 

^i  =  XoH-/*    Y(\^,x,xb-^)dx,         X,=  Xo-h/'    F(X,,  ar,  arA-')c/x, 
et  d'une  manière  générale 

X„=Xo-f-/'     Y{\n-uX,xl>-^)dx, 

toutes  ces  intégrales  étant  prises  suivant  la  ligne  droite.  Les  hypothèses 
fondamentales  pour  la  validité  de  la  démonstration  sont  encore  réalisées 
ici;  toutes  les  fonctions  •Xj(ar^),  Xî(a:),  ...  sont  holomorphes  dans  le 
secteur  A,  et  la  fonction  X„(3*)  tend  vers  une  limite  A(ar)  pourvu  que  le 
rayon  r  ait  été  pris  assez  petit.  L'équation  (12)  admet  donc  une  intégrale 
hoiomorphe  dans  le  secteur  A  tendant  vers  la  valeur  Xq  lorsque  x  tend 
vers  zéro,  et  par  suite  l'équation  (5)  admet  une  infinité  d'intégrales  non 
holomorphes  dans  le  voisinage  de  l'origine,  tendant  vers  zéro  lorsque  le 
point  X  se  rapproche  de  l'origine,  et  dépendant  d'un  paramètre  arbi- 
traire Xq ;  ce  qui  démontre  le  théorème  de  Briot  et  Bouquet. 

La  condition  que  la  partie  réelle  de  6  —  i  soit  positive  est  essentielle; 
en  efTel,  lorsque  ar  se  rapproche  de  l'origine  en  restant  dans  le  secteur  A, 
son  argument  leste  compris  entre  0)0  et  loi,  et  son  module  tend  vers  zéro. 
Soit  X  =  pe'w,  b  —  I  =  fjL  -1-  vt;  on  a 

(l3)  x^~^  =  elt'-  +  v/)(logp-i-/w)  :^  gîAlogp  — v(i)  g/\vlosrp-t-(i.<i)i 

et  lorsque  p  tend  vers  zéro,  w  restant  compris  entre  les  deux  limites  lOo 
et  o)],  [jilogp  —  vw  augmente  indéfiniment  en  valeur  absolue  en  restant 
négatif,  et  le  module  de  ar*-'  tend  vers  zéro.  On  voit  au  contraire  que,  si 
la  partie  réelle  de  6  —  i  est  négative,  le  module  de  x^^'^  augmente  indéfi- 
niment lorsque  X  tend  vers  zéro  en  restant  dans  le  secteur  A.  La  fonc- 
tion F ( X ,  a-,  a7*-i )  n'est  pas  continue  à  l'origine,  et  la  démonstration  pré- 
cédente ne  s'applique  plus. 

(')  Lorsque  x  tend  vers  l'origine  en  restant  dans  le  secteur  A,  la  dérivée  de 
la  fonction  F  par  rapport  à  x  peut  derenir  infinie  si  la  partie  réelle  de  6  —  2  est 
négative,  mais  cette  dérivée  ne  figure  pas  dans  la  méthode  des  approximations 
successives. 
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D'après  Briot  et  Bouquet,  lorsque  la  partie  réelle  de  b  est  négative, 
l'équation  (5)  n'admet  pas  d'autre  intégrale  que  l'intégrale  holomorphe 
s'annulant  pour  x  =^  o.  Mais  leur  démonstration,  qui  est  très  analogue  à 
celle  de  la  note  de  la  page  352,  suppose  que  la  variable  x  tend  vers  l'origine 
suivant  un  chemin  de  longueur  finie,  avec  une  tangente  déterminée  à  l'ori- 
gine, et  la  conclusion  a  besoin  d'être  précisée.  Pour  donner  une  idée  de 
la  difficulté  de  la  question,  considérons  la  fonction  x''  en  supposant  que 
la  partie  réelle  jx  de  b  est  négative  tandis  que  le  coefficient  v  de  i  est 
différent  de  zéro;  le  module  de  x^  est  égal  à  e[Aiogp-vw.  Si  nous  faisons 
décrire  à  la  variable  x  une  courbe  se  rapprochant  indéfiniment  de  l'origine, 
(jilogp  tend  bien  vers  -4-qo;  mais,  si  l'on  fait  croître  en  même  temps  l'argu- 
ment w  en  valeur  absolue  de  telle  façon  que  la  différence  [xlogp  —  vwsoit 
négative  et  croisse  indéfiniment  en  valeur  absolue,  le  module  de  x^  tendra 
vers  zéro  en  même  temps  que  |  iP  |.  Si  v  >  o,  il  suffira  de  faire  décrire  par 
exemple    à    la    variable    x  la    spirale    logarithmique    ayant    pour    équa- 

vw  VO) 

tion  p  =  e"'^,  car  nous  avons  alors  \x^\  =  e  ^  ,  et,  lorsque  l'argument  w 
tend  vers  H-  oc,  [a?]  =  p  et  \x^'\  tendent  en  même  temps  vers  ïéro. 

Lorsque    la    partie   réelle  de  b   est.  négative,   sans   que  la   partie  réelle 

de-  soit  nulle,  il  résulte  des  recherches  de  MM.  Picard  et  Poincaré  sur  ce 
i 

sujet  que  l'équation  (5)  admet  une  infinité  d'intégrales  non  holomorphes, 
dépendant  d'une  constante  arbitraire,  et  tendant  vers  zéro  lorsque  l'on 
fait  décrire  à  la  variable  x  un  chemin  tel  que  le  précédent  le  long 
duquel  \x'>\  tend  vers  zéro.  La  contradiction  entre  ce  résultat  et  le  théo- 
rème énoncé  par  Briot  et  Bouquet  n'est  qu'apparente,  puisqu'on  se  place 
dans  les  deux  cas  dans  des  conditions  tout  à  fait  différentes.  Remarquons 
en  particulier  que,  lorsque  la  variable  x  ne  prend  que  des  valeurs  réelles, 
elle  ne  peut  tourner  une  infinité  de  fois  autour  de  l'origine,  et  par  suite  il 
n'y  a  pas  d'autre  intégrale  que  l'intégrale  holomorphe  tendant  vers  zéro 
avec  x  si  la  partie  réelle  de  b  est  négative. 

Les  résultats  de   cette   discussion   sont   faciles  à   vérifier  sur   l'équation 

ax  . 

élémentaire  xy'  =  ax  -^  by,  dont  l'intégrale  générale  est  y  =     .   -+-  KjX", 

si  6  —  I  n'est  pas  nul,  et  jk  =  a^  Loga;  -4-  Car,  si  b  =  i. 

427.   Nous  donnerons    seulement   quelques  indications   sur   le 
cas  général  d'une  équation  de  la  forme 

dy  ax  -\-  by  -t-  c  j-^-f-  2  dxy  -+-  ey--{-.  .  .     _  Y 

^  ^  dx  ~  a' X  -i-  b' y  -v-  c' x--^  -id' xy  -t  e' y-  -i-  . . .        X 

X  et  Y  étant  des  séries  entières  convergentes  tant  que  l'on  a 
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dv 
Nous  supposons,  ce  qui  ne   restreint  pas  la  généralité,  que  -^ 

devient  indéterminé  pour  le  système  de  valeurs  x  =JK  =  o.  Posons 
dans  cette  équation  j'^^  vx\  elle  devient 

.    ..  dv        a -\~  bv  —  v{a' -^  b' v) -{- X  (f(x.  v) 

(i5)  ^-7—= ; y, ; ' 

dx  a-\-bv-{-x<!^{x^v) 

o{x^v)  et  <l{x^v)  étant  deux  séries  entières  qui  sont  conver- 
gentes pourvu  que  l'on  ait  à  la  fois  |-2^|<!  /*,  |r.27|<;/-  Si  l'équa- 
tion (i4)  admet  une  intégrale  holomorphe  s'annulant  avec  a?,  le 
coefficient  de  x  dans  le  développement  de  cetie  intégrale  est 
nécessairement  racine  de  l'équation 

(16)  a -\- bv  —  p(a'-H  6'f  )  =  o, 

puisque  le  premier  membre  de  l'équation  (i5)  est  nul  pour^=:  o. 
Soit  ^'i  une  racine  de  l'équation  (16).  Si  nous  posons  v  =Vi  -+-  //, 
les  deux  fonctions 

sont  encore  régulières  dans  le  voisinage  des  valeurs  j?  =  o,  m  =  o, 
et  l'équation  (i5)  est  remplacée  par  une  équation  de  la  forme  déjà 
étudiée 

(17)  x-j-  =  ku-^-Bx-^.  . ., 

dx 

pourvu  que  Vy  n'annule  pas  a'  -h  b'  v.  Gomme  l'équation  (  1 6)  est,  en 
général,  du  second  degré,  on  voit  que  l'on  peut  ramener  l'équa- 
tion (i4)  à  la  forme  (5)  de  deux  façons  différentes  et,  par  suite, 
qu'il  y  a  en  général  deux  intégrales  holomorphes  et  deux  seulement 
s'annulant  pour  :r  =  o.  Mais  ces  conclusions  ne  s'appliquent 
qu'aux  circonstances  les  plus  générales  011  les  coefficients  a,  6,  a\ 
b'  ne  satisfont  à  aucune  relation  particulière. 

La  recherche  générale  des  intégrales,  holomorphes  ou  non,  de 
l'équation  (i4)?  qui  tendent  vers  zéro  lorsque  or  tend  vers  zéro  (X  et 
Y  étant  deux  fonctions  régulières  qui  s'annulent  pour  a:  =:^  =  o), 
a  fait  l'objet,  depuis  le  Mémoire  de  Briot  et  Bouquet,  d'un  grand 
nombre  de  travaux.  Quoiqu'on  ait  pu  traiter  des  cas  de  plus  en 
plus  étendus,  la  question  n'est  pas  encore  épuisée.  Je  signalerai 
seulement  une  circonstance  remai-quable  que  nous  n'avions  pas 
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rencontrée  jusqu'à  présent.  Prenons  l'équation 
(i8)  x-^-£-by  =  ax 

et  cherchons,  comme  phis  haut,  une  intégrale  holomorphe  de 
cette  équation  qui  soit  nulle  pour  x  =  o.  En  cherchant  à  déter- 
miner les  coefficients  de  la  série  (6)  de  façon  qu'en  la  substituant 
dans  l'équation  (18)  on  arrive  à  une  identité,  on  aboutit  aux 
relations 

a -+- 6ci  =  o,  Ci  =  ècî,         •j.Ci=  bcz,  ...,         nc,i=  bcn+i,         ..., 

d'où  l'on  tire 

a  a  9. a  \  .'x.  .  .n.a 


6»  *  6*  "^'  6«+l 

On  obtient  bien  ainsi  une  valeur  unique  pour  chaque  coefficient, 
mais  la  série  à  laquelle  on  parvient  est  divergente  sauf  pour 
a?  =  o.  L'origine  est  un  point  singulier  transcendant  pour  toutes 
les  intégrales,  comme  on  le  vérifie  par  l'intégration  directe.  Le 
point  X  ■=  o  est  de  même  un  point  singulier  transcendant  pour 
toutes  les  intégrales  de  l'équation  xy'+y^  =  o^  et  toutes  ces 
intégrales  tendent  vers  zéro  avec  \x\. 

Quand  on  n'attribue  aux  variables  x  et  j^  que  des  valeurs  réelles  et  que 
l'on  cherche  à  construire  les  courbes  intégrales  de  l'équation  fi4)(X  et  Y 
étant,  par  exemple,  deux  polynômes  entiers  en  x  eiy),  il  est  très  impor- 
tant de  connaître  la  forme  de  ces  courbes  intégrales  dans  le  voisinage  d'un 
point  commun  aux  deux  courbes  X  =  o,  Y  =  o.  Nous  allons  étudier,  à  ce 
point  de  vue,  l'équation  simple 

dy  ax  -+-  h  y 

dx  ~  a'  X  ^  b'  y^ 

qui  s'intègre  par  un  procédé  élémentaire  (n"  365)  en  posant  y  =  tx.  On 
intègre  d'une  façon  plus  symétrique,  en  remplaçant  l'équation  (19)  par  le 
système 

dx  dy  , 

(20)  -, j^  =  ^^-—=dt, 

a  X  -^  b  y        ax-{-by 

t  étant  une  variable  auxiliaire  introduite  pour  la  symétrie.  On  a  vu  plus 
haut  (n'  421)  que  ce  système  peut  être  ramené  à  une   forme  canonique 
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simple  en  remplaçant  x  el  y  par  deu\  combinaisons  linéaires  et  homo- 
gènes X  et  Y  de  ces  variables.  L'équation  caractéristique  est  ici 

5*  —  (a'  -h  b)  s  -h  ba!  —  ab'  =  o, 

et  ne  peut  avoir  de  racine  nulle,  puisqu'on  suppose  que  ab' — ba'  n'est 
pas  nul.  Cela  posé,  plusieurs  cas  sont  à  distinguer  suivant  la  nature  de  ces 
racines  : 

1°  Si  l'équation  caractéristique  a  deux  racines  réelles  distinctes  ^i,  5j.  on 
peut  ramener  le  système  (20)  à  la  forme 

rfX  _  rfY  _ 
s,X  ~  Vî"  ~ 

et  l'équation  proposée  devient  par  conséquent 

Si 

L'intégrale  générale  est  donnée  par  la  formule 

s, 

Y  =  C  X'-  ; 

si  Si  et  s^  sont  du  même  signe,  Y  tend  vers  zéro  en  même  temps  que  X. 
Toutes  les  courbes  intégrales  vont  passer  par  l'origine  qui  est  un  nœud. 

Si  —  est  négatif,  il  n'existe  que  deux  courbes  intégrales  passant  par  l'ori- 
*t 

gine,  les  droites  X  =  o,  Y  =  o.  L'origine  est  un  col. 

1°  Lorsque   l'équation  caractéristique  a  deux  racines  imaginaires  con- 
juguées  a-i-pi,   a  —  ^i(^  ^  o),   on    peut    ramener   le  système   {10)  à  la 

forme 

rf(X-^iY)  d(X  —  i\) 


(a+tP)(X-f-tY)        (a-t^)(X  — iY) 


=  dt, 


X  et  Y  étant  des  combinaisons  linéaires  et  homogènes  de  ar  et  ^  à  coejffi- 
cients  réels.  On  peut  encore  écrire  ces  équations 

d\  d\ 


d'où  l'on  déduit 


aX  — pY        pX-f-aY 

X  rfX  +  Y  dY  _  XdX  —  \  dX 

a(XîH-Y«)    ~     [î(X«-i-Y») 

L'intégrale  générale  de  l'équation  (19)  est  donc  représentée  par  l'équa- 
tion 

a        .       T 
—  arc  tan;  =- 


v/X^-t-  Y^=  GeP 
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Si  a  n'est  pas  nul,  tontes  ces  courbes  ont  la  forme  de  spirales  se  rappro- 
chant indéfiniment  de  l'origine  qui  est  un  point  asymptote.  On  dit  que 
l'origine  est  nn  foyer. 

Si  a  est  nul,  l'intégrale  générale  se  compose  de  coniques  concentriques. 
L'origine  est  dite  un  centre^  mais  ce  cas  doit  être  considéré  comme  excep- 
tionnel, puisqu'il  exige  une  condition  d'égalité. 

3"  Si  l'équation  caractéristique  a  une  racine  double  s,  cette  racine  est 
réelle  et  différente  de  zéro,  et  le  système  (20)  se  ramène  à  la  forme 

d^  _         d\         _ 

5X~5(X-4-Y)~ 

L'équation  (19)  elle-même  devient  -j^  =  i  -+-  — ,  et  l'intégrale  générale 

«A.  A. 

est  Y  =  GX -+- X  LogX.   Pour   construire  les  courbes   intégrales,  on  peut 

exprimer  X  et  Y  au  moyen  d'une  variable  auxiliaire  en  posant  X  =  e^,  ce 

qui  donne  Y  =  Ge^  -h  Ge^.  Lorsque  0  tend  vers  —  00,  X  et  Y  et  par  suite  x 

tl y  tendent  vers  zéro;  l'origine  est  encore  un  foyer. 

La  classification  précédente  est  due   à   M.  Poincaré,  qui    a   étendu    la 

discussion   aux  équations  de  la  forme   générale  (i4j  dont  les  coefficients 

sont  réels. 
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428.  Points  singuliers  des  intégrales.  —  Les  développements  en 
séries  par  lesquels  on  a  établi  l'existence  des  intégrales  d'un  sys- 
tème d'équations  différentielles  analytiques  ne  permettent  de  cal- 
culer ces  intégrales  qu'à  lirjtérieur  du  cercle  de  convergence.  Mais 
la  connaissance  de  ces  développements  suffit,  comme  on  l'a  re- 
marqué d'une  façon  générale  (n°  344),  pour  que  ces  fonctions 
soient  virluellement  déterminées  dans  tout  leur  domaine  d'exis- 
tence. Considérons,  pour  fixer  les  idées,  une  équation  différen- 
tielle algébrique  du  premier  ordre 

(21)  ¥(x,  y,  y')  =  o, 

F  étant  un  polynôme  entier  en  ic,  JK,  y' >  Soit  [x^^yç^)  un  système 
de  valeurs  lel  que  l'équation  ¥[X(i,yQ.,y')=  o  ait  une  racine 
simple  y\/,  lorsque  x  ei  y  tendent  respectivement  vers  Xq  etj,,, 
l'équation  (aï)  admet  une  racine  et  une  seule  tendant  vers^j,,  el 
cette  racine  y' ^^f(^x^y)  est  une  fonction  régulière  dans  le  voisi- 
nage des  valeurs  ^Tq,  jKo-  L'équation  (21)  admet  donc  une  intégrale 
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holomorphe  se  réduisant  à  j^o  pour  .r  ::=  ^o?  et  dont  la  dérivée  prend 
aussi  la  valeur  y^  pour  x=^x^.  Cette  intégrale  n'est  définie  par 
un  développement  en  série  entière  qu'à  l'intérieur  d'un  cercle  Co, 
de  centre  ^Tq,  dont  le  rajon  est  en  général  fini;  mais  celte  fonc- 
tion, dont  on  peut  poursuivre  le  prolongement  analytique  en 
dehors  du  cercle  Co,  satisfait  à  l'équation  (21)  dans  tout  son 
domaine  d'existence.  Remarquons  qu'on  peut  se  servir  de  l'équa- 
tion (21)  elle-même  pour  le  calcul  des  coefficients  des^  diverses 
séries  que  l'on  emploie  dans  la  méthode  du  prolongement  ana- 
lytique. Si  en  un  point  x^  du  cercle  Co  l'intégrale  considérée  est 
égale  à  ^',,  sa  dérivée  est  égale  à  l'une  des  racines  y\  de  l'équa- 
tion F(a7(  ,jKi  ,y')  =  o,  et  l'on  pourra  en  déduire  les  valeurs  des 
autres  dérivées  au  point  x^  par  des  dérivations  successives. 

Chacjue  équation  difierenlielle  du  premier  ordre  définit  ainsi 
une  infinité  de  fonctions  nnalvliques  (dépendant  d'une  constante 
arbitraire);  ce  sont  en  général  des  fonctions  transcendantes  que 
l'on  ne  peut  exprimer  au  moyen  des  transcendantes  classiques,  et 
il  en  est  de  même  a  fortiori  des  fonctions  définies  par  des  équa- 
tions diflercntielles  algébriques  du  second  ordre  ou  d'ordre  supé- 
rieur. L'étude  des  propriéiés  de  ces  transcendantes  nouvelles  et 
leur  classification  constituent  l'objet  de  la  théorie  analytique  des 
équations  différenlielles. 

On  peut  encore,  dans  cette  étude,  poursuivre  deux  buts  diffé- 
rents :  l'on  peut  chercher  des  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  des  équations  d'une  forme  déterminée  puissent  être 
intégrées  au  moyen  de  fonctions  déjà  connues,  ou  se  proposer  au 
contraire  de  découvrir  des  équations  différentielles  algébriques 
définissant  des  transcendantes  irréduclibles  aux  transcendantes 
classiques,  et  jouissant  de  quelque  propriété  remarquable,  comme 
d'être  uniformes,  ou  méromorphes,  etc.  Quel  que  soit  l'objet  que 
l'on  ail  surtout  en  vue,  la  recherche  des  singularités  possibles 
pour  les  fonctions  intégrales  est  une  question  essentielle.  Tandis 
que  les  points  singuliers  des  intégrales  d'une  équation  linéaire 
sont  fixes,  les  points  singuliers  des  intégrales  d'une  équation  non 
linéaire  varient  en  général  avec  les  valeurs  initiales.  Par  exemple, 
l'intégrale  de  l'équation  x-^yy'=^o  qui  prend  la  valeur  y^ 
pour  X  ^=z  o  est  y  =  y/j'g — x'-\  cette  fonction  admet  les  deux 
points  critiques  +^^0,  — y^  qui  dépendent  de  la  valeur  initiale. 
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De  même,   l'intégrale  de    l'équation  y'  =  y-^  qui  est  égale  à  y^ 

pour  X  =  G,  ou  — — — )  admet  le  pôle  x  =  —  Nous  sommes  donc 

conduits  à  distinguer  deux  classes  de  points  singuliers  pour  une 
équation  différentielle,  les  points  singuliers  yij;<?5  qui  ne  dépen- 
dent pas  des  valeurs  initiales  choisies  (sans  être  nécessairement 
des  points  singuliers  pour  toutes  les  intégrales),  et  les  points  sin- 
guliers mobiles,  pôles  ou  points  critiques,  qui  dépendent  des  va- 
leurs initiales.  Une  équation  différentielle  peut  avoir  à  la  fois  des 
points  singuliers  des  deux  espèces. 

429.  Fonctions  définies  par  une  équation  différentielle  j'=  R(x,  y). 
—  Nous  allons  étudier  en  particulier  l'équation  différentielle 

(22)  -f-  =  R(.r,  y)  =  pr ■ — , 

^      '  dx  ^(x,y) 

OÙ  P(.r,  y)  et  Q(-3^,y)  sont  deux  polynômes  entiers  en  x  et  y, 
n'admettant  pour  diviseur  commun  aucun  polynôme  de  même 
espèce.  Les  deux  équations  P(a7,j')=o,  Q(.r,r)  =  o  ont  un 
certain  nombre  de  systèmes  de  solutions  (a,,Z;,),  ...,  (««,6,,); 
nous  marquerons  dans  le  plan  des  x  les  points  «i ,  r/o,  •  •  -,  ««• 

La  transformation  y  =  -  conduit  de  l'équation  (22)3  une  équa- 
tion de  même  forme 

et  les  deux  équations  P,(a7,  2)  =  o,  Q)(^,  5)=o  ont  encore  un 
certain  nombre  de  systèmes  de  solutions  {a\,b\),  ...,  {a'^^^b'^^). 
Nous  marquerons  aussi  dans  le  plan  de  la  variable  x  les  points  a',, 
a!,,  . . .,  a'„j.  Ces  points  a/,  a^  sont  en  général  des  poinis  singuliers 
pour  quelques-unes  des  intégrales  de  l'équation  (22),  mais  ils  sont 
connus  a  priori  :  ce  sont  des  points  singuliersyZxe^. 

Soit  maintenant  (a7o,JKo)  un  système  quelconque  de  valeurs  tel 
que  Q(.^05jKo)  '^e  soit  pas  nul.  L'équation  (22)  admet  une  inté- 
grale holomorphe  dans  le  domaine  du  point  .Tq,  prenant  la  va- 
leur j)^o  pour  x^=Xo.  Imaginons  que  l'on  fasse  décrire  à  la  va- 
riable X  un  chemin  quelconque  L  issu  du  point  Xq  et  ne  passant 
par  aucun  des  points  a/,  a'j^.  On  peut  poursuivre  le  prolongement 


J 
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analytique  de  cette  intégrale  tout  le  long  de  L,  tant  qu'on  ne 
rencontre  aucun  point  singulier,  mais  il  peut  arriver  que  l'on 
soit  arrêté  par  la  présence  d'un  point  singulier.  Soit  a  le  pre- 
mier point  singulier  que  l'on  rencontre;  l'intégrale  considérée  est 
holomorphe  dans  le  voisinage  de  tout  point  X  du  chemin  L  com- 
pris entre  jCq  et  a,  mais  le  cercle  de  convergence  de  la  série  entière 
qui  la  représente,  et  dont  le  centre  est  en  X,  ne  renferme  jamais 
le  point  a  à  linlérieur,  aussi  petit  que  soit  |X  —  a|.  L'équa- 
tion Q(a,  y)  ==  o  admet  un  certain  nombre  de  racines  p,,  ^2»  "-^ 
l^x;  nous  marquerons  les  points  ^i  d;ins  le  plan  de  la  variable  y. 
L'équation  Q(y.,y)  =  o  n';i  qu'un  nombre  fini  de  racines,  car, 
pour  qu'il  en  fût  autrement,  il  faudrait  (|ue  le  polynôme  (^{x,y) 
fût  divisible  par  [x  —  a)  et  le  point  a  serait  compris  parmi  les 
points  «/,  a'f^.  Pour  la  même  raison,  les  deux  équations  P(a,^)  ^  o, 
Q(a,j')=  o  n'ont  aucune  racine  commune.  Cela  posé,  plusieurs 
hypothèses  sont  à  examiner.  Soit  Y  la  valeur  de  l'intégrale  en  X; 
nous  ne  pouvons  supposer  que  Y  tende  vers  une  valeur  finie  ^ 
différente  de  ^,,  ,^2,  ...,  ,3.^,  lorsque  X  tend  vers  a,  car  K(x,y) 
est  une  fonction  régulière  pour  .r  =  a,  )-  =  ^.  Or,  d'après  le 
théorème  fondamental  de  Cauchy,  il  existe  une  seule  intégrale 
tendant  vers  ^  lorsque  .r  tend  vers  a,  et  cette  intégrale  est  holo- 
morphe au  point  a.  Supposons  en  second  lieu  que  Y  tende  vers  la 
valeur  ^z  lorsque  |X  —  a|  tend  vers  zéro.  La  fonction  ]\(a:,y)  est 
infinie  pour  x  =  7.,  y  =  ^/,  mais  son  inverse  est  une  fonction  régu- 
lière, puisqu'on  ne  peut  avoir  P(a,  ^/)  =  o.  Nous  avons  vu  plus 
haut  (n"  A'io)  que  l'équation  (22)  admet  une  intégrale  et  une  seule 
tendant  vers  pi  lorsque  |X  —  a|  tend  vers  zéro,  el  le  point  a  est 
un  point  critique  algébrique  pour  cette  intégrale.  De  même,  si  |  Y| 
augmente  indéfiniment  lorsque  |X  —  a|  tend  vers  zéro,  l'équa- 
tion (23)  admet  une  intégrale  qui  tend  vers  zéro  en  même  temps 
que  |X  — a|.  On  ne  peutavoir  à  la  fois  P,(a,  0)  =  o,  Q,(a,  0)  =  o, 
puisque  le  point  a  ne  fait  pas  partie  des  points  a'^.  Si  Qi(a,  o) 
n'est  pas  nul,  z  est  holomorphe  dans  le  domaine  du  point  a,  qui 
est  un  pôle  pour  l'intégrale  considérée.  Si  Q,(a,  o)  =  o,  ce  point  a 
est  un  point  critique  algébrique  pour  z  et  par  suite  pour  j^. 

Nous  n'avons  pas  encore  épuisé  toutes  les  hypothèses;  ne  pour- 
rait-il arriver  en  effet  que  Y  ne   tende  vers  aucune  limite,  sans 
que  |Y|  augmente  indéfiniment,  lorsque  |X  —  a|  tend  vers  zéro? 
G.,  II.  33 
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M.  Painlevé  a  démontré  comme  il  suit  que  cela  n'était  pas  pos- 
sible, ce  qu'on  avait  admis  jusque-là  sans  preuve  précise.  Du 
point  a  comme  centre  avec  un  rayon  très  petit  /•  décrivons  un 
cercle  C.  Les  racines  de  l'équation  Q(X,y)=  o  qui  tendent  res- 
•pectivement  vers  [il,,  ^o^  •••■,  pji  lorsque  |X  —  a|  tend  vers  zéro 
restent  comprises  respectivement  à  l'intérieur  de  cercles  y,, 
Va,  . . .,  Vj,  décrits  des  points  [i,,  [iij,  •  •  -,  P>  pour  centres  avec  des 
rayons  pi,  p^,  ...,  pv,  et  l'on  peut  prendre  le  rayon  /assez  petit 
pour  que  tous  ces  rayons  p,  soient  eux-mêmes  plus  petits  que  tout 
nombre  donné  s.  Considérons  en  même  temps  un  cercle  F  de  rayon 
très  grand  R,  décrit  dans  le  plan  de  la  variable  j'  de  l'origine  pour 
centre,  et  soit  (E)  la  portion  du  plan  des  y  extérieure  aux  cercles  y, 
et  intérieure  au  cercle  F.  Nous  allons  montrer  que,  lorsque  |  X  —  a  | 
tend  vers  zéro,  le  point  Y  correspondant  finit  par  rester  constam- 
ment à  l'intérieur  de  l'un  des  cercles  y/ ou  à  l'extérieur  du  cercle  F. 
S'il  n'en  était  pas  ainsi,  on  trouverait  toujours  sur  le  chemin  L 
des  points  X  tels  que  |X  —  a|  soit  inférieur  à  tout  nombre  donné 
et  pour  lesquels  Y  serait  dans  la  région  (E).  Or  imaginons  que 

l'on  ait  |X  —  a|<C7   par  exemple,   tandis   que   Y   reste   dans   la 

région  (E);  il  y  a  un  minimum  positi/  pour  le  rayon  du  cercle 
de  convergence  de  V intégrale  de  l'équation  (22)  qui  est  égale 
à  Y  pour  X  =  \..  En  effet,  il  y  a  évidemment  un  maximum 
pour  |R(X,  Y)|  lorsque  les  points  X,  Y  restent  respectivement 
dans  les  domaines  précédents,  tandis  qu'il  y  a  un  minimum 
positif  pour  les  nombres  a  et  b  (voir  n"  384).  Soit  t)  le  minimum 
du  rayon  de  ce  cercle  de  convergence.  On  pourrait  trouver  par 
hypothèse  sur  le  chemin  L  un  point  X'  dont  la  distance  au  point  a 
serait  moindre  que  r\  et  tel  que  le  point  correspondant  Y'  soit 
dans  la  région  (E).  Le  cercle  de  convergence  de  la  série  qui  repré- 
sente l'intégrale,  prenant  la  valeur  Y'  pour  x  =  X',  ayant  un  rayon 
au  moins  égal  à  tj,  le  point  a  serait  à  l'intérieur  de  ce  cercle,  ce 
qui  est  évidemment  impossible  puisque  a  est  un  point  singulier. 
Le  point  Y  finit  donc  par  rester  constamment  à  l'intérieur  de 
l'un  des  cercles  y/  ou  à  l'extérieur  du  cercle  F  lorsque  |X  —  a| 
tend  vers  zéro.  Comme  le  rayon  p,  peut  être  pris  aussi  petit  qu'on 
le  veut,  et  le  rayon  R  aussi  grand  qu'on  le  veut,  cela  revient  à  dire 
que  Y  tend  vers  l'une  des  valeurs  ^i  à  moins  que  |  Y|  n'augmente 
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indéfiniment.  Nous  venons  d'examiner  ce  qui  arrive  dans  ces  deuiL 
cas;  le  point  a  est  donc  un  pôle  ou  un  point  critique  algébrique. 
On  peut  alors,  en  remplaçant  la  portion  du  chemin  L  voisine  du 
point  a  par  un  arc  de  cercle  de  rayon  infiniment  petit  décrit  de  ce 
point  pour  centre,  éviter  le  point  singulier,  et  l'on  pourra  continuer 
le  prolongement  analytique  au  delà,  jusqu'à  ce  qu'on  rencontre 
un  nouveau  point  singulier.  Nous  allons  montrer  que,  sur  un 
chemin  L  de  longueur  finie  ^  on  ne  trouve  jamais  qu'un  nombre 
fini  de  pôles  ou  de  points  critiques  algébriques.  En  effet,  de 
chaque  point  «,,  d^  comme  centre  décrivons  dans  le  plan  des  x 
un  cercle  très  petit,  et  décrivons  en  outre  un  cercle  de  rayon  très 
grand  ayant  pour  centre  l'origine,  de  façon  que  tout  le  chemin  L 
soit  dans  la  région  (E')  du  plan  des  x  limitée  par  ces  circonfé- 
rences. Soit  Xi  un  point  quelconque  de  (E');  l'intégrale  dont  le 
module  augmente  indéfiniment,  lorsque  \x  —  .r,  |  tend  vers  zéro, 
est  égale  à  un  polynôme  entier  en  {x  —  -^0"',  augmentée  d'une 
série  entière  en  {x  —  a:,),  convergente  dans  un  cercle  de  rayon  p,. 
De  même  les  diverses  intégrales  qui  admettent  le  point  X\  comme 
point  critique  algébrique  sont  représentées  par  des  séries  ordon- 
nées suivant  les  puissances  fractionnaires  de  x  —  j",;  soit  ^a  le 
plus  petit  des  rayons  de  convergence  de  ces  différentes  séries.  11 
€St  clair  que  ces  nombres  p,  et  p^  varient  d'une  manière  continue 
avec  la  position  du  point  j?,;  ils  ont  donc  un  minimum  X  >  o,  et 
la  distance  de  deux  points  singuliers  voisins  sur  le  chemin  L  est 
forcément  supérieure  à  ).  (').  On  ne  peut  donc  rencontrer  sur  ce 


(')  Il  est  à  remarquer  qu'une  intégrale  peut  avoir  une  inFinilé  de  points  cri- 
tiques, et  même  en  avoir  une  infinité  dans  le  voisinage  d'une  valeur  quelconque 
<ie  X.  Considérons,  par  exemple,  l'équation 

-îyy'^  R(x), 
où  R(a:)  est  une  fonction  rationnelle,  dont  lintégrale  générale  est 

Supposons  que  Tintégrale  définie   /  R{x)dx  admette   les  quatre  périodes  i,  a, 

i,  pt,  a  et  p  étant  deux  nombres  réels  incommensurables.  A  l'intérieur  d'un 
cercle  c  décrit  d'un  point  quelconque  x,  pour  centre  avec  un  rayon  arbitraire,  on 
<lémontre  aisément  {voir  n°  311,  Remarque)  qu'on  peut  trouver  une  infinité  de 
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chemin  qu'un  nombre  lini  de  pôles  ou  de  points  critiques  algé- 
briques. Par  suite,  les  seuls  points  singuliers  mobiles  des  inté- 
grales (le  l'équation  (22)  sont  des  pôles  ou  des  points  critiques 
algébriques.  Ces  intégrales  ne  peuvent  avoir  de  points  singuliers 
essentiels  mobiles,  ni  par  conséquent  de  coupures. 

Les  raisonnements  qui  précèdent  s'étendent  sans  difficulté  aux 
équations  de  la  forme  (22),  où  P(j:,  )  ),  Q(^,JK)  sont  des  poly- 
nômes entiers  en  y,  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  analy- 
tiques de  X.  Il  faut  seulement  adjoindre  aux  points  «i,  a)^,qui  sont 
définis  comme  plus  haut,  les  points  singuliers  de  ces  différents 
coefficients.  J^orsque  le  chemin  décrit  par  la  variable  x  reste  dans 
une  aire  ne  renfermant  aucun  des  points  a/,  a^,  ni  aucun  des  points 
singuliers  des  coefficients  des  différentes  puissances  de  j',  les  seuls 
points  singuliers  que  puissent  avoir  les  intégrales  sont  des  pôles 
ou  des  points  critiques  algébriques. 

Proposons-nous,  comme  application,  de  trouver  les  équations 
de  la  forme  (22)  n'admettant  pas  de  points  critiques  mobiles.  Il 
est  nécessaire  pour  cela  que  le  dénominateur  ne  renferme  pas  y. 
Soient,  en  effet,  a  une  valeur  quelconque  de  :r,  et  ^  une  valeur 
correspondante  de  y.,  telle  que  l'on  ait  Q(a,  ^)  =  o,  le  numéra- 
teur P(a,  [3)  n'étant  pas  nul.  L'intégrale  de  l'équation  (22),  qui 
tend  vers  j3  lorsque  \x  —  a  |  tend  vers  zéro,  admet  ce  point  comme 
point  critique,  et  il  est  clair  que  ce  n'est  pas  un  point  critique 
pour  toutes  les  intégrales.  L'équation  proposée  doit  donc  être  de 
la  forme 

^  =  P„,jK'"+P/«-i^"'-»  ■+•..-, 

P/wj    P/M-i,    •••    étant   des   fonctions   de  x.  D'ailleurs   l'équation 

obtenue  en  posant  y  :=  -  doit  être  de  la  même  forme,  ce  qui  exige 

que  m  ne  soit  pas  supérieur  à  2,  et  l'équation  la  plus  générale 
répondant  à  la  question  est  une  équation  de  Riccati.  Il  est  facile 
de  vérifier  que  la  condition  est  satisfaite  pour  une  équation  de 
Riccati;  si  nous  prenons  par  exemple  la  formule  (26)  (n"  402) 
qui  représente  l'intégrale  générale,  il  est  clair  que  cette  intégrale 

racines  de  y^,  en  choisissant  convenablemenl  les  chemins  d'inlégration,  et  cha- 
cune de  ces  racines  est  un  point  critique.  Mais  un  chemin  de  longueur  finie 
décrit  par  la  variable  n'en  contient  jamais  une  infinité. 
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ne  peut  avoir  pour  points  singuliers,  outre  les  points  singuliers 
des  fonctions  y,,  j^2;  que  des  pôles,  provenant  des  racines  du  dé- 
nominateur j^i  H-  CV27  pôles  qui  varient  avec  la  constante  C. 

On  peut  également  se  proposer  de  déterminer  les  équations  de  la 
forme  (22)  dont  les  intégrales  n'ont  pas  de  pôles  mobiles.  Soient  m  tt  n 
les  degrés  de  P{x.y)  et  de  Q(iF,^)  par  rapport  à  y,  l'équation  obtenue 

en  posant^  =  -  est  de  la  forme 

Pi  et  Qi  étant  deux  nouveaux  polynômes  en  z.  Soit  a-  =  a  une  valeur 
quelconque  de  ar,  ne  faisant  pas  partie  des  points  singuliers  fixes.  L'équa- 
tion (  24)  admet  une  intégrale  tendant  vers  zéro  lorsque  \x  —  a  |  tend  vers 
zéro;  il  semble  donc  que  l'équation  (22)  admet  toujours  une  intégrale  dont 
le  module  augmente  indéfiniment  lorsque  \x  —  a^  tend  vers  zéro,  mais  la 
conclusion  est  en  défaut  si  l'intégrale  en  question  de  l'équation  (24)  se 
réduit  à  z  ■=  o.  W  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  l'on  ait  /n  <[  «  -H  2  ;  c'est 
la  condition  pour  qu'il  n'y  ait  pas  de  pôles  mobiles.  La  seule  équation  qui 
n'ait  aucune  espèce  de  points  singuliers  mobiles  est  donc  l'équation  linéaire. 

Application.  —  Le  résultat  qui  précède  permet  de  reconnaître  si  l'inté- 
grale générale  d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre  est  une 
fonction  rationnelle  de  la  constante  d'intégration.,  en  choisissant  con- 
venablement cette  constante.  Soit 

(A,  ,  =  R(.,C)=^ 

une  fonction  rationnelle  d'un  paramètre  C,  les  coefficients  des  deux  po- 
lynômes en  G,  P(a:,  G)  et  Q(ar,  C)  étant  des  fonctions  quelconques  de  x. 
Il  est  clair  que  la  dérivée^'  est  aussi  une  fonction  rationnelle  de  C, 

y=R'(x,  G), 
et  l'élimination  du  paramétre  G  conduira  à  une  relation 

(E)  F(^,y;a7)  =  o, 

F  étant  un  polynôme  entier  en  ^,  ^',  dont  les  coefficients  peuvent  être  des 
fonctions  quelconques  de  x.  D'après  la  façon  même  dont  cette  équation  a 
été  obtenue,  quand  on  y  regarde  x  Comme  un  paramètre,  elle  est  de  genre 
zéro  en  y  et  y' . 

Inversement,  étant  donnée  une  équation  différentielle  du  premier 
ordre  (E),  dont  le  premier  membre  est  un  polynôme  entier  en  ^  et^',  les 
coefficients  étant  des  fonctions  analytiques  quelconques  de  a-,  pour  qu'elle 
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admette  une  intégrale  générale  de  la  forme  (A),  il  faut  d'abord  qu'elle  soit 
du  genre  zéro  en  y  et  y'.  S'il  en  est  ainsi,  on  peut  exprimer  y  et  y'  par 
des  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  m, 

de  telle  façon  que  l'on  ait  inversement  u  =  s{x,y^y'),  les  fonctions  /•  et  /'i 
étant  rationnelles  en  m  et  *  étant  une  fonction  rationnelle  dey,  jk'*  L'équa- 
tion différentielle  proposée  (E)  est  remplacée  par  l'équation 

dr        àr  du 

qui  est  de  la  forme 

(E.)  -^=F(x,u), 

F  étant  une  fonction  rationnelle  de  u.  Si  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (E)  est  y  =  R(x,  C),  l'intégrale  générale  de  l'équation  (Ei)  est 
d'après  cela 

u  =  s[x,  ï{(x,  C),  W(x,  C)], 

c'est-à-dire  une  fonction  rationnelle  de  C.  Mais  les  seuls  points  singuliers 
d'une  telle  expression,  qui  varient  avec  C,  sont  évidemment  des  pôles.  Il 
faut  donc  que  les  seuls  points  singuliers  mobiles  de  l'équation  (Ej)  soient 
des  pôles;  par  conséquent,  l'équation  (Ej)  doit  être  une  équation  de 
Riccati  (»). 
Considérons  par  exemple  l'équation 

y'=(Py  +  Q)Hy-a)(y-b), 

où  P  et  Q  sont  des  fonctions  de  ^,  a  et  6  deux  constantes.  Cette  relation 
est  bien  du  genre  zéro  en  y  et  y',  et,  pour  exprimer  j'  et  y'  par  des  fonc- 

r  —  b 

tions  rationnelles  d'un   paramètre,  il  suffit  de  poser  ' =  t^,  ce   qui 

y— a 

donne  ensuite 

y  (i  -  - 1^)^  =  (b  —  a)[P  {bt  —  at^)  -^  (î{t  —  t3  )\, 

et  l'équation  (Ei)  est  ici  une  équation  de  Riccati 


(')  La  réciproque  est  immédiate.  Si  {E^)  est  une  équation  de  Riccati,  l'inté- 
grale générale  u  est  une  fonction  linéaire  d'une  constante  arbitraire  C,  et  par 
suite  y  =:  r(x,  u)  est  une  fonction  rationnelle  de  C. 
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430.  Fonctions  uniformes  déduites  de  l'équation  y'"'  =  RCj).  — 
Nous  allons  encore  étudier  les  intégrales  de  l'équation  différen- 
tielle 

P(v) 
(.5)  y„.=  R(_^^=_lZ_J, 

où  m  est  un  nombre  entier  positif,  P{y)  et  Q(jk)  deux  polynômes 
en  ^  à  coefficients  constants  et  premiers  entre  eux,  en  nous  pro- 
posant de  déterminer  toutes  les  équations  de  cette  espèce  dont 
l'intégrale  générale  est  une  fonction  uniforme.  Soit  x^  une  valeur 
quelconque  de  x  et  y^  une  valeur  arbitraire  n'annulant  aucun 
des  polynômes  P(^),  Q(^)-  L'équation  (-^o),  où  l'on  remplace  j^ 
par  yo,  admet,  en  y',  m  racines  distinctes.  Choisissons  une  de 
ces  racines  jKqÎ  l'équation  (aS)  admet  une  intégrale  holomorphe 
dans  le  domaine  du  point  x^,  prenant  la  valeur  y„  en  ce  point, 
et  dont  la  dérivée  est  égale  à  y'^  pour  x  =  x^-  On  peut  poursuivre 
le  prolongement  analytique  de  cette  intégrale  tout  le  long  d'un 
chemin  quelconque  issu  du  point  Xo,  tant  que  l'on  ne  rencontre 
pas  de  point  singulier.  Soient  a  le  premier  point  singulier  que  l'on 
rencontre,  X.  un  point  du  chemin  L  compris  entre  Xf,  et  a,  Y  la 
valeur  correspondante  de  l'intégrale  au  point  X.  Les  raisonnements 
du  précédent  paragraphe,  que  l'on  peut  reprendre  sans  modifica- 
tion essentielle,  prouvent  que,  lorsque  |X^a|  tend  vers  zéro, 
Y  tend  vers  une  racine  de  lune  des  équations 

P(r)  =  o,      Q(7)  =  o, 

ou  bien  |Y|  augmente  indéfiniment,  mais  il  ne  peut  pas  arriver 
que  Y    ne  tende  vers  aucune  limite. 

Nous  allons  examiner  les  différents  cas  possibles.  Soit  d'abord  b 
une  racine  d'ordre  q  du  dénominateur  Q(j^)  =  o.  On  tire  de 
l'équation  (20) 

(26)  dx  =  (y-~by"[co-^Ci(y  —  b)-^...]dy  (co?^o); 

quand  on  fait  décrire  à  y  un  chemin  allant  de  jko  à  6  dans  le  plan 
des  y,  X  partant  de  X(,  aboutit  à  un  point  à  distance  finie  du  plan 
des  X,  point  que  nous  appellerons  a.  Inversement,  lorsque  x  va 
dexoena  suivant  ce  chemin.^  va  dejo  en  b.  En  posanty  —  6=:  z*", 
on  déduit  de  l'équation  (26)  un  développement  de  x  —  a  suivant 
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les  puissances  de  l  commençanl  par  un  terme  de  degré  m  -\-  q. 
Inversement,  on  aura  pour  t  un  développement  suivant  les 
puissances  fractionnaires  àe  x  —  a   commençant    par  un   terme 

en  [x  —  a)'"^^^  et  par  suite  un  développement  de  ^  —  6  de  la 
forme 


y 


6  =  (a7-a)'«  +  '^[ao+ai(ar-a)"'-^'^-f-..J,         (ao?^o), 


q  étant  positif,  m  -\-  q  est  >»  /n,  et  le  point  x  =  a  est  pour  l'inté- 
grale considérée  un  point  critique  algébrique.  Pour  que  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (aS)  soit  une  fonction  uniforme,  il  faut 
donc  que  le  polynôme  Q(v)  se  réduise  à  une  constante,  ou  que 
l'équation  soit  de  la  forme 

(27)  y'«=P(j), 

P(y)  étant  un  polynôme.  L'équation  obtenuti  par  la  transforma- 
lion  jk=-»   ou   z''^  =  { — i)'"2*'"P(-)   devant    aussi  être    de  la 

même  forme,  le  degré  du  polynôme  P(jk)  r^e  peut  être  supé- 
rieur à  im.  Nous  pouvons  supposer  pour  achever  la  discussion 
que  P(>')  est  de  degré  im.  En  effet,  si  P(jk)  est  de  degré  ^ni  —  q^ 

en  posant  y  ■=  a  -\ —  >  a  n'étant  pas  racine  de  P(j^),  on  est  con- 
duit à  l'équation 

ovi  le  second  membre  est  un  polynôme  de  degré  2m.  Inversement, 
étant  donnée  une  équation  de  la  forme  (27)  où  P(^)  est  un  po- 
lynôme de  degré  irn,  si  b  est  une  racine  de  ce  polynôme,  la  sub- 
stitution y  ^  b  -\ —  conduira  à  une    équation  en  z  de  la  même 

espèce,  où  le  second  membre  sera  un  polynôme  de  degré  inférieur 
à  am. 

Supposons,  par  conséquent,  que  P(jk)  est  un  polynôme  de 
degré  2  m,  et  soit  a  le  premier  point  singulier  que  l'on  trouve  sur 
le  chemin  L  à  partir  de  Xq.  Si  |  Y|  augmente  indéfiniment  lorsque 

X  tend  vers  a,  l'équation  en  s,  obtenue  en  posant  y  =  ->  admet 

une  intégrale  holomorphe  qui  est  nulle  pour  X  =  a;  le  point  a 
est  donc  un  pôle  pour  y.  Reste  à  examiner  le  cas  où  Y  tend  vers 
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une  racine  b  de  P(jk)  lorsque  X  tend  vers  a.  Ceci  ne  peut  avoir 
lieu  que  si  l'ordre  de  multiplicité  de  cette  racine  est  inférieur 
à  m.  Supposons,  en  effet,  que  P(jk)  soit  divisible  par  [y  —  b)t, 
q  étant  ^m.  De  l'équation  (27)  on  tire,  d'après  les  conditions 
initiales, 

A  —  a^o  =     / > 

^{y)  étant  réfjiilière  dans  le  domaine  du  point  6,  et  l'on  voit  que  |  X  j 
augmente  indéfiniment  lorsque  Y  tend  vers  b.  Il  faut  donc  que  l'on 
ait  ^  <<  /w;  l'équation  proposée  peut  s'écrire  encore 

-1  ' 

(a8)         dx  =  iy  —  b)    '"[co-+- c^iy  —  b) -h. .  .]dy        (c„?éo), 

et  l'on  en  tire,  pour  x  —  a,  un  développement  suivant  les  puis- 

sances  de  (y —  6)'",  commençant  par  un  terme  de  degré  m  —  q. 
inversement,  on  en  tirera,  pour^  —  b,  un  développement  suivant 
les  puissances  fractionnaires  de  a;  —  a  commençant  par  un  terme 

m 

en  (x  —  a)'""""/.  I^e  point  a  est  donc,  en  général,  un  point  critique 

algébrique.  Pour  que  ce  soit  un  point  ordinaire,  il  faut  que  — — — 

soit  un  nombre  entier  i,  ou  que   l'on  ait  q  =  m(i rj>  i  étant 

un  nombre  entier  supérieur  à  un.  Cette  condition  est  d'adlenrs 
suffisante,  car  on  déduit  alors  de  léquation  ('^8)  un  développe- 
ment 

i  U. 

x-a  =  ki{y  —  b)'^ki{y  —  by       -+-...         (A,  5^0), 

1 
et  inversement,  on  aura  pour  (y  —  b)'  un  développement  suivant 
les  puissances  entières  de  x  —  a. 

Pour  que  les  intégrales  de  l'équation  (27),  où  P{y)  est  un 
polynôme  de  degré  2/n,  n'admettent  pas  de  points  critiques,  il 
faut  et  il  suffit,  d'après  cela,  que  i' ordre  de  multiplicité  de  toute 
racine  de  P(j>^)  =  0  soit  égal  ou  supérieur  à  m,  ou  soit  de  la 

forme  m\\ — -)>  i  étant  un  nombre  entier  supérieur  à  l'unité. 

Lorsque  toutes  ces  conditions  sont  remplies,  l'intégrale  générale 
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de  l'équation  (2'y)  est  une  fonction   uniforme  dont  les  points  sin- 
guliers à  distance  finie  ne  peuvent  être  que  des  pôles. 

Pour  achever  la  discussion,  nous  distinguerons  plusieurs  cas  : 

Premier  cas.  —  H  y  a  un  facteur  binôme  dans  P(jk)  dont 
l'exposant  est  supérieur  à  m  (il  ne  peut  évidemment  y  en  avoir 
qu'un).  S'il  y  a,  en  outre,  p  facteurs  linéaires  distincts  de  celui-là, 
la  somme  des  exposants  de  ces  facteurs  est  inférieure  à  m, 

m(  i  —  —  )-+-.. .-t-/n(i—  T-)</n. 


On  en  tire/?  — ^  i  <C  —  H-  ...  H-  —  et,  comme  f , ,  /a,  . . .,  ip  sont  plus 

grands   que   l'unité,  p  —  \  <i- y  om p  <C.  ^.  On  a  donc  /?  =  i,  et 

l'équation  (27)  peut  s'écrire,   en  extrayant  les  racines  «i'^™"  des 
deux  membres, 


1  -)- 


:  I)  y=  A(jK  — a)     'iy  —  b)     '; 

le  cas  où  /  =  i  ne  doit  pas  être  exclu,  car  il  correspond  à  une 
hypothèse  qui  n'a  pas  été  examinée,  celle  d'un  seul  facteur 
linéaire  dans  P  {y). 

Deuxième  cas.  —  L'équation  P(jk)  =  o  admet  une  racine 
d'ordre  m  de  multiplicité.  Si  elle  en  admet  deux,  l'équation  (27) 
devient,  eu  extrayant  les  racines  /n'^"""  des  deux  membres, 

(II)  j''=  A(jK-a)(7-6). 

Si  l'équation  P(j)/)  =  o  n'admet  qu'une  racine  d'ordre  m  de  mul- 
tiplicité, elle  en  admet /?(/?^  2)  dont  l'ordre  de  multiplicité  est 
inférieur  à  m,  et  l'on  a  une  relation  de  la  forme 


in\  i  ■ — - 


(-i) 


0X1  p  —  I  ^-  +  .  ,  .  _|-^-<^,  d'où   l'on  tire  o  £2.  Comme  p  est 

supérieur  à  l'unité,  on  a  forcément/?  =  2,  f,  =  tj  =  2  ;  le  nombre  m 
est  un  nombre  pair  et  l'équation  (27)  se  ramène  à  la  forme 

(111;  y"^=Mr  —  a)''-{y  —  b)(y  —  c), 

a,  6,  c  étant  trois  nombres  différents. 
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Troisième  cas.  —  L'équation  P(y)  =  o  n'admet  que  des  ra- 
cines dont  l'ordre  de  multiplicité  est  inférieur  à  m.  Soit  p  le 
nombre  de  ces  racines  ;  la  somme  des  ordres  de  multiplicité 
étant  2  m,  on  a  une  relation  de  la  forme 

ou  p  —  1  =--[-...  -\-  -S--  On  en  tire  p%\,  et,  comme  p  est 
supérieur  à  2,  on  ne  peut  avoir  que  />  =  4  ou  /?  =  3.  Si  /)  =  4- 
la  somme  —  H-  ^  +  -r-  -}-  -  doit  être  éarale  à  2  :  chacun  des  déno- 

t,  i,  li  h  o  ' 

minateurs  étant  au  moins  égal  à  2,  on  a  nécessairement 
t,  =  ii=  13=  t\=  i. 

Si/?  =  3,  il  s'agitde  trouver  trois  nombres  entiers  f',,  /a,  f»,  su- 
périeurs à  l'unité,  tels  que  la  somme  de  leurs  inverses  soit  égale 
à  I .  Si  aucun  de  ces  nombres  n'est  égal  à  2,  chacun  d'eux  est 
forcément  égal  à  3.  Si  l'un  d'eux   t,  =  2,   la  somme  des  inverses 

des  deux  autres  doit  être  -;  s'ils  sont  égaux,  chacun  d'eux  est  égal 

à  4-  S'ils  sont  inégaux,  le  plus  petit  doit  être  inférieur  à  4  ;  il  est 
donc  égal  à  3,  et  le  plus  grand  est  alors  égal  à  6.  On  n'a  donc  en 
tout  que  quatre  combinaisons  possibles  et  l'équation  (2^)  peut 
être  ramenée  à  l'une  des  formes  suivantes 

(IV)  yî=A(j-a)  {y  -^b)  {y^c){y-d), 

(V)  yz==l^(^y-a)Hy-bf{y-c)\ 

(VI)  y^=^{y-.af(y-b)Hy-cy-, 

(VII)  y%^p,(^y-a)-^{y-b)Hy-c)\ 

a,  6,  c,  d  étant  des  nombres  difTérents.  Toutes  les  équations  (2'-). 
où  P  (^y)  est  un  poljnome  de  degré  im,  et  dont  l'intégrale  géné- 
rale est  une  fonction  uniforme,  ont  l'une  des  formes  que  l'on  vient 
d'obtenir.  Inversement  toute  intégrale  de  l'une  quelconque  de  ces 
équations  est  une  fonction  uniforme,  puisque,  sur  un  chemin 
quelconque  décrit  par  la  variable,  on  ne  peut  rencontrer  d'autres 
points  singuliers  que  des  pôles. 

Aux  différents  types  que  nous  venons  d'énumérer,  il  convient 
d'ajouter,  pour  avoir  toutes  les  équations  de  la  forme  (aS)  dont 
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l'intégrale  générale  est  uniforme,  les  types  que  l'on  obtient  par 

une    transformation   telle    que  r  —  a  =  -,  a  étant  une  racine  du 

polynôme  P(y).  Les  nouvelles  formes  auxquelles  on  parvient  sont 

les  suivantes 

.-1 
(1)'  y=\{y-a)      ', 

1 
(I)'  y=  k{y-a)"'\ 

(II)'  y=k{y-a), 

(III)'  y»=  A(^-a)2(^-  6), 

(III)'  .yï=A(7-  6)  (7-  c), 

(IV)'  yt  =  k{y-a)  {y  —  h){y-c), 

(V)'  y'^=K{y-a)Hy-b)\ 

(VI)'  y'*=k{y-any-b)^, 

(VI)"  y<,^p^iy-a)Hy-b)\ 

(VII)'  y6^A(jK-a)Hj-6)S 

(Vlir  y^=  K(y  —  ay'{y  —  b)*, 

(VII)'"  y^=k{y-a)<'{y-b)K 

Les  équations  (I),  (I)',  (I)",  qui  se  ramènent  l'une  à  l'autre,  ont 
pour  intégrale  générale  une  fonction  rationnelle,  comme  on  le 
voit  immédiatement  sur  l'équation  (I)'  par  exemple.  Les  équa- 
tions (II),  (II)',  (III),  (III)',  (III)"  ont  pour  intégrale  générale 
une  fonction  simplement  périodique;  le  calcul  est  immédiat. 
Knfin  l'intégrale  générale  des  équations  (IV)  et  (IV)' est  unefonc- 
tion  elliptique.  Il  ne  reste  donc,  comme  types  nouveaux  d'équa- 
tions différentielles  de  la  forme  (ao)  dont  l'intégrale  générale  est 
uniforme,  que  les  équations  (V),  (VI),  (VII),  et  celles  qui  s'y 
ramènent.  Ces  équations  se  partagent  en  trois  groupes,  et  il  suffit 
d'intégrer  une  équation  de  chacun  des  groupes,  par  exemple  les 
équations  (V)',  (VI)",  (VII)'". 

Si  dans  l'équation  (  V^I)"  on  pose  j=  «  +  5-,  l'équation  devient, 
en  extrayant  les  racines  carrées  des  deux  membres, 

1 
^z'-^=  k'^ziz-^-^a  —  b), 

et  l'intégrale  générale  de  l'équation  en  z  est  une   fonction  ellip- 
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lique.   De  même,  si  dans   l'équation   (VII)'"  on  pose  j' =  « -h  v^, 
l'équation   devient,    en    extrayant  les  racines  cubiques  des  deux 

membres, 

1 
gz'^=  A3(i»-i-a  —  b), 

et  nous  retrouvons  une  équation  de  la  forme  (IV)'. 

Pour  intégrer  l'équation  (V/,  nous  remarquerons  que  cette 
relation  entre  r  ety'  est  du  premier  genre.  On  peut  donc  exprimer 
rationnellement  y  et  y'  au  moyen  des  coordonnées  d'un  point 
d'une  cubique,  ou  au  moyen  d'un  paramètre  t  et  de  la  racine 
carrée  d'un  polynôme  du  troisième  degré.  Si  l'on  pose  en 
effet^'  =  A/*,  on  tire  de  l'équation^(V)' 


<-  -  v/(a  — 6)'-+-4A<», 


et  la  relation  dy  =y'  dx  conduit  à  la  nouvelle  équation 


dt 


3^  =  /(a-6)«-h4A/3, 

dont  l'intégrale  générale  t  =:f(x  -\-  C)  est  une  fonction  elliptique. 
On  en  déduit  pour  l'intégrale  générale  de  l'équation  (  VI  )' 

L'intégrale  générale  de  toute  équation  delà  forme (25),  lorsqu'elle 
est  une  fonction  uniforme,  est  donc  soit  une  fonction  rationnelle 
de  :jc  ou  de  l'exponentielle  e"-^,  soit  une  fonction  elliptique. 

En  dehors  des  cas  qui  viennent  d'être  énumérés,  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (25)  n'est  jamais  une  fonction  uniforme. 
Par  exemple,  la  fonction  inverse  d'une  intégrale  hyperelliptique  de 
première  espèce  ne  peut  être  une  fonction  uniforme.  Considérons 
en  effet  un  polynôme  P(y)  premier  avec  sa  dérivée,  et  de  degré 
supérieur  à  4l  l'équation  dillerentielle  y'^  =  P(^y)  ne  peut 
admettre  d'intégrale  uniforme.  Soient  [xo,yo)  les  valeurs  initiales 
des  deux  variables  x  ely;  lorsque  \y\  augmente  indéfiniment, 
X  tend  vers  une  valeur  finie  a,  et  inversement,  lorsque  x  va  de  Xf^ 
en  a,  \y^  augmente  indéfiniment.  Le  point  x  =  et.  est  un  point 
critique  algébrique,   nous  venons  de  le   voir,  pour  l'intégrale  de 
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l'équation    z''^  =  z'^P(-]    qui    tend    vers    zéro    lorsque    x    tend 
vers  a  puisque  le  degré  de  P(jk)  est  supérieur  à  4  (  '  )• 

•431.  Existence  des  fonctions  elliptiques  déduites  de  l'équation  d'Euler. 
—  Les  raisonnements  du  précédent  parai^raplie  prouvent,  en  particulier, 
■que  l'intégrale  générale  de  l'équation  y'^  =  R(^  ),  où  R(j')  est  un  polynôme 
du  troisième  ou  du  quatrième  degré,  premier  avec  sa  dérivée,  est  une 
fonction  uniforme  méromorphe  dans  tout  le  plan.  D'autre  part,  la  fonction 
inverse,  qui  est  une  intégrale  elliptique  de  première  espèce,  admet  deux 
périodes  dont  le  rapport  est  imaginaire  (  n"  Sli).  Cette  fonction  uniforme 
•est  donc  doublement  périodique,  et  nous  démontrons  ainsi  l'existence  des 
fonctions  elliptiques  par  le  calcul  intégral  seulement.  La  démonstration 
précédente  de  l'uniformité  de  la  fonction  inverse  de  l'intégrale  elliptique 
■de  première  espèce  est  distincte  de  celle  qui  a  été  donnée  plus  haut  (n"  336), 
■où  nous  faisons  appel  aux  propriétés  de  la  fonction  pu.  Nous  montrerons 
encore  en  quelques  mots  comment  on  peut  prendre  pour  point  de  départ 
de  la  théorie  l'intégration  de  l'équation  d'Euler,  ce  qui  pourra  donner  une 
idée  de  la  marche  suivie  par  les  inventeurs. 

Considérons  d'abord  l'équation  différentielle 

dx  dy 

in)  ,  +  y   •       =0^ 

\/i  —  a?*      y^—y^ 


dont  l'intégrale    générale  est  x  \J \  —y'^-^y^i  — .772  ==  C  (n"  376).  Il  est 


(')  Dans  un  de  leurs  Mémoires,  Hriot  et  Bouquet  s'étaient  proposé  de  déter- 
miner toutes  les  équations  l^iy^y')  —  o,  où  P  est  un  polynôme,  dont  l'intégrale 
générale  est  une  fonction  uniforme  (Journal  de  l'École  Polytechnique,  t.  XXI). 
Des  conditions  trouvées  par  eux,  M.  Hermite  a  déduit  que  la  relation  entre  y 
^t  y'  est  (lu  genre  zéro  ou  un  (Cours  lithographie  de  l'École  Polytechnique, 
1873),  de  sorte  qu'on  peut  appliquer  pour  l'intégralion  la  méthode  du  n"  373.  Si 
la  relation  est  du  genre  zéro,  on  peut  exprimer  y  et  y'  par  des  fonctions  ration- 
nelles d'un  paramètre  t;  la  variables;,  qui  s'obtient  par  une  quadrature,  doit  être 

■égale  à  une  fonction  linéaire  de  t,  x  =  -v>  ou  au  logarithme  d'une  fonction 

de  cette  espèce  x=  ALog/ —h  pour  que  l'intégrale  de  l'équation  proposée 

soit  une  fonction  uniforme.  Si  la  relation  est  du  genre  un,  on   peut  exprimer  y 

,,.     .  ,,  ,  dx         I    dy    ,   . 

et  y    par  des  fonctions   elliptiques  d'un   paramètre   m,   et   -j—  =  — ;  —r—  doit  se 

réduire  à  une  constante.  Le  problème  de  Briot  et  Bouquet  a  été  généralisé  par 
M.  Fuchs,  qui  a  formé  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'inté- 
grale générale  d'une  équation  du  premier  ordre  P(x,y, y')  =  o,  algébrique  en  y 
et  y\  n'admette  que  des  points  critiques  fixes.  M.  Poincaré  a  montré  depuis  que. 
lorsque  ces  conditions  sont  remplies,  on  est  ramené  à  des  quadratures  ou  à  des 
équations  de  Hiccati  (Acta  mathematica,  t.   VII). 
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clair  que  cette  intégrale  générale  est  donnée  aussi  par  l'équation 
arc  sina:  -f-  arc  sin^  =  C, 

et  par  suite  que  l'on  a  une  relation  de  la  forme 

arc  sina;  -+•  arc  sin^  t=  F(.r  y/i  —  >*  -^ y  / 1  —  t^)  ; 

pour  déterminer  la  fonction  F,  supposons^  =o;  nous  avons,  en  définitive, 

(3o)  arc  sina?  -i-  arc  sin^  =  arc  sin(ar  y^i  —  ^*4-J  v^i  —  x^). 

Cette  relation  est  équivalente  à  la  formule  d'addition.  Prenons,  en  effet, 
deux  arcs  u  el  v  déterminés  par  les  conditions 

a7  =  sinu,         v^i  —  ar'  =  cosm,        ^  =  8inf,         /i  —  r*  =  cosc, 

les  radicaux  étant  pris  avec  les  mêmes  valeurs  que  dans  les  formules  pré- 
cédentes. La  relation  (3o)  donne 

X  ^i  — y^-^  y  yi^—x^  =  sin(a  -+-  v) 
ou 

sin(M-i-f)  =  sintt  cosi»  -+-  sin  r  cos«. 

Mais  ce  serait  méconnaître  la  portée  de  cette  remarque  que  de  n'y  voir 
qu'une  démonstration  ingénieuse  de  la  formule  d'addition  pour  sin  x.  Nous 
allons  montrer,  au  contraire,  comment  on  pourrait  en  déduire  très  simple- 
ment l'existence  d'une  fonction  uniforme  entière  satisfaisant  à  l'équation 
différentielle 

et  se  réduisant  à  zéro  pour  x  =  o,  tandis  que  y'  est  égal  à  -+■  i  pour  a;  =  o. 
Le  théorème  général  de  Gauchy  prouve  bien  qu'il  existe  une  fonction  ana- 
lytique cp(ar)  satisfaisant  à  ces  conditions  et  holomorphe  dans  le  domaine 
de  l'origine,  mais  ne  fait  pas  connaître  le  rayon  de  convergence  de  la  série 
entière  qui  représente  ç(ar).  Soit  R  ce  rayon  de  convergence;  le  cercle  C 
de  rayon  R,  ayant  pour  centre  l'origine,  est  le  plus  grand  cercle  décrit  de 
l'origine  à  l'intérieur  duquel  (f{x)  est  holomorphe.  La  dérivée  <f'{x)  est 
holomorphe  dans  le  même  cercle,  et  l'on  a  ff'*(x)  =  i  —  <p*(a:).  Cela  posé, 
reprenons  l'équation  (29),  et  faisons-y  le  changement  de  variables  a:  =  ç(a), 
^  =  (p(ç>),  u  et  V  étant  les  deux  nouvelles  variables'et  o  la  fonction  qui 
vient  d'être  définie;  si    l'on  choisit  les  déterminations  des  radicaux  d'une 

façon  convenable,  nous  avons  aussi  y/ 1  — ^*  =?'(")»  v^i — .X*  =  ?'(^)i  ^' 
l'équation  (29)  devient  du -{- dv  ^  o.  L'intégrale  générale  de  cette  équa- 
tion peut  donc  s'écrire  sous  deux  formes  différentes 


ou 


a -f- f  :=  C,       57  y/ 1  —  y*-^  y  ^  i  —  X-  =  c 
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On  en  déduit,  comme  toul  à  l'heure,  que  l'on  a  une  relation  entre  u -\- v 
el  <f{u)(f'{v) -^- (f' {u)^(v);  on  achève  de  la  déterminer  en  faisant  v  =  o, 
ce  qui  donne 

(32)  o{u  -h  V)  =  <f{u)^'{i>)  -h  (ç'(u)o{v). 

Cette  relation  est  vérifiée  pourvu  que  l'on  ait  |  m|  <  R,  |  f  |  <  R,  |  u-+-  t^I  <  R, 

R  K 

ce  qui  aura  lieu  certainement  si  l'on  a  | a|  <  — >  1 1*  |  <  — •  Supposons  v  =  u, 

et  I  M  I  <  —  ;  l'équation  (32)  devient 

(33)  cp(2U)  =  2  cp(M)o'(u). 

Soit  fi(M)  la  fonction  2 tp  (-]  çp' (  — 1  ;  cette  fonction  tpi  (m)   est   holo- 

morphe  dans  le  cercle  de  rayon  2R  décrit  de  l'origine  comme  centre,  et 
d'après  la  relation  (33)  elle  est  identique  à  la  fonction  holomorphe  <f(u) 
dans  le  cercle  C  de  rayon  R.  Ces  deux  fonctions  «?(«},  «fi(")  ne  forment 
donc  qu'une  même  fonction  analytique,  qui  est  holomorphe  en  dehors  du 
cercle  G.  Il  est  donc  impossible  que  le  rayon  R  de  ce  cercle  ait  une  valeur 
Unie;  par  suite,  la  fonction  «(m)  est  une  fonction  entière  de  u. 
Considérons  maintenant  l'équation  différentielle 

(34)  y=(i—y^){i  —  k^yn, 

en  adoptant  pour  le  second  membre  la  forme  normale  de  Legendre,  et 
proposons-nous  d'étudier  l'intégrale  X(ar)  de  cette  équation  qui  est  nulle 
pour  a:  =  o,  sa  dérivée  étant  égale  à  -l-  ».  Cette  fonction  X(a7)  est  holo- 
morphe dans  le  domaine  de  l'origine.  Soient  G  le  plus  grand  cercle  décrit 
de  l'origine  pour  centre  à  l'intérieur  duquel  la  fonction  X(x)  est  méro- 
morphe,  et  R  le  rayon  de  ce  cercle.  Si  le  point  singulier  de  X(a;)  le  plus 
voisin  de  l'origine  n'était  pas  un  pôle,  on  prendrait  pour  G  le  cercle  pas- 
sant par  ce  point  singulier,  et  la  fonction  X(a7)  serait  alors  holomorphe 
dans  ce  cercle.  Cela  posé,  reprenons  l'équation  d'Euler 

,or,  û^i  d^^  

(35) 


^{i-xl)ii  —  k^x\)        /(,  —  .r|  )  (1  —  k-^xl  ) 

dont  l'intégrale  générale  peut  s'écrire,  en  multipliant  les  deux  termes  de 
la  formule  (66)  (p.  3*28)  par  la  quantité  conjuguée  du  dénominateur,  et 
supprimant  le  facteur  commun  x\  —  a7|, 


^^""^     T^n^^^i^i =  ^- 

D'autre  part,  en  choisissant  convenablement  le  signe  des  radicaux,  le 
changement  de  variables  Xi^=\{u),  a?2  =  X((')  conduit  de  l'équation  (35) 
à  l'équation  du  -1-  û^p  =  o,  dont  l'intégrale  générale  est  m  +  p  =  C.  Faisons 
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la  même  substitution  dans  la  formule  (36);  nous  avons  donc  une  relation 
de  la  forme  ' 

l{u)'k'(v)-h  l(v)V(u) 


1  —  A-2À*(  M  )>-*(>') 


==F(u-i-v), 


et  nous  déterminerons  encore  la  forme  de  la  fonction  F  en  supposant  v  =  o, 
ce  qui  donne  F{u)  =  X{u),  et  l'on  a  en  définitive  la  relation 

(37;  Hu-^.)=        ,_f,.^,.Uc)lHv)      • 

Eln  supposant  v  =  u,  il  vient  enfin 

T> 

formule  qui  a  lieu  pourvu  que  l'on  ait  |  m|  <  —  •  Gela  étant,  considérons 
ia  fonction 

9.  A 


*  (  M  ) 


-Kï)  ■ 


cette  fonction  est  méromorphc  dans  le  cercle  de  rayon  -jl  R  décrit  de  l'origine 
pour  centre,  puisqu'elle  est  le  quotient  de  deux  fonctions  méromorphes 
dans  ce  cercle.  D'ailleurs,  elle  coïncide  avecX(M)  à  l'intérieur  de  C,  d'après 
la  relation  (38).  Les  deux  fonctions  X(m)  et  *(«)  forment  donc  une  seule 
fonction  analytique,  et  X(m)  est  niéromorplie  dans  un  cercle  plus  grand 
que  C.  11  est  donc  impossible  de  supposer  que  le  rayon  R  de  ce  cercle  ait 
une  valeur  finie,  et  par  suite  la  fonction  a(«)  est  méromorphe  dans  tout 
le  plan. 

La  formule  (37)  constitue  la  formule  d'addition  des  arguments  pour  la 
fonction  X(a).  Lorsque  k  tend  vers  zéro,  on  retrouve  à  la  limite  la  for- 
mule d'addition  pour  sin  u.  La  fonction  sin  u  peut,  en  effet,  être  considérée 
'comme  une  dégénérescence  de  X(m),  obtenue  en  faisant  tendre  /c  vers  zéro. 

432.  Équations  d'ordre  supérieur.  —  L'étude  des  propriétés  des  fonc- 
tions définies  par  les  équations  dilïérentielles  d'ordre  supérieur  présente 
des  difficultés  bien  plus  grandes  que  celles  que  1  on  rencontre  pour  les 
équations  du  premier  ordre.  Ces  difficultés  tiennent  en  grande  partie  à  la 
présence  possible  de  singularités  essentielles  mobiles.  Ces  singularités 
peuvent  être  en  même  temps  des  points  essentiels  et  des  points  critiques 
transcendants,  comme  dans  l'exemple  suivant  dû  à  M.  Painlevé.  La  fonction 

(39)  r  =  P[Log(Aar-HB);  5-.,,  ^j], 

où  A  et  B  sont  deux  constantes  arbitraires,   est  l'intégrale   générale    de 
G.,  II.  34 
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l'équation  du  second  ordre 

(4o)        y=y~^ 


\  y'  -  g^.y  —  g^      vOr^-Tiy^^s  y 

Dans  le  voisinaee  de  toute  valeur  de  x,   différente  de  — ^  —  j  cette  fonc- 

A 

tion  (39)  est  holomorphe  ou  méromorphe. 

Lorsque  x  tourne  autour  du  point  —  -ri   la  fonction  admet  une   infinité 

de  valeurs  différentes,  pourvu  que  yAr.  ne  soit  pas  une  partie  aliquote 
d'une  période  de  la  fonction  p(m;  gii  S^)-  D'autre  part,  lorsque  la  variable  x 
décrit  une  courbe  de  forme  quelconque  telle  que  |  kx  -+-  B  |  tende  vers  zéro, 
le  point  qui  représente  la  quantité  «  =  Log(  Aa? -1- B)  décrit  une  courbe 
avec  une  branche  infinie;  celte  courbe  traverse  donc  une  infinité  de  parallé- 
logrammes de  périodes  de  la  fonction  ^mi  et  par  suite^  ne  tend  vers  aucune 
limite,  finie  ou  infinie.  Ainsi,  quoique  l'intégrale  générale  de  l'équation  (4o) 
ne  présente  ni  points  critiques  fixes,  ni  points  critiques  algébriques  mo- 
biles, on  ne  peut  en  conclure  qu'elle  est  uniforme.  Ceci  tient  à  la  présence 

r> 

d'un  point  critique  transcendant  mobile,  le  point  x  =  —  —  • 

A  partir  des  équations  du  troisième  ordre,  les  points  singuliers  trans- 
cendants mobiles  peuvent  former  des  lignes.  Il  est  facile  de  comprendre 
comment  une  fonction  analytique  admettant  des  coupures  peut  n'avoir 
aucun  point  critique  dans  tout  son  domaine  d'existence,  sans  être  pour 
cela  uniforme.  Considérons,  par  exemple,  une  fonction  analytique /(a^) 
holomorphe  dans  la  couronne  comprise  entre  deux  cercles  C  et  C  décrits 
du  point  a  pour  centre,  et  admettant  C  et  C  comme  coupures  essen- 
tielles (n"  345).  La  fonction  F(a?)  =f(x)  -+-  Log  {x  —  a)  admet  encore  les 
lignes  C  et  C  comme  coupures;  elle  est  holomorphe  dans  le  voisinage  de 
tout  point  compris  entre  C  et  C,  et  cependant  elle  admet  une  infinité  de 
déterminations  pour  toute  valeur  de  x  dans  ce  domaine. 

Ces  difficultés  ont  longtemps  arrêté  les  géomètres.  Ce  n'est  que  dans  des 
travaux  récents  que  M.  Painlevé  a  obtenu  des  équations  différentielles 
algébriques  du  second  ordre,  qui  s'intègrent  au  moyen  de  transcendantes 
uniformes  essentiellement  nouvelles.  Parmi  les  équations  de  M.  Painlevé, 
je  citerai  seulement  l'équation 

où  a  et  p  sont  des  constantes  (y^^o),  dont  l'intégrale  générale  est 
une  transcendante  méromorphe  (*).  (Bulletin  de  la  Société  Mathém., 
t.  XXVIII.) 

C)  Il  est  facile,  en  partant  des  équations  linéaires,  de  former  des  systèmes 
d'équations  différentielles  qui  généralisent  l'équation  de  Riccati,  et  dont  les  inté- 
grales n'ont  pas  d'autres  points  singuliers  mobiles  que  des  pôles.  Etant  donné,  par 
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433.  Intégrale  singulière  d'une  équation  du  premier  ordre.  — 
On  a  déjà  remarqué  à  plusieurs  reprises  (n°*  372  et  376)  qu'une 
équation  différentielle  du  premier  ordre  peut  admettre  certaines 
intégrales  qu'il  serait  impossible  d'obtenir  en  donnant  une  valeur 
particulière  à  la  constante  arbitraire  qui  figure  dans  l'intégrale 
générale.  Ce  résultat  paraît  en  contradiction  avec  le  théorème 
établi  plus  haut  (n"  388),  d'où  nous  avons  déduit  une  définition 
précise  de  l'intégrale  générale.  Ceci  nous  amène  à  reprendre  le 
théorème  fondamental  de  Cauchj,  en  examinant  de  plus  près  si 
les  hypothèses  comprises  dans  l'énoncé  sont  nécessairement  véri- 
fiées pour  toutes  les  intégrales.  Considérons,  pour  fixer  les  idées, 
une  équation  du  premier  ordre 

(41)  F(x,y,y)  =  u, 

F  étant  un  polynôme  entier  indécomposable  en  x,  y,  y',  de 
degré  m  en  y'.  A  tout  système  de  valeurs  (xo,  jKo)  l'équation 

(/il  bis)  F(aro,  Jo,  y)  =  o 

fait  correspondre  en  général  m  valeurs  distinctes  et  finies  y\, 
y'z-i  •  • -5  JK'w  pour^'.  Plaçons-nous  d'abord  dans  cette  hypothèse. 

exemple,  un  système  de  trois  équations  linéaires  du  premier  ordre 
(a)     y'  +  ay^bz-^cu  =  o,     j'  +  a,jK-t-*i--+-c,u  =  o,     u -\-a^y-\-b^z-\-c.tU  =  o, 
si  l'on  pose  y  =  u\,  z  =  «Z,  Y  et  Z  sont  les  intégrales  du  système  d'équations 
(?)  Y'+aY-f-*Z  +  c  — Y(ajY-j-6,Z  +  Cj)  =  0, 

Z'  +  a,  Y  -I-  6,  Z  -f-  c,  —  Z  (  a,  Y  -j-  6;  Z  H-  Cj  )  =0, 

et  il  est  clair  que  les  seuls  points  singuliers  mobiles  des  intégrales  sont  des  pùlcs. 
Mais  il  est  à  remarquer  que  ce  n'est  pas  le  système  d'équations  différentielles  le 
plus  général  de  la  forme 

(T)  Y'=R(a:,  Y,  Z),  Z'=R.(x,  Y,  Z), 

H  et  R,  étant  des  fonctions  rationnelles  de  Y  et  de  Z,  qui  jouisse  de  cette  pro- 
priété. En  effet,  soient  Y  =  '-?( Y,,  Z,),  Z  =  '^'C Y,,  Z,)  des  formules  définissant  une 
transformation  de  Cremona.  de  telle  sorte  qu'on  puisse  en  tirer  inversement 
Y,  =  9, (Y,  Z),  Zi=:  '^iC Y,  Z),  9,  «{/,  9,,  <!^^  étant  des  fonctions  rationnelles.  Si  l'on 
applique  cette  transformation  au  système  (  ?  ),  on  sera  conduit  à  un  système  jouis- 
sant de  la  même  propriété,  qui  sera  bien  de  la  forme  (y),  mais  non  pas  en  général 
de  la  forme  (  p  ). 
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Lorsque  \x — Xf,\  et  \y — yo\  tendent  vers  zéro,  les  m  racines  de 
l'équation  (4i)  tendent  respectivement  vers  r,,jK2»  •  • -i  y'm^  ^^ 
chacune  d'elles  est  une  fonction  holoinorphc  dans  le  domaine  du 
point  (.^0,  jKo)-  La  racine  qui  tend  vers  j^^  par  exemple  est  repré- 
sentée par  un  développement  en  série  entière 

(4'i)  •  y  =  y.4_a,-(a:-a'o)+ ?i(r-ro)+...; 

on  peut  appliquer  le  théorème  de  Gauchy  à  l'équation  (4^-)^  6t  l'on 
en  conclut  que  cette  équation  admet  une  intégrale  et  une  seule 
tendant  vers  yo  lorsque  \x  —  .Vo\  tend  vers  zéro.  Cette  intégrale 
est  holomorphe,  et  le  développement  dey — jKo  commence  par 
le  terme  ^^(^7  —  ^o)'  A.  chaque  racine  de  l'équation  (4i  l^is)  cor- 
respond ainsi  une  intégrale. 

L'équation  différentielle  (4i)  admet  donc  m  intégrales,  et  m 
seulement,  prenant  la  valeur  ^'o  pourj7=ia'o,  et  ces  m  intégrales 
sont  holomorphes  dans  le  domaine  du  point  .r„.  En  langage  géo- 
métrique, on  peut  dire  encore  que,  par  le  j)oint  Mo  du  plan,  de 
coordonnées  (Xff,  >'„),  passent  m  courbes  intégrales,  avec  m  tan- 
gentes distinctes,  le  point  Mq  étant  un  point  ordinaire  sur  chacune 
d'elles.  D'ailleurs,  toutes  les  intégrales  de  l'équation  (42)  qui, 
pour  a."  =  j:^o  1  prennent  une  valeur  voisine  de  j'^  satisfont  à  une 
relation  de  la  forme  ^{x,  y;  Xq,  yo  -h  O  =0  (n"  388),  et  l'inté- 
grale considérée  correspond  à  la  valeur  C  =::=  o  de  la  constante 
arbitraire. 

Si,  pour  X  =  Xo,  y=y{)i  ^^^^  racine  de  l'équation  (4i  àis)  est 
infinie,  il  suffira  de  regarder  inversement^-  comme  la  variable  indé- 
pendante et  a?  comme  la  fonction  inconnue.  L'équation  (40  est 
remplacée  par  une  équation  de  même  forme  F,  (.r,  y,  x'y)  =  o,  qui, 
pour  X  =  X(,,y  =  yo,  admet  une  racine  nulle  x'  =  o.  Si  c'est  une 
racine  simple,  on  en  déduit  pour  x  —  Xq  un  développement  sui- 
vant les  puissances  de  y  — y^  commençant  par  un  terme  du  second 
degré  au  moins.  Inversement,  le  point  Xq  est  un  point  critique 
algébrique  pour  l'intégrale  qui  tend  vers^o  lorsque  |.r  —  d::o|  tend 
vers  zéro  (n"  3o8).  Par  le  point  (xq,  yo)  il  passe  une  courbe  inté- 
grale dont  la  tangente  est  la  droite  x  :^  x^. 

Les  coordonnées  (.r(,,i'o)  d'un  point  pour  lequel  l'équation  (4i) 
a  une  racine  multiple  satisfont  à  la  relation 

(43)  R(:r,^)  =  o, 
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obtenue  en  éliminant  y'  entre  les  deux  relations  F  :^  o,  -—,=  0, 

L'équation  (4-^)  représente  une  certaine  courbe  (y),  et  pour  tout 
point  de  cette  courbe  l'équation  (4i)  admet  une  ou  plusieurs 
racines  multiples.  Soient  (^oiJKo)  ^^s  coordonnées  d'un  point 
ordinaire  Mq  pris  sur  celte  courbe  algébrique;  nous  supposerons, 
pour  rester  dans  le  cas  le  plus  simple  possible,  que  l'équation 

admet  une  racine  double j,,  ayant  une  valeur  finie;  si  cette  racine 
double  était  infinie,  il  suffirait  de  permuter  .v  et  y  pour  être 
ramené  au  cas  où  elle  est  nulle.  Lorsque  \x  —  Xf,\  gI  \y — jko| 
sont  très  petits,  l'équation  (4i)  admet  deux  racines  qui  diffèrent 
très  peu  dey„  ;  ces  deux  racines  ne  sont  pas,  en  général,  des  fonc- 
tions liolomor[)lies  des  variables  .r  et  y  dans  le  domaine  du 
point  (xq,  yo)y  mais  leur  somme  etleur  produit  sont  des  fonctions 
holomorphes  ('),  de  sorte  que  ces  deux  racines  de  l'équation  (4')' 
qui  tendent  vers  j^'„  lorsque  \x  —  Xo\  et  \y — yo\  tendent  vers 
zéro,  sont  aussi  racines  d'une  équation  du  second  degré 

(44)  y'-—-^i'(^,y)y-^Q(^,y)  =  o, 

P(x,  y)  et  Q(>P,  y)  étant  deux  fonctions  holomorphes  dans  le 
voisinage  de  Xoi  J'o-  On  tire  de  l'équation  (44) 


(45)  y=  V (or,  y  )  ±  ^l^^-i X,  X )  —  Qia:,  y ), 

et  les  deux  racines  sont  égales  pour  tous  les  points  de  la  courbe  (y,) 
qui  a  pour  équation  P-  —  Q  =  o  ;  cette  courbe  (y,  )  fait  néces- 
sairement partie  de  la  courbe  (y),  et,  comme  elle  passe  au 
[)oml  (ûCo,  yo),  elle  se  confond  avec  (y)  dans  le  voisinage  de  ce 
point.  Pour  étudier  la  courbe  intégrale  correspondante,  nous 
supposerons  qu'on  a  transporté  l'origine  au  point  Mo,  ce  qui 
revient  à  poser  .r,,  =yo  =0. 

L'origine  étant  un  point  simple  de  la  courbe  (y),  si  l'on  a  choisi 
les  axes  de  coordonnées  de  façon  que  la  tangente  à  l'origine  ne 
soit  pas  l'axe  Oy  lui-même,  l'équation   P^  —  Q  =  o  admet  une 


(')  Ces  propriétés  s'établissent  de  la  même  façon  que  les  théorèmes  correspon- 
dants, relatifs  aux  fonctions  implicites  d'une  seule  variable  (n°  356). 
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racine  holomorphe  y  ==y,  (:r)   tendant  vers  zéro  lorsque  x  tend 
vers  zéro. 

En  général,  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  la  courbe  (y) 
à  l'origine  est  différent  de  la  racine  double  j^o  =  f*(o,o)  de  l'équa- 
tion (4^)  pour  a:  ==  j^  =  o  ;  admettons  d'abord  ce  point,  qui  esta 
peu  près  évident,  et  sur  lequel  on  reviendra  un  peu  plus  loin. 
Gela  étant,  posons  dans  l'équation  (45)y  =jv'i  +-;   elle  devient 


<I>(.r,  z)  étant  une  série  entière  en  x  et  z.  Il  est  clair  en  effet  que  5 
doit  être  en  facteur  sous  le  radical  après  la  substitution^  =JKi  +  ^5 
puisque^',  est  racine  de  l'équation  P-  —  Q=o.  Si  nous  ordon- 
nons $(x,  z)  suivant  les  puissances  de  z^  nous  avons  un  dévelop- 
pement de  la  forme 

4'oj  4'"  ^2  étant  des  fonctions  régulières  de  x  dans  le  voisinage  de 
l'origine,  La  fonction  '\^{x)  ne  peut  être  nulle  pouriJ7=o,  car 
le  développement  de  z^{x^z)  ne  renfermerait  pas  de  termes  du 
premier  degré  en  x^  z,  et,  par  suite,  le  développement  de  P-  —  Q 
ne  renfermerait  pas  de  terme  du  premier  degré  eux,  y,  contrai- 
rement à  l'hjpoth«'^se.  J)e  même,  si  nous  remplaçons  y,  par  son 
développement  dans  la  différence  P(x,yt  -h  :;)  — y\,  nous  avDns, 
en  ordonnant  suivant  les  puissances  de  z, 

la  première  fonction  c5o(-^)  n'étant  pas  nulle  pour  x  ^  o,  puisque 
par  hypothèse  la  dérivée^',  est  différente  de  P(o,o)  pour  l'ori- 
gine. L'équation  (45)  est  donc  remplacée  par  une  équation  de  la 
forme 


(4G)         z'=  Oo{x)-+-  Z'.Di{x)  -^.  ..±  \/z  \/<\io{cc)-\-z  0;i(a7)  -+-.  . ., 

les  fonctions  'fo{^)  et  '%(-^)  n'étant  pas  nulles  pour  x  =  o. 

Posons  dans  cette  équation  :;  =  u-  ;  il  vient,  en  adoptant  d'abord 
une  détermination  du  radical  qui  est  au  second  membre, 

Le  second  membre  est  holomorphe  dans  le  domaine  du  point 
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ûr  =  o,  u^o,  puisque  •-!>o(o)  nest  pas  nul,  et  ce  second  membre 
n'est  pas  nul  pour  .r  ^  o,  u  =^  o,  puisque  Oo(o)  n'est  pas  nul.  Le 


du 


ua- 


coefficient    différentiel  -r-  est    infini    pour   x  =  u  ^  o.    L'éq 

tion  (47)  admet  donc  une  intégrale  et  une  seule  tendant  vers  zéro 
lorsque  x  tend  vers  zéro  (n°  425),  et  l'origine  est  un  point  critique 
algébrique  pour  cette  intégrale. 

L'équation  proposée  (44)  admet  donc  une  intégrale  y  ^y,  +  u'^ 
tendant  vers  zéro  lorsque  x  tend  vers  zéro;  si  l'on  adoptait  pour 
le  radical  la  détermination  opposée  dans  l'équation  (47 )>  cela  re- 
viendrait à  changer  u  en  —  u  dans  cette  équation,  et  l'on  obtient 
la  même  fonctionnai  +  "'•  L'origine  est  un  point  critique  algé- 
brique pour  cette  intégrale.  Soient  «„  le  terme  indépendant  de  x 
et  de  //  dans  le  développement  du  second  membre  de  l'équa- 
tion (47)  et  Oq  le  coefficient  de  u  dans  ce  même  développement. 
En  développant  x  suivant  les  puissances  de  u,  on  trouve 

a*       1  bo    , 

a?  = r-—  «>  +  ...; 

ao        3a5 

inversement,  on  en  déduit  pour  u  une  série  ordonnée  suivant  les 

puissances  de  x'^ 

I—  ~i      *« 
a  =  y/aoar* -i- —  a: -H . . . , 

s 
elle  développement  de  jKi  -r  ""  renferme  un  terme  en  x- .  L'ori- 
gine est  donc  un  point  de  rebroussement  pour  la  courbe  inté- 
grale qui  passe  en  ce  point,  et  nous  pouvons  dire  encore  que  la 
courbe  (v),  représentée  par  V équation  (43),  est,  en  général, 
le  lieu  des  points  de  rebroussement  des  courbes  intégrales. 

Par  un  point  de  la  courbe  (y)  il  passe  donc  en  général  une  courbe 
intégrale  ayant  un  rebroussement  de  première  espèce  en  ce  point, 
la  tangente  de  rebroussement  ajant  pour  coefficient  angulaire  la 
racine  double  y\.  Si  l'équation  (4i)  est  de  degré  supérieur  à  2,  il 
passe  par  le  même  point  d'autres  courbes  intégrales,  correspon- 
dant aux  racines  simples  de  l'équation  ¥{Xç,,  y^^,  y')=^o,  sur 
lesquelles  ce  point  est  un  point  ordinaire. 

La  discussion  est  tout  à  fait  différente  lorsque,  pour  tout 
point  {xQ,yo)  de  la  courbe  (y),  la  racine  double  correspondante  j'^ 
de  l'équation  (4i)  est  égale  au  coefficient  angulaire  de  la  tangente 
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à  la  courbe  ("')  en  ce  point.  Dans  ce  cas,  nous  voyons  d'abord 
que  cette  courbe  (y)  est  une  courbe  intégrale  de  l'équation  (4 1). 
De  plus,  c'est  une  intégrale  qui  échappe  complètement  au  théo- 
rème fondamental  de  Gauchy,  quel  que  soit  le  point  que  l'on  choi- 
sisse sur  cette  courbe  pour  fixer  les  valeurs  initiales  de  x  et  de  y. 
Si  l'on  prend  en  effet  le  point  (xo,yo),  l'équation 

admet  deux  racines  tendant  vers  jKo  lorsque  \x  —  a;o\  et  \y  —  ro| 
tendent  vers  zéro,  mais  ces  deux  racines  ne  sont  pas  en  général 
des  fonctions  i-égulières  des  variables  x  ely  dans  le  voisinage  des 
valeurs  a7o,j)'o>  6t  nous  ne  pouvons  appliquer  le  théorème  de 
(Gauchy.  On  dit  que  l'intégrale  ainsi  obtenue  est  une  intégrale 
singulière.  La  reclierciie  des  intégrales  singulières  n'offre  théori- 
quement aucune  difficulté,  puisqu'il  suffit  évidemment  d'examiner 
si  la  courbe  représentée  par  l'équation  (43)  satisfait  à  l'équation 
différentielle  (^\)^  ce  qui  n'exige  qu'un  calcul  d'élimination.  Il 
peut  arriver  que  cette  équation  (4^)  représente  deux  courbes  dis- 
tinctes, dont  l'une  est  une  intégrale  singulière  et  l'autre  le  lieu 
des  points  de  rebroussement  des  courbes  intégrales. 

Lorsque  la  courbe  (y)  est  une  intégrale  singulière,  par  chaque 
point  de  cette  courbe,  il  passe  en  général  une  autre  courbe  inté- 
grale tangente  à  (y).  Prenons  pour  origine  un  point  quelconque 
de  (y);  nous  connaissons  a  priori  une  intégrale  jKi  de  l'équa- 
tion (45),  c'est  l'intégrale  singulière  pour  laquelle  on  a  à  la  fois 

(48)  y,  =  P(^,J'i),         V^{x,y,)=^Çl{x,y,). 

En  posant  comme  plus  haut  j^  =jKi  +  ^i  l'équation  prend  encore 
la  forme  (4^),  mais  dans  ce  cas  la  fonction  cpo(^)  est  nulle,  puisque 
z  ^o  doit  être  une  intégrale  de  cette  nouvelle  équation.  Les  autres 
hypothèses  étant  conservées,  la  fonction  '%(^)  n'est  pas  nulle  pour 
:r  =  o,  et,  si  l'on  pose  ensuite  z  =  u-  dans  l'équation  (46),  on  est 
conduit  à  une  équation  dont  tous  les  termes  sont  divisibles  par  u. 
En  divisant  par  m,  il  reste  une  équation  différentielle 


(49)      2u'  =  u\csi(x)  -+-  u"-  o^ix)  -i-. . .]  ±;  ^'b(^{x)  -H  «"^  J>i(a^)  h- •  •  • 

à  laquelle  on  peut  appliquer  le  théorème  général  de  Cauchy .  La  fonc- 
tion ^o{x)  n'étant  pas  nulle  pour  x=:  o,  les  deux  déterminations 
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du  radical  sont  liolomorphes  pour  ^=  o,  u  =  o.  L'équation  (49) 
admet  donc  deux  intégrales  liolomorphes  dans  le  domaine  de  l'ori- 
i^ine,  s'annulant  pour  .r  =  o,  et  l'on  voit  aisément  que  ces  deux 
intégrales  se  déduisent  l'une  de  l'autre  en  changeant  u  en  —  u. 
L'équation  en  y  admet  donc  une  autre  courbe  intégrale 

(jui  est  tangente  à  l'origine  à  la  courbe  (vj.  Mais  il  y  a  une  difle- 
rence  essentielle  entre  ces  deux  intégrales.  En  effet,  on  peut  appli- 
quer les  théorèmes  généraux  du  n°  388  à  l'équation  (49)?  6t  l'in- 
tégrale de  cette  équation  qui  est  nulle  pour  x  ^  o  appartient  à  une 
famille  d'intégrales  dépendant  d'une  constante  arbitraire.  Il  en  est 
donc  de  même  de  l'intégrale  qui  est  tangente  à  l'origine  à  l'inté- 
grale singulière,  tandis  que  l'intégrale  singulière  est  elle-même,  en 
général  une  solution  isolée;  on  s'explique  aisément  ce  fait, 
puisqu'on  ne  peut  appliquer  à  cette  intégrale  les  raisonnements 
(jui  prouvent  l'existence  d'une  intégrale  générale  (n"383),  dont 
on  pourrait  la  déduire  en  donnant  une  valeur  particulière  à  la 
constante  qui  y  figure. 

L'intégrale  singulière  est  donc  en  général  l'enveloppe  des  autres 
("ourbes  intégrales.  Lagrange  avait  déjà  remarqué  que  l'enveloppe 
des  courbes  représentées  par  l'intégrale  générale  d'une  équation 
«lifTérentielle  du  premier  ordre  est  aussi  une  intégrale  de  la  même 
équation,  ce  qui  est  à  peu  près  évident  puisqu'en  un  point 
quelconque  de  la  courbe  enveloppe  le  coefficient  angulaire  de  la 
tangente  est  le  même  pour  la  courbe  enveloppe  et  pour  l'enve- 
loppée. On  peut  retrouver  aussi  de  cette  façon  la  règle  qui  permet 
de  déduire  l'intégrale  singulière  de  l'équation  différentielle  elle- 
même.  En  effet,  prenons  d'abord  un  point  M  très  voisin  de  l'enve- 
loppe ;  par  ce  point  M  passent  deux  courbes  intégrales  très 
voisines  et  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  à  ces  deux 
courbes  sont  eux-mêmes  très  peu  différents.  Lorsque  le  point  M 
vient  sur  l'enveloppe,  ces  tangentes  viennent  se  confondre  à  la 
limite  et  l'équation  (4i)  admet  une  racine  double  en  y'.  [Voir 
T.  I,  n»!208.) 

En.  résumé,  nous  voyons  que,  pour  une  équation  du  premier 
ordre,  il  peut  se  présenter  deux  cas  tout  à  fait  distincts,  suivant 
(pie  la  courbe  (y)  est  un  lieu  de  points  de  rebroussement   pour 
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les  courbes  intégrales  ou  une  intégrale  singulière.  11  est  naturel  de 
se  demander  lequel  de  ces  deux  cas  doit  être  considéré  comme  le 
cas  normal.  Un  peu  d'attention  suffit  pour  montrer  que  c'est  le 
premier.  En  effet,  la  courbe  (y)  est  aussi  l'enveloppe  des  courbes 
représentées  par  l'équation  F(:r,  jk,  a)  =  o,  où  a  est  le  paramètre 
variable.  Si  l'équation  différentielle  (4 1)  admettait  une  intégrale 
singulière,  quel  que  fût  le  polynôme  F,  on  serait  conduit  à  énoncer 
un  résultat  dont  l'absurdité  est  manifeste,  à  savoir  que,  en  chaque 
point  de  l'enveloppe  d'une  famille  de  courbes  algébriques,  le  coef- 
ficient angulaire  de  la  tangente  est  égal  à  la  valeur -du  paramètre 
correspondant  à  l'enveloppée  tangente  en  ce  point.  Si  cette  con- 
dition est  vérifiée  par  une  famille  de  courbes,  il  suffit  de  changer 
le  paramètre  (en  posant  par  exemple  a  =  a'  +  z)  pour  que  la  con- 
dition cesse  d'être  vérifiée.  On  voit  donc  que,  si  l'on  part  d'une 
équation  du  premier  ordre  où  les  coefficients  de  F  sont  pris  au 
hasard  (et  non  d'une  équation  fournie  par  l'élimination  d'une 
constante  arbitraire),  les  cas  où  il  existe  une  intégrale  singulière 
doivent  être  considérés  comme  exceptionnels.  Si  ce  résultat  a  pu 
jadis  sembler  paradoxal  à  quelques  mathématiciens,  cela  tient 
sans  doute  à  ce  qu'on  avait  surtout  étudié,  jusqu'aux  travaux  de 
Gauchj,  des  équations  dont  l'intégrale  générale  se  compose  de 
courbes  algébriques.  Comme  une  famille  de  courbes  algébriques 
admet  en  général  une  courbe  enveloppe,  il  paraissait  tout  naturel 
d'étendre  la  conclusion  aux  courbes  intégrales  d'une  équation 
différentielle  quelconque  du  premier  ordre;  cette  induction,  nous 
venons  de  le  voir,  n'était  pas  justifiée  (').  Du  reste,  même  dans 
le  cas  où  une  famille  de  courbes  planes  dépendant  d'un   para- 


(')  Dans  la  théorie  des  enveloppes,  on  suppose  implicitement  que  dans  le  voi- 
sinage d'un  système  de  solutions  a:,,,  y„,  a„  des  deux  équations  f{x,  y,  a)  -■=  o, 

-7^=0,  les  fonctions  f  cl  -r-  sont  continues  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles,  de 
ôa  "^        da 

façon  qu'on  puisse  appliquer  aux  fonctions  x  el  y  At  a  définies  par  ces  deux 
équations  les  raisonnements  qu'on  applique  aux  fonctions  implicites.  Or,  étant 
donnée  une  équation  différentielle  du  premier  ordre,  nous  savons  bien  qu'elle 
admet  une  infinité  d'intégrales,  dépendant  d'une  constante  arbitraire,  et  repré- 
sentées dans  un  certain  domaine  par  une  équation  <s(x^  y,  C  )  =  o,  mais  rien  ne 
prouve  a  priori  que  cette  fonction  v{x,  y,  C)  satisfait  aux  conditions  que  nous 
venons  de  rappeler.  Nous  pouvons  même  affirmer  qu'il  n'en  est  pas  généralement 
ainsi. 
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mètre  variable  admet  une  enveloppe,  la  méthode  qui  permet  de 
trouver  cette  enveloppe  donne  aussi,  on  l'a  observé  (  n"*  207 
et  208),  le  lieu  des  points  singuliers. 

434.  Exemples.  Remarques  diverses.  —    i"  Prenons   l'équation 

(  5o)  y^  -+■  i  xy—y  =  o. 

Les  deux  valeurs  de  jk'  sont  égales  pour  tous  les  points  de  la  para- 
bole y-\-x-=^o,  et  la  racine  double  est  égale  à — x^  tandis 
que  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  La  parabole  est  —  2.x . 
Cette  courbe  n'est  donc  pas  une  intégrale  singulière;  nous  allons 
vérifier  que  c'est  le  lieu  des  points  de  rebroussement  des  courbes 
intégrales.  L'équation  (6o)  est  une  équation  de  Lagrange  ;  en  lui 
appliquant  la  méthode  générale  (n"  371  ),  on  trouve  que  les  coor- 
données X  e\  y  d'un  point  d'une  courbe  intégrale  s'expriment  au 
moyen  d'un  paramètre  p  par  les  formules 

,.  .  C        '?.p  iC       p^ 

Ce  sont  des  courbes  unicursales  du  4"  degré  ;  pour  les  valeurs  du 
paramètre   qui    sont    racines    de    l'équation  /?'H-3C  =  o,    on   a 

—  =^—-  =  o.  Chacune  de  ces  courbes  a  donc  trois  points  de  re- 
broussement, et  l'on  obtiendra  le  lieu  de  ces  points  en  éliminant/? 
et  G  entre  les  équations  (5i)  et  la  relation/?^  =  —  3C,  ce  qui 
donne  bien  la  parabole^  -i-.r-  =  o, 

2°  Reprenons  l'équation  d'Euler  Xj''-  =  Y;  les  deux  valeurs 
dey  sont  égales  pour  tout  point  de  l'une  des  huit  droites  repré- 
sentées par  l'équation  XY=:o.  Ces  huit  droites  sont  des  solu- 
tions singulières,  et  forment  bien  l'enveloppe  des  courbes  repré- 
sentées par  l'intégrale  générale.    5  ■^'i' 

3"  On  peut  employer  la  méthode  suivante  pour  rechercher  s'il 
existe  des  intégrales  singulières.  D'après  ce  que  nous  avons  vu, 
une  telle  intégrale,  si  elle  existe,  satisfait  aux  équations 

et  par  suite  aussi  à   la  relation 1 y' =  o  obtenue  en  diffé- 

'  ox       Oy^^ 

rentiant  la  première.   Réciproquement,   supposons  que  pour  tous 
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les  points  d'une  courbe  (y)  les  trois  équations 

(52)  F(a-,jK,  m)  =  o,  —=o,  --^-m  =  o 

aient  une  solution  cominune  en  m.  Le  long  de  la  courbe  (y),  s^^y 
et  /n  sont  trois  fonctions  d'une  seule  variable  vérifiant  les  rela- 
tions (Sa).  On  a  donc  entre  leurs  dififérentielles  la  relation 

dF  ,        dV  ,         dF   , 

-—  dx  4-  -—  dv  -1-  -; —  dm  =  o, 
ôx  dy  ôin 

qui  devient,  en  tenant  compte  des  relations  (52)  elles-mêmes, 

dF  [  dy 

—  [m i- 

Oy  \  dx 

ùF 
Si  —  n'est  pas  nul  en  tous  les  points  de  la  courbe  (y),  on  a  donc 

y'  =  tn  et  cette  courbe  est  une  intégrale  singulière  (  '  ).  Si  —  =  o, 

on  doit  avoir  aussi  -— =  o,  et  une  vérification  directe  est  néces- 

dx  ' 

saire  pour  reconnaître  si  la  courbe  (y)  est  une  intégrale. 

Cette  remarque  s'applique  en  particulier  à  l'équation  de  Clai- 
raut 

F  (^,  :>%./)  =/(j'',r  — •'^/)  =  o- 

En  posant  pour  abréger  ^^  =j^  —  xy' ^  les  trois  équations  qui 
doivent  être  compatibles  sont  ici 

r,        ,  ,,  Of  df  àt\  .  ,df 

•^    -^     "^  ^    ^         '  dy  Ou  du        -^   '       -^    du  ' 

et  se  réduisent  à  deux  équations  seulement.  Il  y  a  donc  une  inté- 
grale singulière  obtenue  en  éliminant  jk'  entre  ces  deux  relations. 
4°  Considérons  l'équation 

x--^ y- —  'i.x{x -^yy')  H -ix -r- yy'  f-^  K  =  o, 

dont  l'intégrale  générale  se  compose  des  cercles  doublement  tangents  à  la 
conique 

x-{\  —  m-)  -1-^--+-  K  =  o, 

et  ayant  leur  centre  sur  l'axe  des  x.  Cette  conique  est  une  solution  singu- 
lière. Mais  en  outre,  pour  tout  point  de  l'axe  des  x^  les  deux  valeurs  de^' 

(')   Voir  un  article  de  M.   Darboux  dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathéma- 
tiques, t.  IV,  1873,  p.  158-176. 
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deviennent  infinies.  Cependant  cette  droite  n'est  pas  un  lieu  de  points  de 
rebroussemenl;  par  un  point  quelconque  il  passe  deux  courbes  intégrales 
tangentes  l'une  à  l'autre,  la  tangente  commune  étant  parallèle  à  l'axe  des^. 

;)"  Pour  qu'une  intégrale  C  soit  une  intégrale  singulière,  il  ne  suffit  pas 
que  pour  tous  les  points  de  ceite  courbe  l'équation  (40  ait  une  racine 
double;  il  faut  encore  que  cette  racine  double  soit  précisément  le  coeffi- 
cient angulaire  de  la  tangente  à  G.  Considérons,  par  exemple,  les  cissoïdes 
représentées  par  l'équation  (y  —  'i.a)^(x  —  a)  —  x^  =  o;  la  droite  :f  :=  o 
est  le  lieu  des  points  de  rebroussement  de  ces  courbes,  et  c'est  aussi  une 
intégrale  particulière  obtenue  en  supposant  a  =  o.  Pour  tout  point  de 
cette  intégrale  l'équation  différentielle  correspondante  admet  la  racine 
double  ^^'  =  0,  et  une  racine  infinie.  Ce  n'est  donc  pas  une  intégrale  singu- 
lière. 

G"  Soit  S  une  surface  présentant  des  régions  où  elle  est  convexe,  et  des 
régions  où  elle  est  à  courbures  opposées.  Ces  régions  sont  séparées  par 
une  courbe  F,  lieu  des  points  paraboliques,  en  tous  les  points  de  laquelle 
l'équation  difTérentielle  des  lignes  asymptotiques  (I,  n"  243) 

D  rf«! -u  2  D' rfu  rfp -f- D' rff  î  =  o 

a  une  racine  double  en  -;-  ;  celte  racine  double  fournit  la  direction  de  la 
au 

tangente  asymptotique  unique.  Si  la  tangente  à  F  ne  se  confond  pas  avec 

cette  tangente  asymptotique  (ce  qui  est  le  cas  général),  la  courbe  T  est  le 

lieu    des   points   de   rebroussement  des    lignes    asymptotiques.   Mais  si  la 

tangente  asymptotique  en  chaque  point  M  de  Y  se  confonH  avec  la  tangente 

à  r,  cette  courbe  est  l'enveloppe  des  lignes  asymptotiques.  Cette  courbe  !" 

est  à  la  fois  une  ligne  asymptotique  et  une  ligne  de  courbure,  puisque  la 

tangente  est  aussi  un  axe  de  l'indicatrice.  Les  normales  à  la  surface  S  le 

long  de  r  forment  donc  une  surface  développable,  et,  comme  la  normale 

à  S  est  la  binormale  à  la  courbe  F,  il  s'ensuit  que  F  est  une  courbe  plane 

(I,  n"^;]^),  et  la  surface  considérée  S  est  tangente  au  plan  P  de  la  courbe  F 

tout  le  long  de  cette  courbe. 

Prenons  par  exemple  une  surface  de  révolution.  Pour  que  l'un  des 
rayons  de  courbure  principaux  en  un  point  M  de  cette  surface  soit  infini, 
il  faut  que  le  rayon  de  courbure  de  la  méridienne  soit  infini  ou  que  la 
tangente  à  cette  méridienne  soit  perpendiculaire  à  l'axe. 

Dans  le  premier  cas,  la  courbe  F  est  un  parallèle  dont  chaque  point  est 
un  point  d'inflexion  pour  la  méridienne,  la  tangente  asymptotique  est 
perpendiculaire  à  la  tangente  à  F,  et  ce  parallèle  est  un  lieu  de  points  de 
rebroussement  pour  les  lignes  asymptotiques.  Au  contraire,  dans  le  second 
cas,  la  courbe  F  est  un  parallèle  en  tous  les  points  duquel  la  surface  est 
tangente  au  plan  de  ce  parallèle,  comme  dans  un  tore;  c'est  aussi  l'enve- 
loppe dei  lignes  asymptotiques. 

Tous  ces  résultats  sont  faciles  à  vérifier  directement  sur  l'équation  diffé- 
rentielle en  coordonnées  polaires  des  lignes  asymptotiques. 
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435.  Interprétation  géométrique.  —  On  peut  présenter  la  discussion 
précédente  sous  une  forme  un  peu  différente,  que  nous  indiquerons  rapi- 
dement; nous  continuerons  à  employer  le  langage  de  la  géométrie,  quoique 
les  raisonnements  s'étendent  sans  difficulté  au  domaine  des  variables  com- 
plexes. 

On  a  déjà  fait  observer  (n°  370)  que  l'intégration  d'une  équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre  F{x,  y,  y' )  =  o  revient  à  la  détermination  des 
courbes  F  situées  sur  la  surface  S  ayant  pour  équation 

(53)  FiT,y,  z)  =  o, 

et  telles  que  l'on  ait  aussi  df  —  z  dx  =  o.  La  projection  c  sur  le  plan 
des  xy  d'une  courbe  V  de  la  surface  S  satisfaisant  aux  conditions  précé- 
dentes est  une  courbe  intégrale  de  l'équation  différentielle  proposée,  et 
réciproquement.  Nous  supposerons  pour  la  discussion  que  celte  surface  S 
n'a  pas  d'autres  singularités  que  des  courbes  doubles  suivant  lesquelles  se 
croisent  deux  nappes  de  la  surface  avec  des  plans  tangents  distincts.  Au 
lieu  d'étudier  les  courbes  c  du  plan  des  xy,  nous  allons  étudier  les  courbes  F 
de  la  surlace  S. 

Considérons  d'abord  un  point  Mo(iFo)  J'o,  -^o)  non  situé  sur  une  courbe 
double,  et  où  le  plan  tangent  n'est  pas  parallèle  à  l'axe  des  ^.  La  tangente 
à  la  courbe  F  qui  passe  en  Mo  est  située  dans  le  plan  tangent  en  ce  point 


(54)       (X-..)(^)^+(V-^.,(|^)^+(Z 


<^l-^ 


et  aussi,  puisque  l'on  doit  avoir  dy  —  z  dx  =  o,  dans  le  plan 
(55)  Y— jû  — ^o(X  —  a^o)  =  o. 

Ces  deux  plans  sont  distincts  puisque  ( -p  )    n'est  pas  nul,  et  se  coupent 

par  conséquent  suivant  une  droite  non  parallèle  à  O  z.  Par  le  point  M© 
il  passe  donc  une  courbe  F  et  une  seule,  dont  la  tangente  n'est  pas  paral- 
lèle à  l'axe  des  z\  la  projection  c  de  cette  courbe  sur  le  plan  des  xy  passe 
au  point  m^  projection  de  Mo,  et  ni^  est  un  point  ordinaire  pour  c.  Si  le 
point  Mo  appartient  à  une  courbe  double  de  S,  le  raisonnement  précédent 
s'applique  à  chacune  des  deux  nappes  pourvu  qu'aucun  des  plans  tangents 
en  Mo  ne  soit  parallèle  à  O  z;  par  le  point  Mo  il  passe  donc  deux  courbes  F, 
correspondant  aux  deux  nappes  de  la  surface  S.  Il  reste  à  examiner  ce  qui 
arrive  lorsque  le  point  Mo  est  situé  sur  la  courbe  D  de  S,  lieu  des  points 

pour  lesquels  on  a  à  la  fois  F  =  o,  — —  =  o.   Nous  supposerons  que  cette 

courbe  D  n'est  pas  une  courbe  double;  c'est  alors  le  lieu  des  points  de  S 

oîi  le  plan  tangent  est  parallèle  à  O  s,  et  l'une  au  moins  des  dérivées  par- 

d¥    d¥ 
tielles  -T— 5  -— -  est  différente  de  zéro  au  point  Mo.  Les  deux  plans  (54)  et  (55) 
ox    oy 
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sont  alors  parallèles  à  l'axe  des  z,  et  leur  intersection  est  parallèle  à  O  z, 
à  moins  que  ces  deux  plans  ne  se  confondent,  c'est-à-dire  à  moins  que 
l'on  n'ait 

Ecartons  d'abord  le  cas  où  cela  aurait  lieu.  La  tangente  à  la  courbe  F 
qui  passe  en  Mo  est  parallèle  à  O  5,  mais  cette  courbe  elle-même  ne  pré- 
sente aucune  singularité  au  point  Mq.  Pour  nous  en  assurer,  nous  rempla- 
cerons le  système  des  deux  équations 

(57)  F(x,y,  z)  =  o,         dy  =  zdx 
par  le  système  des  deux  équations  simultanées 

(58)  ^^  ^^  -^-' 


f)V  àF        OV  ôV 

z H  Z  

Oz  âz         Ox  ôy 

avec  les  conditions  initiales  ar  =  a^o,  JK  =.?'o,  ^  = -o-  Les  deux  systèmes 
sont  équivalents;  on  tire  en  effet  des  équations  (58)  la  combinaison  inté- 
grable  dV  =  o,  et  par  suite  F(a*,  ^,  z)  =  F(jro,  ^o>  -0)  =  o. 

^     /dF\  [dF\      ,.  ,  ,  ,  .  ■        ,       . 

Ur  I;;~)-^~^o(t— )  n  étant  pas  nul  par  hypothèse,  on  lire  des  équa- 
tions (58)  des  développements  de  x  —  x^  et  de  y — jko  suivant  les  puis- 
sances de  z  —  ^0  commençant  par  des  termes  du  second  degré  au  moins 

X  —  Xç,=  'Xr{z  —  Z^Y  -^  .  .  . ,  y—yo=  ^,(;:_3g)î-f- 

Le  point  Mo  est  donc  un  point  ordinaire  pour  la  courbe  V  qui  passe  en 
ce  point,  mais  le  point  /7io,  projection  de  Mo  sur  le  plan  xOy,  est  un  point 
de  rebroussement  (en  général  de  première  espèce)  pour  la  courbe  c,  pro- 
jection de  r.  Ceci  tient  du  reste  à  une  propriété  générale  facile  à  vérifier, 
à  savoir  que  la  projection  d'une  courbe  gauche  sur  un  plan,  parallèlement 
à  la  tangente  en  un  point  M  de  celte  courbe,  a  un  rebroussement  au 
point  m,  projection  de  M  (I,  Exercice  13,  p.  38'2).  Soit  «5?  la  projection 
sur  le  plan  des  xy  de  la  courbe  D;  nous  retrouverons  le  résultat  établi 
plus  haut  :  la  courbe  «?  est  le  lieu  des  points  de  rebroussement  des  courbes 
intégrales  c.  La  méthode  précédente  a  l'avantage  de  nous  montrer  comment 
cette  singularité  disparaît  quand  on  passe  du  plan  à  la  surface  S. 

Le  résultat  est  tout  différent  lorsque  la  relation  (56)  est  vérifiée  en  tous 
les  points  de  la  courbe  D.  Les  deux  plans  (54)  et  (55)  sont  alors  con- 
fondus; nous  sommes  dans  le  cas  où  il  existe  une  intégrale  singulière.  Par 
tout  point  de  D,  il  passe  alors  en  général  deux  courbes  T,  la  courbe  D 
elle-même,  et  une  seconde  courbe  dont  la  projection  sur  le  plan  des  xy 
est  tangente  à  l'intégrale  singulière  D. 

436 .  Intégrales  singulières  des  systèmes  d'équations  différentielles. 
—  La  théorie  des  intégrales  singulières  s'étend  aux  systèmes  d'équations 
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différentielles  du  premier  ordre  et,  par  suite,  aux  équations  d'ordre  supé- 
rieur. Nous  étudierons  seulement  un  système  de  deux  équations  du  pre- 
mier ordre  (ce  qui  comprend  le  cas  d'une  seule  équation  du  second  ordre), 
en  suivant  une  marche  inverse  de  la  précédente,  c'est-à-dire  en  considé- 
lant  tout  d'abord  un  système  obtenu  par  l'élimination  des  constantes  ('). 
Soient 

(59)  F(x.j,z:a,b)  —  o,         ^{x,  y,  z;  a,  b)  r=  o 

les  équations  d'une  famille  de  courbes  planes  ou  gauches  F,  dépendant  de 
deux  paramètres  arbitraires  a  et  b;  c'est  ce  qu'on  appelle  aussi  une  con- 
griience  de  courbes.  Nous  pouvons  supposer,  pour  fixer  les  idées,  que  les 
fonctions  F  et  *  sont  des  polynômes;  les  courbes  de  la  congruence  sont 
alors  algébriques.  Nous  allons  d'abord  généraliser  les  théorèmes  établis 
pour  les  congruences  de  droites  (I,  n"  255).  Si  l'on  établit  entre  a  et  h 
une  relation  de  forme  arbitraire  b  =z  <f{a)^  on  obtient  une  infinité  de 
courbes  Y  dépendant  d'un  seul  paramètre  variable  a.  En  général,  ces 
courbes  n'admettent  pas  de  courbe  enveloppe;  pour  qu'il  y  ait  une  enve- 
loppe, il  faut  en  effet  que  les  quatre  équations  (Ô9)  et  (60)  admettent  un 
système  de  solutions  communes  en  x,y^  z  fl,  213) 

dV_       ô¥  db  _  £*        ^'  ^  _ 

''  ôa        ùb   da  '  Oa         db  da 

L'élimination  de  .r,  y^  z  entre  ces  quatre  équations  conduit  à  une  rela- 

db 
tion  entre  «,  «  et  -;-  1 
da 

(6.)  Il(a,^.,^)=o, 

c'est-à-dire  à  une  équation  diiïérentielle  du  premier  ordre.  Si  l'on  a  pris 
pour  b  =  ^{a)  une  intégrale  de  cette  équation,  les  courbes  F  engendrent 
une  surface  il,  et  sont  tangentes  à  une  courbe  G  située  sur  21  :  nous  appel- 
lerons  encore  cette  courbe  C  Xaréte  de  rebroussetnent  de  X.  Si  l'équa- 

tion  (()i)  est  de  degré  m  en  —,  toute  courbe  F  rie  la  congruence  appar- 
tient en  général  à  m  surfaces  analogues  à  il,  et,  sui-  chacune  de  ces  surfaces, 
elle  touche  l'arête  de  rebroussement  correspondante  en  un  point  déter- 
miné. Il  existe  ainsi,  sur  chaque  courbe  F  de  la  congruence,  in  points 
particuliers  remarquables,  qu'on  appelle  les  points  focaux.  Ces  points 
focaux  peuvent  être  obtenus  sans  avoir  intégré  l'équation  {C>\)\  il  suffit 
en  effet  de  résoudre  les  quatre  équations  (ig)  et  (Go)  par  rapport  à  x,  y^ 

z,  —r-'   On  trouve  d'abord   la  relation  (6r)  qui  donne -7-,  et,    en  élimi- 
da  da 


(')    Voir  mon  Mémoire  Sur  les  solutions  singulières  des  équations  différen- 
tielles simultanées  {American  Journal  of  Mathematics,  Vol.  Xf). 
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nanl  -r-  entre  les  deux  équations  (60),  on  a  une  nouvelle  relation 

D(F,  4>)  _  d¥  d^       àV  d^  _ 
^      '  D(a,  6)  ~  ^  ^  ~  ^  ^  ~"' 

qui,  jointe  aux  deux  équations  (Sg)  de  la  courbe  F,  permet  de  calculer  les 
coordonnées  des  points  focaux. 

Le  lieu  des  points  focaux  est  la  surface  focale  de  la  congruence;  on 
obtient  l'équation  de  cette  surface  en  éliminant  a  et  b  entre  les  trois  rela- 
tions (59)  et  (6'2).  La  surface  focale  est  aussi  le  lieu  des  arêtes  de  rebrous- 
sement  G  des  surfaces  2.  En  effet,  un  point  quelconque  de  la  courbe  G  est 
un  point  focal  pour  la  courbe  de  la  congruence  qui  est  tangente  à  G  en  ce 
point.  Il  s'ensuit  que  toute  courbe  F  de  la  congruence  est  tangente  aux  m. 
nappes  de  la  surface  focale  aux  m  points  focaux  correspondants,  puisqu'en 
chacun  de  ces  points  elle  est  tangente  à  une  courbe  G  située  sur  cette  sur- 
face focale.  Toutes  ces  propriétés  offrent  la  plus  grande  analogie  avec  les 
propriétés  des  congruences  de  droites.  En  général,  si  les  polynômes  F  et* 
sont  quelconques,  les  m  nappes  de  la  surface  focale  sont  représentées  par 
une  équation  unique,  mais  il  peut  aussi  arriver  que  cette  équation  se 
décompose  en  plusieurs  équations  distinctes.  Dans  certains  cas  particuliers 
il  peut  aussi  se  faire  que  quelques-unes  des  nappes  de  la  surface  focale  se 
réduisent  à  des  courbes;  les  arêtes  de  rebroussement  G  correspondantes 
se  réduisent  alors  à  un  point. 

Voici  la  conclusion  que  l'on  peut  déduire  de  ces  propriétés  relativement 
aux  équations  différentielles.  Les  courbes  F  sont  des  courbes  intégrales 
d'un  système  d'équations  différentielles  que  l'on  obtient  en  éliminant  les 
constantes  a  et  6  entre  les  équations  (39)  et  les  équations  obtenues  en 
les  différentiant 

dF        dF     ,       dF    ,  d^       d^     ,       à4>    , 

^  dx        dy-^         dz  '  Ox        dy -^  dz 

Soit 

(64)  §{T,y,  z,y\  z')  =  o,         ^i(x,  y,  z,  y',  z')  =  o 

le  svstème  d'équations  différentielles  ainsi  obtenu.  Les  formules  (5g) 
représentent  l'intégrale  générale  de  ce  système,  puisqu'on  peut  disposer 
par  hypothèse  des  constantes  a  et  6  de  façon  que  la  courbe  F  passe  par 
un  point  quelconque  de  l'espace  de  coordonnées  Xq,  yoj  -Sol  si  par  ce  point 
il  passe  n  courbes  F,  les  équations  (09)  déterminent  n  systèmes  de  valeurs 
pour  a  et  b.  Les  équations  (63)  déterminent  ensuite  y'  et  z\  et  l'on  voit 
que,  pour  le  point  (.Tq,  yo,  ^0).  'es  équations  (64)  déterminent  n  systèmes 
de  valeurs  pour  j''  et  z'.  Mais  les  arêtes  de  rebroussement  G  sont  aussi  des 
courbes  intégrales  des  équations  (64),  puisqu'en  un  point  de  G  les  valeurs 
de  a-,  y,  z,  y',  z'  sont  les  mêmes  pour  G  et  pour  la  courbe  F  tangente  à  G 
en  ce  point.  Les  équations  (64)  admettent  donc,  en  dehors  des  courbes  F, 

G,,  IL  3ô 
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une  infinité  d'autres  intégrales,  non  comprises  dans  les  formules  (jg),  et 
que  l'on  obtiendra  en  intégrant  l'équation  du  premier  ordre  (6i)  :  ce  sont 
des  intégrales  singulières  du  système. 

A  y  regarder, de  près,  on  voit  que  l'existence  des  surfaces  focales  n'exigé 
pas  en  réalité  que  les  courbes  F  soient  algébriques.  Il  suffit  que,  dans  le 
voisinage  d'un  système  de  solutions  {xq,  y^^  Zq,  a^,  bo)  des  trois  équations 

D(F    <1>) 

(65)  F(x,y,z,a,b)  =  o,  *(.r,  j,  a,  a,  6)  =  o,  D(a   b)   ^  "' 

les  fonctions  implicites  x,  y,  z  des  paramètres  a  et  6,  définies  par  ces  trois 
équations,  qui  se  réduisent  à  Xq,  ya,  Zq  pour  a  =  au,  b  =  bo,  soient  con- 
tinues et  admettent  des  dérivées  continues  dans  le  voisinage.  Soient  en 
effet 

(66)  x  =  /t(a,b),        y=/^{a,b),         z  =  fzia,  b) 

ces  trois  fonctions;  la  nappe  de  la  surface  focale  qui  passe  par  le  point  de 
coordonnées  (xu,  yo,  ■Zo)  est  représentée  dans  le  voisinage  de  ce  point  par 
les  formules  (66),  les  paramètres  a  et  6  ayant  des  valeurs  voisines  de  Uq 
et  de  bo.  Il  est  facile  d'en  déduire  l'équation  du  plan  tangent  à  la  surface 
focale.  En  effet,  lorsque  le  point  x,  y,  z  décrit  une  courbe  quelconque  sur 
cette  surface,  x,  y,  z,  a,  b  sont  des  fonctions  d'une  seule  variable  indé- 
pendante qui  satisfont  aux  équations  (65)  et  dont  les  différentielles  véri- 
fient par  conséquent  les  deux  relations 

dF  ^         oF  ^         dF  ^         ôF  ^         ôF  ^, 

—  ùx  -h  -—  ùy  ^  —-  oz  -h  -—  Qa  -h  —j-  ob  =  o. 
ax  dy   -^         ôz  da  db 

(W>  -  d^  ^  d^  ^  d<P  ^  d^  ., 

—-ùx-\-  -—  S  V  -t-  — -  OZ  -4-  -—  oa  -f-  -rr-ob  —  o; 
dx  dy  dz  da  db 

en  tenant  compte  de  la  dernière  des  équations  (65),  on  peut  éliminer  oa 
et  86,  ce  qui  conduit  à  la  nouvelle  relation 

,,   ,  D(F,  *),  D(F,  *).  DfF,  *). 

(^7)  D(^7^)^"-^D(77T]^->'-^  071767'"  =  °- 

Il  suffit  d'y  remplacer  Zx,  8^,  hz  par  \  —  Xq,  Y — y^.  Z  —  Zq  respective- 
ment pour  avoir  l'équation  du  plan  tangent  à  la  surface  focale;  on  vérifie 
aisément  que  ce  plan  passe  par  la  tangente  à  la  courbe  T.  Les  propriétés 
de  la  surface  focale  supposent  donc  seulement  que  l'on  peut  appliquer  aux 
équations  (6))  la  théorie  des  fonctions  implicites,  et  en  particulier  que  les 
fonctions  F,  *  sont  continues  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  dans  le 
voisinage  d'un  système  de  solutions  a^o,  ya,  -Zo.  <^o^  ^o-  I'  en  est  bien  ainsi 
lorsque  F  et  *  sont  des  polynômes,  mais  il  est  clair  qu'il  en  est  de  même 
pour  beaucoup  d'autres  fonctions.  Remarquons  nussi  que,  si  les  courbes  P 
ont  des  points  singuliers,  le  lieu  de  ces  points  singuliers  fait  partie  de  la 
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surface  focale.  On  le  dém.>nlre  commî  la  proposition  analogue  relative 
aux  courbes  planes  (I,  n"  207). 

Examinons  maintenant  la  question  d'un  point  de  vue  opposé.  Etant 
donné  un  Systems  de  deux  équations  dilTérenlielles  du  premier  ordre,  tel 
que  le  système  (64),  proposons-nous  de  reconnaître  si  ce  système  admet 
des  intégrales  singulières:  nous  supposerons  que  d  et  .?i  sont  des  polynômes. 
Soit  Mo  un  point  quelconque  de  l'espace  de  coordonnées  (  ro,  j'o,  -^o); 
quand  on  remplace  x,  y,  z  p^r  Xo,  Vo,  «0  respectivemtjnt  dins  les  équa- 
tions (64),  elles  admettent  en  général  un  certain  nombre  de  systèmes  de 
solutions.  Soit  ^'5,  z'^   un   de  ces  systèmes;  nous  admettons  d'abord  que, 

pour  ce  système  de  solutions,  le  jacobien  ^ '  '  '  '     n'est   pas    nul.    Des 

équations  (64),  on  tire  alors  pour^)''  et  z  des  fonctions  régulières  dans  le 
domaine  du  point  {xq,  y^,  Zq). 

y  =  y;-+-a(r  — aro)-+-...,  3' =  a; -+- a,  (j- —  a^o) -+-•  •  . , 

qui  se  réduisent  k  y'^  et  z'^  respectivement  pour  x  =^  Xq,  y=yQ.  z  =Zo. 
Les  équations  (64)  admettent  donc  une  courbe  intégrale  passant  au 
point  Mo  et  tangente  à  la  droite  qui  a  pour  équations  Y  —  y\>  =  y'oi^  —  -^o)! 
Z  —  Zo=z'q(S.  —  Xo),  et  de  plus  (n°  3S8)  cette  courbe  fait  partie  d'une 
famille  d'intégrales  dépendant  de  deux  paramètres  arbitraires.  Il  n'en  est 

plus  de  même  si  l'on  a  -=— — 7^ — î^=o;  ceci  ne  peut  avoir  lieu  que  si  les 

coordonnées  (xq,  yo,  s©)  vérifient  la  relation 

(68)  R(x,y,z)  =  o, 

obtenue  en  éliminant  y'  et  z'  entre  les  trois  équations 

D(^,  #,) 


(69)  ^  =  0,  ^1  =  0, 


D(y,  3') 


Cette  équation  (68)  représente  une  surface  S,  et,  d'après  ce  que  nous 
venons  de  voir,  toute  courbe  intégrale,  qui  n'est  pas  située  sur  la  sur- 
face S,  ne  peut  être  une  intégrale  singulière. 

Si  le  point  Mq  est  sur  la  surface  S,  les  trois  équations  (69)  ont  pour  ce 
point  un  système  de  solutions  communes,  y'  =Xo>  -2'  =  ^'o*  Lo'"sque  la 
droite  D  représentée  par  les  équations 

X  —  Tn  Y  —  Vo  Z—  Zo 

(70)  — : — 


Jo 


n'est  pas  tangente  à  S  (ce  qui  est  le  cas  général),  il  y  a  bien  une  courbe 
intégrale  passant  au  point  M©  et  tangente  à  la  droite  D,  et  l'on  a  démontré 
que  le  point  Mq  est  en  général  un  point  de  rebroussement  de  cette  courbe. 
Ce  qui  est  essentiel  pour  nous,  c'est  que  cette  intégrale  ne  peut  être  sur 
la  surface,  puisque  sa  tangente  n'est  pas  dans  le  plan  tangent.  Pour  qu'il 
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y  ait  des  intégrales  singulières,  il  faut  donc  qu'en  chaque  point  de  S  la 
droite  D  correspondante  soit  située  dans  le  plan  tangent  à  la  surface.  Cette 
condition  est  suffisante,  car  par  chaque  point  de  S  il  passe  alors  une 
courbe  située  sur  celte  surface  et  tangente  à  la  droite  D.  Ces  courbes  sont 
déterminées  par  une  équation  différentielle  du  premier  ordre,  et  ce  sont 
bien  des  intégrales  singulières,  car  en  chacun  de  leurs  points  les  valeurs 
de^'  et  de  ^' forment  un  système  multiple  de  soluùons  des  équations  (64). 

Exemples.  —  i°  Considérons  le  système  d'équations  simultanées 

(71)  j  —  xy  =  o,         x^z'^—  x^-hy — I. 

Les  deux  valeurs  de  z'  sont  égales  pour  tous  les  points  du  cylindre 
x^-\-y- — I  :=  o,  et  la  direction  correspondante  à  cette  racine  double  est 
la  perpendiculaire  abaissée  du  point  (x,y)  sur  l'axe  des  z.  Cette  direc- 
tion n'étant  pas  située  dans  le  plan  tangent  au  cylindre,  il  ne  peut  y  avoir 
d'intégrales  singulières.  On  vérifie  aisément  sur  cet  exemple  que  le 
cylindre  est  le  lieu  des  points  de  rebroussement  des  courbes  intégrales, 
car  l'intégrale  générale  du  système  (71)  est  représentée  par  les  formules 


y  =  CiX,         z  =  ^x'^-h y —  I  —  arc  tang  \/x^-i-y^ —  i  -l-  Cj. 
'î"  Tout  système  d'équations  différentielles  de  la  forme 

(72)  F(7  —  xy,  z  —  xz\  y,  z')  =  o,      *(7  —  xy,  z  —  xz',  y,  z')  =  o, 

qui  peut  être  considéré  comme  généralisant  l'équation  de  Clairaut,  s'in- 
tègre aisément  en  observant  que  l'on  dcduit  des  relations  précédentes 


/  >,.'  dF\     „       /dF  dF\    „ 


\dy  duj-^         \âz'  dv  I 

où  u  =  y  —  xy',  V  —  z  —  xz' .  On  peut  satisfaire  à  ces  dernières  équations 
en  prenant  y"  =  o,  z"  =  o,  ou  en  supposant  que  l'on  a 


(^3)(^-S(S-->-'^--""^--> 


dv  )        \dz'  dv  I  \dy  du] 


Dans  la  première  hypothèse,  y'  et  z'  sont  des  constantes  a  et  b,  et  l'on 
voit  ainsi  que  les  courbes  qui  forment  l'intégrale  générale  sont  les  droites 
de  la  congruence  représentée  par  les  deux  équations 

F(y  —  ax,  z  —  bx,  a,  b)  =  o,         ^{y  —  ci^i  z  —  bx,  a,  b)—  o. 

Il  y  a  aussi  des  intégrales  singulières,  puisque  les  droites  de  la  con- 
gruence sont  tangentes  aux  deux  nappes  d'une  surface  focale;  ces  inté- 
grales singulières   sont  les  arêtes  de  rebroussement  des  développables  de 
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la  congruence,  et  s'obtiennent  par  l'intégration  d'une  équation  différen- 
tielle du  premier  ordre.  On  obtiendra  l'équation  de  la  surface  focale  en 
éliminant/'  et  z    entre  les  relations  (72)  et  (73). 


EXERCICES. 

1.  Examiner  si  les  équations  différentielles  suivantes  admettent  des  solu- 
tions singulières  : 

y» -4-  i^-^  Y)/'-('-^^*)r-  76  =  0. 

[Serret.] 
xy^ y'^  —  y^ y'  H-  «2  a:  =  o. 

[SCHLÔHILCH.] 

[B0OL8.] 

[HoiJEL.] 
[MOIGNC] 


y«—  IX  /yy'-^-^y  sfy  —  o. 
{xy'  —  yY  —  ixy{\-^ y^)  =^  o. 
ixy{\->r-y'^)  —  (^xy'^yY=  o. 


2*.  L'équation    H(a;, /)  =  o,    obtenue  en   éliminant /' entre  les  deux 

relations  F(x, /, /)  =  o, ^ -7- y  =  o,  représente  le  lieu   des  points 

d'inflexion  des  courbes  intégrales. 

En  déduire  le  théorème  du  n'  434,  sur  le  lieu  des  points  de  rebrousse- 
ment  des  courbes  intégrales,  au  moyen  d'une  transformation  par  polaires 
réciproques. 

[Darboux,  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  t.  IV;  1873.] 

3.  Déterminer  les  intégrales  singulières  du  système  d'équations  différen- 
tielles 

y  =  xy' -h y' ^ -i- z' ,        z  =  z'x -\-y'z'.  [Serret.] 

4.  Examiner  si  l'équation  différentielle  du  second  ordre 

(i  -+-  x^)y"^ —  l'ixy'-\ )y'  -^  y'^-^  ^y' — y  =  o 

admet  des  intégrales  singulières,  et  trouver  ces  intégrales. 

[Lagrange.] 

[On  remplace  cette  équation  par  un  système  de  deux  équations  du 
premier  ordre.] 
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5*.  Étant  donnée  une  équation  différentielle  du  second  ordre 

en  éliminant  y"  entre  cette  équation  et  la  relation  -— j  =  o,  on  obtient  une 

équation  différentielle  du  premier  ordre  P  (ce,  y,  y')  =  o,  dont  les  inté- 
grales possèdent  en  général  la  propriété  suivante  :  Par  chaque  point  M 
d'une  de  ces  courbes  intégrales  C,  il  passe  une  courbe  intégrale  de  l'équa- 
tion F  =  o,  ayant  un  rebroussement  de  seconde  espèce  en  M  et  la  tangente 
en  ce  point  à  la  courbe  C  pour  tangente  de  rebrous-sement. 

[American  Journal  of  Mathematics^  Vol.  XI,  p.  364-] 

6.  Établir  les    propiiétés  de  e^',   en  parlant  de   l'intégrale  générale  de 

cix  d'Y 

l'équation    différentielle i ^  —  o,    mise    sous    la    forme    algébrique 

^  X  y 

xy  =  C 

Même  question  pour  la  fonction  tanga:-,  en  cherchant  d'abord  l'intégrale 

générale  sous  forme  algébrique  de  l'équation  différentielle 

d.r  dy 


\  -+-  x^        1  -<ry^ 

7*.  Soit  ^' =  R  (a:,  7),  où  R(x.y)  est  une  fonction  rationnelle  dey 
dont  les  coelficicnts  sont  des  fonctions  analytiques  de  ar,  une  équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre  admettant  une  intégrale  générale  de  la  forme 

Démontrer  que  cetle  équation  peut  se  ramener  à  une  équation  de  Riccati 
par  une  substitution  de  la  forme  m  =  Ri  (x,y)^  Ri  étant  une  fonction  ra- 
tionnelle de  j.  [Painlevé.] 
R.    On  remarque  que  l'équation  (i)  peut  s'écrire 

y  -h  [A,(:r)-H  Bi{x)u]y"-i-i-..  .  ■+-  [An-i(cc)-h  Bn-i(x)u]y -h  u^  o, 

où  u  =  — rrr- 5  ^t  l'on  démontre  que  m  satisfait  à  une  équation  de  Riccati, 

«po— C.'Vo 
tandis  que  les  fonctions  A,,  B/  sont  déterminées. 

8.  Quand  on  cherche  à  déterminer  la  fonction  /(a)  de  façon  que 
l'enveloppe  de  la  dioite  x  cosa. -h y  s'ina  =  f(a.)  soit  une  courbe 
donnée  C,  on  est  conduit  à  une  équation  différentielle  dont  l'intégrale 
générale  est  formée  par  les  droites  qui  passent  par  un  point  fixe  de  C. 
La  véritable  solution  est  fournie  par  l'intégrale  singulière. 


CHAPITRE  XXII. 

ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE. 


Dans  ce  Chapitre,  consacré  à  la  théorie  des  équations  aux  dé- 
rivées partielles  du  premier  ordre,  on  a  surtout  en  vue  de  ramener 
l'intégration  d'une  équation  de  cette  forme  à  l'intégration  d'un 
système  d'équations  dilTérentielles  ordinaires.  Quoique  cette 
réduction  ne  puisse  être,  dans  bien  des  cas,  d'aucune  utilité  pra- 
tique, elle  n'en  offre  pas  moins  un  grand  intérêt  théorique,  car 
elle  permet  de  se  rendre  compte  du  degré  de  difficulté  du  pro- 
blème. Bien  que  tous  les  raisonnements  n'exigent  pas  que  les  inté- 
grales considérées  soient  analytiques,  c'est  à  celles-là  que  nous 
nous  limiterons,  à  moins  de  mention  expresse. 

I.  —  ÉQUATIONS  LINÉAIRES  DU  PREMIER  ORDRE. 

437.  Méthode  générale.  —  Nous  avons  déjà  vu  que  l'intégration 
de  l'équation  homogène 

'  dxx  ùx-i  oxn 

OÙ  X,,  Xo, . . . ,  Xrt  sont  des  fonctions  de  Xi,  X2-, .  •  • ,  Xn-,  et  l'in- 
tégration du  système  d'équations  différentielles 

dxi  _  dxi  _       _  dxn 
Xi  Xj  X/j 

sont  deux  problèmes  équivalents  (n"  393).  Si /i,  /a?  •  •  •  > /«-( 
sont  {n — I  )  intégrales  premières  distinctes  du  système  (2),  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation  (  1  )  est  une  fonction  arbitraire 

de  ces  (n — 1)  intégrales. 
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On  peut  obtenir  comme  il  suit  l'intégrale  satisfaisant  à  la  con- 
dition de  Cauchy.  Supposons  les  coefficients  X,  holomorphesdans 
le  domaine  d'un  système  particulier  de  valeurs  xi,  x?,, . . .,  .r",  le 
premier  coefficient  (X,)o  n'étant  pas  nul.  L'équation  (i)  étant 

résolue  par  rapport  à-p-,  on  peut  lui  appliquer  Je  théorème  géné- 
ral (n^SST);  il  existe  donc  une  intégrale  holomorphe  dans  le 
domaine  considéré,  se  réduisant,  pour  Xt  =  x^,  à  une  fonction 
holomorphe  donnée  (f{x.2,  x.^,  ...,  x„)  des  (n —  i)  variables 
Xi,  . . . ,  Xfi.  Pour  obtenir  cette  intégrale,  écrivons  le  système  (2) 
sous  la  forme 

dxj  _  Xj  dxn  _  X„  ^ 

dxi        Xi  '  dxi        Xj ' 

Jes  seconds  membres  étant  holomorphes  dans  le  voisinage  du 
système  de  valeurs  x^,  Jc",  ...,  .r",  il  existe  un  système  d'inté- 
grales holomorphes  se  réduisant  pour  c,  =  ^"  à  des  valeurs 
données  Gg,  C3,  .  .  . ,  C,,  pourvu  que  les  modules  |  G/  —  .r"|  soient 
inférieurs  à  une  certaine  limite,  et  ces  intégrales  sont  des  fonc- 
tions holomorphes  de  ^4  et  des  paramètres  Go,  G 3,  ...,  G/, 
(n°  388),  qui  sont  représentées  par  des  développements  de  la 
forme 

(4)  a7/=G/+(a;i  — a;»)P/(a;i,G2,  G3,  ...,C„)         (  t  =  2,  3,  . . ., /i)- 

En  résolvant  ces  [n  —  i  )  équations  par  rapport  aux  G/,  on  obtient 
un  système  de  (/i — ^  i)  intégrales  premières  des  équations  (2),  re- 
présentées par  des  développements 

(5)  Ci=  Xi-\-{xy  — x\)(li{xuXi,  . .  .,Xn)        (t  =  2,3, n), 

les  Qj  étant  des  fonctions  holomorphes.  Il  est  clair  que  la  fonc- 
tion ç)(G2,  G3,  ...,  Ci,,)  de  ces  (/? —  i)  intégrales  premières  est 
holomorphe  dans  le  domaine  du  point  {x^,  . . . ,  x"),  et  se  réduit 
à  «f  (^2,  -^s,  •  •  •  ,  x„)  pour  x^  =  x^. 

Considérons  maintenant  une  équation  linéaire  quelconque 

où  P,,  P2,  ...,  P«,  R  peuvent  dépendre  à  la  fois  des  variables 
indépendantes^,,  Xi^,  ...,  x„,  et  de  la  fonction  inconnue  ::.   On 
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ramène  cette  équation  à  la  forme  (  i  )  au  moyen  d'un  artifice  très 
souvent  employé  dans  l'étude  des  équations  aux  dérivées  partielles. 
Au  lieu  de  chercher  à  obtenir  directement  la  fonction  inconnue  5, 
on  cherche  à  la  définir  par  une  équation  non  résolue 

(7)  V(3,a7,,a7î,  ...,x„)  =  o, 

la  fonction  V  des  (n  -\-  })  variables  z,  Xi ,  Xo,  • . . ,  x,i  étant  main- 
tenant la  fonction  inconnue.  De  cette  relation  on  déduit  en  diiré7 
rentiant 

dV        dV   dz   _  d\_       dV    dz   _ 

dxi        dz  dx\         '  *  "  '  '  dxn        àz  dxn         ' 

et,  en  remplaçant -7 — ,  . . .,  -5 —  par  les  valeurs  tirées  des  relations 
précédentes  dans  l'équation  (6),  elle  devient 

La  nouvelle  équation  est  de  la  forme  (  i  ),  et  son  intégration  est 
équivalente  à  celle  du  système 

.  dx\        dx^  dxn        dz  _ 

nous  pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivante  :  Si  Ut, 
U21  ...,  u„  sont  n  intégrales  premières  distinctes  du  sys- 
tème (9),  toute  fonction  z  des  n  variables  a:,,  x^,  . . . .,  x„, 
définie  par  une  relation  de  la  forme 

(10)  *("l,  "I,  ...,  w«)  =  o, 

où,  $  désigne  une  fonction  arbitraire  de  «,,  Mo?  ■  •  i  w«,  est  une 
intégrale  de  V équation  {^). 

On  ne  peut  en  conclure  que  l'on  obtient  ainsi  toutes  les  inté- 
grales de  l'équation  (6).  En  effet,  pour  que  la  fonction  implicite 
définie  par  la  relation  (^)  soit  une  intégrale,  il  n'est  pas  nécessaire 
que  l'on  ail  identiquement  F(V)  =  o;  il  suffit  que  la  condition 
F(V)  =  o  soit  une  conséquence  de  l'équation  V=  o.  Si,  par 
exemple,  on  prend  pour  V  une  intégrale  d'une  équation  de  la 
forme  F(V)  =  KV,  K  désignant  un  facteur  constant  différent  de 
zéro,  la  relation  V  =  o  définit  bien  une  intégrale  de  l'équation  (6). 
Il  y  a  donc  lieu  d'examiner  si  la  relation  (  10)  peut  donner  toutes 
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les  intégrales  de  l'équation  proposée.  Pour  établir  qu'il  en  est  bien 
ainsi,  sauf  dans  des  cas  exceptionnels  qui  seront  précisés,  imagi- 
nons que,  dans  les  n  fonctions  M),  u-y^  . . . ,  «„,  on  remplace  z  par 
une  intégrale  de  l'équation  (6);  les  résultats  obtenus  sont  des 
fonctions  Uj ,  U2,  • . . ,  U«  des  n  variables  .r, ,  x^-,  •  •  • ,  Xn-  Si  nous 
démontrons  que  le  jacobien  de  ces  n  fonctions  est  identiquement 
nul,  il  sera  prouvé  par  là  même  que  l'on  a  une  relation 

4.(Ui,  ...,u„)  =  o, 

et  par  suite  que  l'intégrale  considérée  satisfait  à  une  relation  de  la 
forme  (  Jo),  où  la  fonction  arbitraire  O  aurait  été  remplacée  par  ^. 
Calculons  ce  jacobien  : 


A  = 


dui             àui 

oxi              oz 

dui             àui 
dx,  -^P'  dz       ' 

dui              du\ 
••  dx„~^P"  dz 

) 

Pi-- 

dz 

du,,             du,, 
dxi     '  ^'  dz 

dun              du,, 

••  ox,.^P'^   dz 

dxi 

Le  développement  de  ce  déterminant  donne,  en  tenant  compte  des 
déterminants  partiels  qui  ont  deux  colonnes  identiques, 


(n)     A  = 


D(Mi,  M; U,,^ 

D(a7j,  3-2,    .  .  .,  X,i) 


■2^'D 


D(«i,   W2,    ■  •  -,  «») 


(a?!,    .  .  .  ,  a7/_i,  -S,  37/4-1,    .  .  .  ^  X ,1) 


Mais,  M,,  Mo?  •  •  •;  M»  étant  n  intégrales  premières  du  système  (9), 
on  a 


dUi  dUi 

Y\  -^ 1-  I  2 


dui  dui 

P„- (-  R-—  =  0 

dxn  dz 


{i  =  \,i,   ...,n), 


dxi    '    '  '  dx-i 

et  l'on  en  tire,  d'après  la  théorie  des  équations  linéaires  et  homo- 
gènes, 

R  -Vi 


(11) 


D(  Ml,  «5,  .  .  . ,  u„) 

D{Xi,x,,  ..  .,x„} 


DfMi,  «2.   .  .  .,  Un  ) 


-M, 


0(3-1,    .  .  .,  Xi-i,  z,  3-,+i, 

(t  =  1,  2,  ...,  n), 


-,  ^n) 


M  étant  une  fonction  de  Xi,  x^,  . .  • ,  x,i,  z,  que  l'on  peut  toujours 
calculer  quand  on  connaît  les  intégrales  premières  «,,  U2,  . . .,  ««. 
En  portant  les  valeurs  des  déterminants  déduites  des  équations  (12) 
dans  la  relation  (11),  il  vient 

(12  bis)  MA  =  R  — Pi/7i—  P2/?2  — ••  •—  P/,/?rt- 
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Si  z  est  une  intégrale  de  l'équation  (6),  le  second  membre  est 
nul,  et  par  suite  cette  intégrale  satisfait  à  l'une  des  deux  condi- 
tions A  =:  o,  ou  M  =  o.  Dans  le  premier  cas,  comme  nous  venons 
de  le  démontrer,  cette  intégrale  est  définie  par  une  relation  de  la 
forme  (lo).  Quanta  la  relation  M  =  o,  elle  ne  peut  définir  qu'une 
ou  plusieurs  fonctions  implicites  parfaitement  déterminées.  On 
voit  donc  qu'en  dehors  de  certaines  intégrales  exceptionnelles, 
ne  dépendant  d'aucune  constante  arbitraire,  toutes  les  intégrales 
de  l'équation  (6)  satisfont  à  une  relation  de  la  forme  (  lo).  Nous 
dirons  désormais  que  la  relation  (lo)  représente  Y  intégrale  géné- 
rale de  l'équation  (6). 

Pour  voir  si  une  intégrale  peut  satisfaire  à  la  relation  M  =o,  considérons 
un  point  quelconque  de  cette  intégrale  {x'\^x\^.. .,  x%,  z^)  et  supposons 
que  tous  les  coefficients  P|,  Pj,  ,..,  P„,  R  sont  holomorphes  dans  le  voi- 
sinage de  ce  système  de  valeurs  sans  être  nuls  à  la  fois  pour  a?,- =  a;?, 
z  =  Zç).  Admettons  par  exemple  que  Pi  n'e«t  pas  nul  pour  ce  système  de 

valeurs.   On    peut   alors   résoudre  l'équation  (8)  par  rapport  à  ?  et,  en 

appliquant  les  théorèmes  de  Cauchy  (n"  387),  on  voit  que  l'on  peut  prendre 
pour  «1,  Mj,...,  Un  des  fonctions  holomorphes  dans  le  domaine  de  ce 
système  de  valeurs.  Or  l'une  des  équations  (12)  peut  s'écrire 

_  P   —  M  D("i»  "î>  •••^  "/») . 
'^'-^''   Vy{z.T,....,Xn)' 

le  déterminant  qui  est  au  second  membre  étant  holomorphe,  et  Pi  n'étant 
pas  nul  pour  a:,- =  ar",-,  5  = -Zo»  •'  s'ensuit  que  ce  système  de  valeurs  ne  peut 
annuler  M.  Gomme  le  point  {x^,.  .  .,x%^Z(,)  est  un  point  quelconque  de 
l'intégrale  considérée,  on  voit  qu'il  ne  peut  exister  d'intégrale  satisfaisant 
à  la  relation  M  =  o  que  dans  les  deux,  cas  suivants  : 

1°  Il  existe  une  fonction  \ {Xi,  x^,  . .  .,Xn,  z)  telle  que  tout  système  de 
valeurs  des  variables  a?,-,  2,  annulant  la  fonction  V,  annule  aussi  P],  Pj,. . ., 
P„  et  R.  Tous  ces  coefficients  sont  alors  divisibles  par  un  même  facteur, 
et  il  est  clair  qu'en  égalant  ce  facteur  à  zéro,  l'on  obtient  une  intégrale. 
Ce  cas  banal  n'offre  pas  d'intérêt. 

2"  Le  raisonnement  serait  encore  en  défaut  si  l'intégrale  définie  par  la 
relation  V  =  o  était  telle  que,  dans  le  voisinage  de  tout  système  de  valeurs 
satisfaisant  à  cette  relation,  quelques-uns  des  coefficients  P,,  R  cessent 
d'être  holomorphes.  Ce  cas  peut  en  effet  se  présenter,  comme  on  l'établira 
un  peu  plus  loin. 

438.  Interprétation  géométrique.  —  La  méthode  générale  qui 
précède  est  susceptible   d'une  interprétation  géométrique  simple 
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dans  le  cas  de  l'équation  à  trois  variables,  que   nous  écrirons  avec 
les  notations  habituelles, 

(i3)  Pp-^Qg==R,         p==g,  ^  =  |, 

P,  Q,  R  étant  des  fonctions  des  trois  variables  x,y,  z.  Soit  S  une 
sur/ace  intégrale  quelconque;  l'équation  du  plan  tangent  à  cette 

surface"  étant 

Z-z=p{\-x)  +  q{\-y), 

la  relation  (  i3)  exprime  que  ce  plan  tangent  passe  par  la  droite  D 
représentée  par  les  équations 

X— ^       Y— V       Z— s 

(•4)  -T^-         •^- 


P  Q  K 

de  sorte  que  le  problème  de  l'intégration  de  cette  équation  (i3) 
peut  être  posé  de  la  façon  suivante,  si  l'on  emploie  le  langage 
géométrique  : 

A  chaque  point  M  de  V espace,  de  coordonnées  {x^y,  s),  on 
fait  correspondre  une  droite  D  issue  de  ce  point,  représentée 
par  les  équations  (i4)-  Déterminer  une  surface  S  telle  que  le 
plan  tangent  à  cette  surface  S  en  chacun  de  ses  points  passe 
par  la  droite  D  relative  à  ce  point. 

Si  l'on  connaît  toutes  les  surfaces  jouissant  de  cetle  propriété, 
on  a  par  là  même  l'intégrale  générale  de  l'équalion  linéaire.  Les 
trois  fonctions  P,  Q,  R  déterminent  la  loi  suivant  laquelle  la 
droite  D  se  déplace  quand  on  fait  varier  le  point  M;  ces  trois  fonc- 
tions sont  le  plus  souvent  des  fonctions  analytiques  àe  x,  y^  2, 
mais  il  suffit  pour  le  raisonnement  qu'elles  vérifient  les  conditions 
énoncées  dans  l'étude  des  équations  différentielles  (n"^389etsuiv.). 

L'énoncé  précédent  nous  conduit  à  chercher  les  courbes  F  qui, 
en  chacun  de  leurs  points,  sont  tangentes  à  la  droite  D  corres- 
pondante; nous  les  appellerons  courbes  caractéristiques.  Nous 
allons  montrer  d'abord  que  toute  surface  intégrale  est  engen- 
drée par  des  courbes  caractéristiques.  Considérons  en  effet  une 
telle  surface  S  ;  en  chaque  point  M  de  cette  surface,  la  droite  D 
correspondante  est  située  dans  le  plan  tangent.  Nous  pouvons  donc 
nous  proposer  de  déterminer  les  courbes  de  cette  surface  qui,  en 
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chacun  de  leurs  points,  sont  tangentes  à  la  droite  D  correspon- 
dante. Ces  courbes  s'obtiendront  par  l'intégration  d'une  équation 
différentielle  du  premier  ordre  (n"  379);  par  chaque  point  de  S  il 
passe  donc  en  général  une  courbe  et  une  seule,  située  tout  entière 
sur  cette  surface,  et  jouissant  de  la  propriété  énoncée.  Il  est  clair 
que  ces  courbes  sont  des  caractéristiques,  ce  qui  démonti'e  la  pro- 
position. La  réciproque  est  à  peu  près  évidente  :  si  une  surface 
est  un  lieu  de  caractéristiques,  le  plan  tangent  en  un  point  quel- 
conque de  cette  surface  contient  la  tangente  à  la  caractéristique 
située  sur  la  surface  qui  passe  par  ce  point,  c'est-à-dire  la  droite  D. 
Le  problème  proposé  est  donc  ramené  à  la  détermination  des 
courbes  caractéristiques. 

Les  équations  différentielles  de  ces  courbes  sont,  d'après  leur 
définition  même, 

^  ^  P    ~    Q    -    H  ' 

par  chaque  point  de  l'espace  il  passe  donc  en  général  une  caracté- 
ristique et  une  seule,  tangente  à  la  droite  D  correspondante. 
Supposons  que  l'on  ait  intégré  ces  équations  (i5)  et  soient  u  et  r 
deux  intégrales  premières  distinctes  de  ce  système;  l'intégrale 
générale  est  représentée  par  les  formules 

(i6)  u(x,y,z)  =  a,         v{x,y,z)  =  b, 

a  et  b  étant  deux  constantes  arbitraires.  Les  caractéristiques,  qui 
dépendent  de  deux  paramètres,  forment  donc  une  congruence. 
Pour  obtenir  une  surface  engendrée  par  les  courbes  de  cette  con- 
gruence, on  doit  établir  entre  les  deux  paramètres  a  et  b  une  re- 
lation de  forme  arbitraire,  soit  <p(a,  b)  =  o,  et  la  surface  intégrale 
correspondante  a  pour  équation  'f  («,  v)  =  o.  C'est  bien  le  ré- 
sultat que  fournit  la  méthode  générale  du  paragraphe  précédent, 
car  u  et  v  sont  ici  deux  intégrales  distinctes  de  l'équation 

^du        _  d«  du 

dx  dy  oz 

Exemples.  —  i"  Soit  l'équation  px  -i-  qy  =^  mz.  Les  équations  dill'é— 
rentiellcs  des  caractéristiques 

dx  _  dy  dz 

X  y         niz 
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y  z 

admettent  les  deux  intégrales  premières —  =  «,  — =6,     et     l'équation 

générale  des  surfaces  intégrales  est  z  =  x'"^/  (—  )•  Si  m  =  i,  les  caracté- 
ristiques sont  des  droites  passant  par  l'origine,  et  les  surfaces  intégrales 
sont  des  cônes  ayant  leur  sommet  à  l'origine.  Si  m  =  o,  les  caractéris- 
tiques sont  des  droites  parallèles  au  plan  des  xy  et  rencontrant  l'axe  Oz; 
les  surfaces  intégrales  sont  des  surfaces  conoïdes. 

2"  Soil   l'équation  py  —  qx  -h  a  =  o.  Les  équations  différentielles   des 

caractéristiques 

dx         dy  dz 

y    ~  —X  ~  —a 

admettent  les  deux  combinaisons  intégrables 

,  ,  ,  xdy  —  ydx 

xdx  -+-  ydy  =  0,         dz  —  a  — •=-- —  =  o, 

•^    -^  x'^  -\-y^ 

et  les  caractéristiques  sont  représentées  par  les  formules 

y 

x--i-y^=:Gi,  Z  —  a  arc  tang—  =  C2. 

Ce  sont  des  hélices  de  pas  ?.Tza  situées  sur  des  cylindres  de  révolution 
ayant  Oz  pour  axe,  et  l'intégrale  générale  se  compose  de  surfaces  héli- 
coïdes  (les  axes  de  coordonnées  étant  supposi^s  rectangulaires).  Dans  le 
cas  particulier  où  a  =:  o,  les  caractéristiques  sont  des  cercles  ayant  leur 
centre  sur  O^,  et  dont  le  plan  est  parallèle  au  plan  des  xy.  Les  surfaces 
intégrales  sont  des  surfaces  de  révolution  autour  de  Oz. 

3°  Trajectoires  orthogonales.  —  Soit 

(17)  Fix,y,z)  =  C 

l'équation  d'une  famille  de  surfaces  S,  dépendant  d'un  paramètre  arbi- 
traire G,  de  telle  façon  que  par  tout  point  de  l'espace  (ou  tout  au  moins 
d'une  portion  de  l'espace)  il  passe  une  de  ces  surfaces  et  une  seule.  Pro- 
posons-nous de  trouver  une  autre  surface  S,  représentée  par  l'équation 

z  =  (f(x,  y), 

qui  coupe  orthogonalement  en  chacun  de  ses  points  la  surface  S  passant 

par  ce  point.  Les  paramètres  directeurs  des  normales   aux   deux   surfaces 

dF    (JF    ()F  ^  c     .  j-  • 

étant  respectivement  -r—  ,  -r-  >  -7-  pour  S  et  p,  o,  —  i  pour  b,  la  condition 
^  dx    Oy     dz^  /" '  ^ '  r 

d'orthogonalité  conduit  à  l'équation  linéaire 
dx        ^  dy        dz 
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Les  courbes  caractéristiques,  dont  les  équations  différentielles  sont 
dx  dy  dz 

dx  Oy  dz 

sont  des  courbes  qui,  en  chacun  de  leurs  points,  admettent  pour  tangente 
la  normale  à  la  surface  S  passant  par  ce  point. 

Supposons  par  exemple  que  l'on  ait  Y{x,y^z)-=  zf{x,y),  la  fonction 
f{x,y)  étant  homogène  et  de  degré  m.  Les  équations  différentielles  des 
caractéristiques  sont  ici 

dx        dy       z  dz 

en  tenant  compte  de  la  relation  d'Euler,  on  a  la  combinaison  intégrable 
X  dx  -+-  y  dy  —  m  z  dz  =  o, 

d'oîi  l'on  tire  l'intégrale  première  x^  -i-y^  —  rnz*  =  a.  D'autre  part,  ~ 

est  une  fonction  homogène  et  de  degré  zéro  des  variables  x,  y;  on  aura 
donc  une  nouvelle  intégrale  première  par  une  quadrature  (n°  ^63). 

4"  Il  est  quelquefois  possible  de  déterminer  les  courbes  caractéristiques 
sans  aucun  calcul,  d'après  leur  définition  géométrique.  Soit,  par  exemple, 
à  déterminer  les  surfaces  S  telles  que  le  plan  tangent  en  un  point  quel- 
conque M  de  l'une  de  ces  surfaces  rencontre  une  droite  fixe  A  en  un 
point  T  également  distant  du  point  M  et  d'un  point  fixe  O  de  la  droite  A. 
Soit  M  un  point  de  l'espace;  il  existe  sur  la  droite  A  un  point  T,  et  un 
seul,  tel  que  TO  =  TM,  et  ce  point  est  à  l'intersection  de  A  avec  le  plan 
mené  perpendiculairement  au  segment  OM  en  son  milieu.  Soit  D  la  droite 
passant  par  les  deux  points  M  et  T;  le  plan  tangent  à  toute  surface  répon- 
dant à  l'énoncé  passant  au  point  M  contient  donc  cette  droite  D,  et  par 
suite  ces  surfaces  s'obtiennent  par  l'intégration  d'une  équation  linéaire. 
Les  tangentes  aux  courbes  caractéristiques  rencontrant  toutes  la  droite  A, 
ces  courbes  sont  donc  des  courbes  planes,  situées  dans  des  plans  passant 
par  A.  Les  caractéristiques  situées  dans  un  de  ces  plans  sont  les  courbes 
intégrales  d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre,  et  l'on  voit  aisé- 
ment, d'après  la  propriété  qui  les  définit,  que  ce  sont  des  cercles  tangents 
en  O  à  la  droite  A.  Les  surfaces  cherchées  sont  donc  engendrées  par  des 
cercles  tangents  en  O  à  la  droite  A. 

On  peut  disposer  de  la  fonction  arbitraire  ^(m,  v)  de  façon  que 
la  surface  intégrale  passe  par  une  courbe  donnée  F;  on  obtiendra 
cette  surface  en  prenant  le  lieu  des  caractéristiques  passant  par  les 
différents  points  de  cette  courbe.  Si  Y  est  représentée  par  le  sys- 
tème de  deux  équations 

(20)  ^{x,y,z)  =  o,  <ï>i(a7,  ^,  s)  =  0, 
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tout  revient  à  rechercher  la  relation  qu'il  faut  établir  entre  les 
deux  paramètres  a  et  6  pour  qu'une  caractéristique  rencontre  la 
courbe  F.  11  est  clair  qu'on  obtiendra  cette  relation  en  éliminant  a:, 
y,  centre  les  deux  équations  (20)  et  les  équations  u  ^  a,  v  =  b 
de  la  caractéristique.  Le  problème  n'admet  qu'une  solution,  à  moins 
que  la  courbe  F  ne  soit  elle-même  une  caractéristique.  Dans  ce 
cas  singulier,  il  suffît,  pour  avoir  une  surface  intégrale  passant 
par  F,  de  considérer  la  surface  engendrée  par  une  famille  de 
caractéristiques,  dépendant  d'un  paramètre  arbitraire,  et  dont  fait 
partie  la  courbe  F. 

439.  Congruences  caractéristiques.  —  A^  toute  équation  linéaire 
de  la  forme  (i3)  correspond  une  congruence  caractéristique 
formée  par  les  courbes  caractéristiques  de  cette  équation.  Inver- 
sement toute  congruence  de  courbes,  c'est-à-dire  toute  famille  de 
courbes  dépendant  de  deux  paramètres  arbitraires  a  et  b,  est  la 
congruence  caractéristique  d'une  équation  de  la  forme  (i3)('). 
Supposons  en  effet  les  équations  qui  définissent  cette  congruence 
résolues  par  rapport  aux  deux  paramètres  a  et  b, 

u(x,  y.  3}  —  a,         v(x,  y,  z)  =^  b: 

toute  surface  S,  engendrée  par  les  courbes  de  cette  congruence 
associées  suivant  une  loi  arbitraire,  est  représentée  par  une  équa- 
tion telle  que  u  =  tz(^u)^  et  l'on  en  déduit,  en  prenant  les  dérivées 
partielles  par  rapport  k  x  ely, 


dv         dv 
dx        dz 


, ,    ^  1  du        du     \  àv         dv  ,      .  / du        du     \ 


L'élimination  de  t^'  (u)  conduit  à  une  équation  linéaire 

D(«,  y)  D(«,  P)  D(^,  O  ^ 

D{z,y)^'^  D(x,z)^        D(^,j) 

dont  la  congruence  donnée  est  évidemment  la  congruence  carac- 
téristique. 

Considérons  maintenant  le  cas  général  d'une  congruence  définie 


(')  Nous  supposons  en  outre  que  par  un  point  quelconque  de  l'espace  (ou 
d'une  portion  de  l'espace)  il  passe  une  de  ces  courbes,  ce  qui  n'aurait  pas  lieu  si 
elles  étaient  situées  sur  une  même  surface. 
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par  deux  équations  de  forme  quelconque 

(21)  U(a7,  jK, -,«,*)  =  o,  y{x,y,z,a,b)  =  o. 

Si  l'on  établit  entre  les  deux  paramètres  a  el  b  une  relation  de 
forme  arbitraire  f{a,  6)  =  o,  on  aura  l'équation  d'une  surface  S 
engendrée  par  les  courbes  F  de  la  congruence  en  éliminant  a  el  b 
entre  les  équations  (21)  et  la  relation  .p  =  o.  Toutes  ces  surfaces 
satisfont  encore,  quelle  que  soit  la  fonction  cp,  à  une  même  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Pour  obtenir  cette 
équation,  on  peut  procéder  comme  il  suit.  Les  trois  équations 

(22)  U  =  o,         V  =  o,         ç(a,  6)  =  o 

définissent  trois  fonctions  implicites  z,  a,  b,  des  variables  indé- 
pendantes x  ely,  et,  la  dernière  ne  renfermant  que  a  et  6,  on  a 
par  conséquent 

D(a,  b)       ^ 


(23) 


D(x,y) 


D'autre  part,  si  l'on  diflerentie  les  deux  premières  équations  (22) 
par  rapport  h  x  el  ày,  on  peut  déduire  des  relations  obtenues  les 

,     da    db    da    db  ,  , 

expressions  de  y-»  -5— >  t->  -r-  au  moven  de  a?,  y^  s,  /?,  q^  a,  b,  et, 

en  remplaçant  ces  dérivées  par  leurs  valeurs  dans   le   détermi- 
nant (28),  on  arrive  à  une  nouvelle  relation 

*(a^,  JK, -s, />,  5',  «,  b)  =  o. 

11  n'y  aura  plus  qu'à  éliminer  a  el  b  entre  cette  relation  et  les 
deux  relations  (21)  pour  parvenir  à  une  équation  ne  renfermant 
quex.y,  z,p,q, 

(24)  F(x,y,z,p,q)  =  o, 

et  qui  s'applique  à  toutes  les  surfaces  engendrées  par  les  courbes 
de  la  congruence.  Il  serait  aisé  de  vérifier,  d'après  la  façon  même 
dont  cette  équation  a  été  obtenue,  qu'elle  se  décompose  en  un 
système  d'équations  linéaires  en  p  el  q;  mais  cela  résulte  aussi 
de  sa  signification.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  par  un 
point  M  de  l'espace  il  passe  m  courbes  de  la  congruence,  et  soient 
D, ,  D2,  ....  Dfn  les  m  tangentes  à  ces  courbes  au  point  M.  Toute 
surface  engendrée  par  les  courbes  de  la  congruence  et  passant  au 
G.,  II.  36 
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point  M  doit  contenir  une  des  m  courbes  de  cette  congruence  qui 
passent  au  point  M,  et  par  conséquent  le  plan  tangent  au  point  M 
doit  passer  par  une  des  droites  D,,  Do,  .  .  .,  D/„.  Soient  P,,  Q/,  R/ 
les  paramètres  directeurs  de  la  droite  D,.  Toute  surface  engendrée 
par  les  courbes  de  la  congruence  doit  donc  satisfaire  à  l'une  des 
m  équations 

(25)  K,  =  P,7> -4- Q/^r  —  R,  =  o  (j  =  I,  2,  .  ..,  m), 

et  le  premier  membre  de  l'équation  (24)  est  identique  à  un  facteur 
près,  indépendant  de  p  et  de  q^  au  produit  des  m  facteurs 
linéaires  E|,  Eo,  .  ,  .,  E,„.  Remarquons  d'ailleurs  qu'il  sera  impos- 
sible en  général  de  séparer  analjtiquement  ces  m  facteurs. 

Certains  problèmes  de  géométrie  peuvent  également  conduire  à 
des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  qui  se  dé- 
composent en  un  produit  de  facteurs  linéaires.  Reprenons,  par 
exemple,  le  problème  des  trajectoires  orthogonales,  en  considé- 
rant une  famille  de  surfaces,  dont  l'équation  F(.r,  y,  j.  G)  =  o 
renferme  le  paramètre  arbitraire  C  au  degré  m.  Pour  obtenir 
l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  qui  les  coupent 
orthogonalement,  il  faut  encore  éliminer  C  entre  la  relation  F  =  o 

et  la  condition 

d¥  d¥       ÔV 

Par  un  point  M  de  l'espace  il  passe,  par  hypothèse,  m  surfaces 
de  la  famille  considérée;  soient  D,,  Do,  .  ..,  D^  les  normales  à 
ces  m  surfaces.  Le  plan  tangent  à  une  surface  orthogonale  passant 
en  M  doit  renfermer  une  de  ces  droites;  l'équation  aux  dérivées 
partielles  se  décompose  donc  en  un  système  de  m  équations 
linéaires  en/?  et  q. 

Inversement  toute  équation  de  cette  espèce  fait  correspondre 
à  chaque  point  de  l'espace  m  droites  D,,  D2,  ...,  D„j,  et  elle 
exprime  que  le  plan  tangent  à  une  surface  intégrale  renferme  une 
de  ces  droites.  Si  nous  appelons  caractéristique  toute  courbe 
telle  qu'en  chacun  de  ses  points  elle  soit  tangente  à  l'une  des 
/w  droites  correspondantes,  les  raisonnements  qui  ont  été  employés 
plus  haut  montrent  encore  que  toute  surface  intégrale  est  un  lieu 
de  caractéristiques.  Pour  obtenir  les  équations  différentielles  de 
ces  courbes,  il  n'est  pas  nécessaire  d'effectuer  la  décomposition 
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du  premier  membre  de  l'équation  en.  facteurs  linéaires.  En  eflet, 
en  exprimant  que  ce  premier  membre  est  divisible  par  le  facteur 
Pp  -4-  Q<7  —  R,  on  arrive  à  des  équations  de  condition  homogènes 
en  P,  Q,  R,  qui,  pour  chaque  point  (jp,  y,  z),  fournissent  m  sys- 
tèmes de  valeurs  pour  les  rapports  mutuels  de  ces  coefficients.  En 
remplaçant  dans  ces  conditions  P,  Q,  R  par  les  quantités  propor- 
tionnelles dx,  dy^  dz,  on  obtient  les  équations  différentielles  des 
caractéristiques,  et  l'intégration  de  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles est  encore  ramenée  à  l'intégration  d'un  système  d'équations 
différentielles  ordinaires. 

La  théorie  précédente  explique  très  simplement  comment  une  équation 
linéaire  (i3)  peut  avoir  des  intégrales  qui  ne  sont  pas  comprises  dans  l'in- 
tégrale générale.  Considérons  une  équation  aux  dérivées  partielles 

(î6)  ¥{x,y,z,p,q)  =  o 

dont  le  premier  membre  est  le  produit  d'un  certain  nombre  de  facteurs 
linéaires  en  p  et  q,  non  analytiquement  distincts,  et  soient 

^  /  dy     dz  \  ,„ /  dy     dz\ 

(.7)  ^^^'-^-'-'^'^j^^'  '^(^'•^^'^'^'^j^*^ 

les  équations  différentielles  des  caractéristiques  de  ce  système. 

Les  courbes,  qui  représentent  l'intégrale  générale  de  ce  système,  forment 
une  congruence,  qui  est  la  congruence  caractéristique  de  l'équation  (26), 
et  l'intégrale  générale  se  compose  des  surfaces  engendrées  par  les  courbes 
de  cette  congruence  associées  suivant  une  loi  arbitraire. 

Mais  il  peut  se  faire  que  les  équations  (27)  admettent  des  intégrales  sin- 
gulières; c'est  ce  qui  aura  lieu  si  la  congruence  caractéristique  admet  une 
surface  focale  (S). 

Par  chaque  point  de  cette  surface  il  passe  alors  une  courbe  de  la  con- 
gruence caractéristique  tangente  à  cette  surface;  le  plan  tangent  à  (II) 
contient  donc  une  des  droites  D/  relative  au  point  de  contact,  et  par  suite 
(2)  est  une  surface  intégrale  de  l'équation  (26).  D'ailleurs,  elle  ne  fait  pas 
partie,  au  moins  en  général,  des  surfaces  qui  forment  l'intégrale  générale: 
c'est  une  intégrale  singulière. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

(28)  p{x'^ —  z*)  +  q\xy  ±  i  s/x''--^ y^ —  z'^)  =  o, 

qui  équivaut  en  réalité  à  deux  équations  linéaires.  On  peut  écrire  les  équa- 
tions différentielles  des  caractéristiques 
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L'intégration  est  immédiate,  et  la  congruence  caractéristique  est  formée 
par  les  lignes  droites 


z  =  C,         y  =  Cicc  ±z  \/ 1  -h  C\, 

qui  sont  parallèles  au  plan  des  xy,  et  tangentes  au  cône  x^ -i-y^  =  z^. 
L'intégrale  générale  se  compose  des  surfaces  conoïdes  engendrées  par  ces 
droites,  et  il  y  a  une  intégrale  singulière,  le  cône  lui-même. 

Le  coefficient  de  tj  dans  l'équation  (28)  n'est  pas  holomorphe  dans  le 
voisinage  d'un  point  quelconque  (xq,  yo,  ^0)  de  ce  cône;  ce  qui  confirme 
une  remarque  antérieure  (n°  437). 
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4-40.  Étude  de  l'équation  dz  =  Adx-h^dy.  —  L'existence 
des  intégrales  d'un  sjstème  complètement  intégiable  d'équations 
aux  différentielles  totales  a  été  établie  plus  haut  (n"  386).  L'inté- 
gration d'un  pareil  système  se  ramène  à  l'intégration  de  plusieurs 
systèmes  d'équations  différentielles  ordinaires,  à  une  seule 
variable  indépendante.  La  méthode,  que  nous  allons  développer 
dans  le  cas  le  plus  simple,  s'étend  d'elle-même  au  cas  général. 

Soit  l'équation 

(29)  dz  =  k{x,  y,z)dx-+-^{x,y,z)dy, 

OÙ  z  est  une  fonction  à  déterminer  des  deux  variables  indépen- 
dantes X  et  y.  Cette  équation  est  équivalente  à  deux  relations 
distinctes  : 

(30)  ~=X{x,y,z),  ^  =  B{x,y,z). 

Toute  intégrale  commune  à  ces  deux  équations  satisfait  donc  aussi 
aux  deux  nouvelles  équations 

d^z         dk        dk  „  d'-z         dB        dB  . 


dx  dy        dy         dz  dy  dx        dx        dz 

et  par  suite  à  la  relation 

dk       dk  ^       d-B       dB  ^ 

Oy        dz  dx         dz 

Si  cette  relation  ne  se  réduit  pas  à  une  identité,  les  intégrales  de 
l'équation  proposée   (29)  ne  peuvent   être  prises  que  parmi  les 
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fondions  implicites  définies  par  l'équation  (3i);  on  peut  donc 
toujours  reconnaître,  par  des  calculs  d'élimination,  si  les  équa- 
tions (3o)  ont  une  intégrale  commune.  Mais,  pour  que  ces 
équations  admettent  une  infinité  d'intégrales  dépendant  d'une 
constante  arbitraire,  il  est  nécessaire  que  la  relation  (3 1)  soit 
vérifiée  identiquement.  S'il  en  est  ainsi,  l'équation  (29)  est  dite 
complètement  intégrât  le. 

Pour  obtenir  toutes  les  intégrales,  faisons  d'abord  abstraction 
de  la  seconde  des  équations  (3o),  et  considérons  seulement  la 
première.  Elle  constitue,  si  l'on  y  regarde  la  variable  y  comme 
un  paramètre,  une  équation  difierentielle  du  premier  ordre  entre 
la  variable  indépendante  x  et  la  fonction  inconnue  z  ;  elle  admet 
donc  une  infinité  d'intégrales  2  = '^(a:,  j^.  G)  dépendant  d'une 
constante  arbitraire  G,  que  l'on  peut  remplacer  par  une  fonction 

quelconque  u[y)  de  la  variable  y,  car  l'expression  de  —  reste   la 

même  quand  on  remplace  G  par  une  fonction  dey.  Tout  revient 
donc  à  déterminer  cette  fonction  u{y)  de  telle  façon  que  la  dérivée 
de  la  fonction  z  =  o[x,  y,  u(y)^  par  rapport  à  y  soit  égale  à 
B(x,  y,  ^),  ce  qui  conduit  à  l'équation 

dtD        dm   du 

que  l'on  peut  encore  écrire 

do 

du       B[:r,r,?(^,r>«)]-^ 

(3^>  d^  = 5 -• 

du 

Nous  allons  montrer  que  -le  second  membre  de  cette  relation  ne 
dépend  que  des  variables  y  et  m  ;  il  suffit  de  vérifier  que  la  dérivée 
par  rapport  à  x  est  nulle  identiquement,   c'est-à-dire  que  l'on  a 


d©  (dB        dB  d(p 


(33)    ±:hn:  + 


du  \dx        do   dx 


D'après  la  façon  même  dont  la  fonction  o(x,  y,  u)  a  été  obtenue, 
nous  avons  la  relation 

(34)  ^^=k{x,y,oU 
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qui  est  vérifiée,  quels  que  soient  x,y,  u  ;  on  en  déduit 


ôx  ()y 

dk        dK 
dy         d(f 

d^ 

dx  Ou 

dX  ô'f 
do  du 

d^cp         d^^ 

nar    les 

va 

En  remplaçant  —,  -r — ^,  - — ^    par   les    valeurs    précédentes,    la 
^  dx    dxdy     àudx    '^  '^  ,     ' 

relation  à  vérifier  se  réduit  à 

do  /dB       àB  ^        dX       d\  „\ 

-^(-—  4--r-A— — B      =0, 

du  \dx        dcp  dy         do      j 

et  le  second  facteur  est  identiquement  nul,  en  vertu  de  la  condi- 
tion d'intégrabilité  (3i  ).  L'équation  (Sa)  est  donc  de  la  forme 

(35)  ^  =  F(j,«); 

soit /^  =  ^{^(j',  G)  l'intégrale  générale  de  cette  équation,  G  étant 
une  (constante  indépendante  à  la  fois  de  x  et  dey.  11  suffira  de 
remplacer  u  par  <{>(y,  G)  dans  la  fonction  cd(x,  )',  m)  pour  avoir 
l'intégrale  générale  de  l'équation  complètement  intégrable  (29), 
et  nous  voyons  que  Vinlégi ation  de  cette  équation  se  ramène 
à  l'intégration  successive  de  deux  équations  différentielles 
ordinaires  (34)  e^  (35). 

Exemple.  —  Soit  l'équalion  aux  différentielles  totales 

(36)  dz  —  ^^—dx-\ dy, 

1  -\-  xy  I  -t-  xy      "^ 

qui  est  équivalente  au  système  • 

(36)'  ()g  ^  i+r-s^  (Jz  ^  x{z  —  x) 

dx         i->r  xy  '  dy  i  -+-  xy 

La  condition  d'intégrabilité  est  vérifiée,  et  la  première  des  équations  (36'), 

,.    ,  .  àz        .  .,,,,, 

qui  est  linéaire  en  s  et  —  »  admet  pour  intégrale  générale 

z  =  —  j^u{y){l^xy), 

u{y)  étant  une  fonction  arbitraire  At  y.  En  portant  cette  valeur  de  ^  dans 
la  deuxième,  il  vient  —, 1 =  o,  et  l'on  en  tire  «(v)  = h  G.  L'inté- 
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grale  générale  de  l'équalion  (36)  est  donc,  C  désignant  une  constante  arbi- 
traire, 

(37)  z  =  X  -^  C(i  +  xy). 

Le  problème  précédent  peut  aussi  être  interprété  géométrique- 
ment. Pour  faciliter  le  langage,  nous  appellerons  encore  surface 
intégrale  toute  surface  représentée  par  une  équations  =/"(  a:,  y), 
la  fonction y(j7,j^)  étant  une  intégrale  de  l'équation  (29).  Les 
deux  conditions  (3o),  ou 

p  =  k{x,y,z\         gr  =  B(ar,  j^,  2), 

expriment  que  le  plan  tangent  à  la  surface  intégrale  S  en  un 
point  (a?,  V,  :;)  de  cette  surface  coïncide  avec  le  plan  P  ayant  pour 
équation 

(38)  Z  — 2  =  A(X— a7)+ B(Y— ^), 

de  sorte  que  le  problème  de  l'intégration  de  l'équalion  (29)  est 
équivalent  au  problème  de  géométrie  suivant  : 

A  tout  point  {x,y,  -)  de  l'espace  on  fait  correspondre  le 
plan  P  passant  par  ce  points  qui  est  représenté  par  l'équa- 
tion (38).  Trouver  les  surfaces  S  dont  le  plan  tangent  en 
chaque  point  (^x,y^  z)  est  le  plan  P  correspondant  à  ce  point. 

L'énoncé  est  analogue  à  celui  du  n"  438.  Mais,  dans  le  cas  actuel, 
le  problème  a'est  pas  toujours  possible.  Lorsque  la  condition  d'in- 
tégrabilité  (3i)  est  vérifiée,  il  existe  en  général  une  intégrale  et 
une  seule  de  l'équation  (29)  prenant  une  valeur  donnée  ^0  pour 
un  système  de  valeurs  données  {xa^y^)  des  variables  x,  y.  Par 
tout  point  dans  l'espace  il  passe  donc  en  général  une  surface  inté- 
grale et  une  seule. 

Considérons  par  exemple  une  famille  de  courbes  gauches  F, 
dépendant  de  deux  paramètres  arbitraires  a  elb,  représentées  par 
un  système  de  deux  équations 

(39)  u{x,y,z)  =  a,  v{x,y,z)  =  b, 

de  telle  sorte  que  par  tout  point  de  l'espace  (ou  d'une  région  de 
l'espace)  il  passe  une  courbe  de  cette  famille  et  une  seule.  Il 
n'existe    pas  toujours  une   famille  de   surfaces  S  admettant   ces 
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courbes  F  pour  trajectoires  orthogonales.  En  effet,  le  plan  tangent 
à  la  surface  S  passant  par  un  point  doit  coïncider  avec  le  plan 
normal  à  la  courbe  F  passant  par  le  même  point.  Nous  sommes 
donc  conduits  ù  un  cas  particulier  du  problème  précédent,  ce  qui 
prouve  qu'une  congruence  de  courbes  donnée  arbitrairement  n'est 
pas  formée  en  général  par  les  trajectoires  orthogonales  d'une 
famille  de  surfaces.  Le  plan  tangent  à  la  surface  S  passant  au 
^oint  {x,y,  z)  doit  être  perpendiculaire  aux  plans  tangents  aux. 
deux  surfaces  (Sg)  qui  passent  par  la  tangente  à  la  courbe  F.  On 
a  donc  les  deux  conditions 

du  du  du  di>  di>  dv 

dx  dy^        dz  dx  dy  '        dz 

en  supposant  les  axes  de  coordonnées  rectangulaires.  On  déduit 
de  ces  équations  les  valeurs  de  p  et  de  «7, 

p  =  A(x,y,z),         q  =  B(x,y,z), 

et  la  condition  (3i)  doit  être  vérifiée  identiquement  pour  que  le 
problème  soit  possible. 

Prenons  par  exemple  la  famille  de  courbes     . 

X,  Y,  Z  désignant  des  fonctions  des  vaiiables  x,  y,  z  respectivement.  La 
méthode  précédente  donne  les  valeurs  suivantes  de  p  et  de  q, 

XZ'  YZ' 

et  l'équation  aux  différentielles  totales  peut  s'écrire 
Z  dz        X  dx        Y  dv 

Il  est  clair  que  cette  équation  est  complètement  intégrable,  et  l'intégrale 
générale  s'obtient  par  des  quadratures 


f^dz^f^-,dx-^fldy  =  C. 


441.  Méthode  de  Mayer.  —  La  méthode  précédente  exige  deux  intégra- 
tions successives;  on  peut  remplacer  ces  deux  intégrations  par  une  seule, 
en  opérant  comme  il  suit.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  les  coefficients 
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Pi.{x^y,  z)  et  B(a:,^',  z)  lioloinorphes  dans  le  domaine  du  point(a7o,^oj  -^o); 
il  existe  alors  une  surface  intégrale  et  une  seule  So  passant  par  le  point 
(^o>^o>^o).  lorsque  la  condition  (3i)  est  satisfaite.  La  méthode  de  Mayer, 
pour  obtenir  cette  surface,  revient  à  déterminer  d'abord  les  sections  faites 
dans  cette  surface  par  des  plans  parallèles  à  Oz  passant  par  le  point 
(a7o,^o,  2o)-  Soit  r  la  section  de  So  par  le  plan 

(40)  y  —  y^=  m{x  —  Xf,), 

OÙ  m  a  une  valeur  donnée;  le  long  de  cette  courbe  F,  on  a  dy  =  mdx, 
et,  en  remplaçant  j'  et  rf;' par  les  valeurs  précédentes  dans  l'équation  ("iQ), 
on  obtient  la  relation 

(40  dz—\\[x,yo-^>n(x  —  Xo),z] 

-+■  niB[x,  yo-+-  ni{x  —  a^o),  z]  j  dx, 

qui  est  vérifiée  aussi  tout  le  long  de  la  courbe  F.  Mais  cette  relation  ne 
renferme  que  les  deux  variables  x  cl  z;  c'est  une  équation  différentielle 
du  premier  ordre,  dont  l'intégration  fera  connaître  la  courbe  F.  Soit 

(42)  z  =  <û{x;  Xq,  yo,Zo,m) 

l'intégrale  de  cette  équation  qui  se  réduit  à  ^o  pour  x  =  aro.  La  courbe  F 
est  représentée  par  le  système  des  deux  équations  (4o)  et  (42);  la  surface 
cherchée  Sq  étant  le  lieu  de  la  courbe  F  quand  on  faitvarier  le  paramètre  m, 
l'équation  de  cette  surface  s'obtiendra  en  éliminant  m  entre  les  équa- 
tions   (4o)    et    {\'>.)\    il    suffit    pour    cela    de    remplacer    m   par — 

X  —  Xq 

dans  l'équation  (4^).  Cette  méthode  offre  une  analogie  évidente  avec 
celle  qui  a  été  indiquée  pour  l'intégration  des  différentielles  totales 
Vix, y)dx -inQ^{x^y)  dy  (I,  p.  382).  On  pourrait  encore  la  généraliser 
en  remplaçant  les  plans  parallèles  à  O  s  par  des  cylindres  ayant  leurs  géné- 
ratrices parallèles  à  Oz  et  passant  au  point  donné  (a^c^oi -So)- 

Reprenons  par  exemple  l'équation  (30),  et  supposons  Xq  =  yQ-=  o.  En 
posant  y  =  ma?,  dy  =  ni  dx,  cette  équation  devient 

dz  1  m  xz  I  —  mx"^ 

dx        1  -+-  /na-*        \-\-  nix^' 

c'est  une  équation  linéaire  dont  l'intégration  n'offre  aucune  difficulté,  et 
l'intégrale  qui  pour  a;  =  o  se  réduit  k  z^  a  pour  expression 

z  =  X  +  Zfi{\  -^  mx"^). 

La  surface  Sq  a  donc  pour  équation  ^  =  a;  -f-  Zq  (•  +  ^JK),  et  nous  retrou- 
vons le  résultat  obtenu  par  la  première  méthode. 

442.  Étude  de   l'équation  \^  dx  ^  Çldy  -\-Vs.dz  =^  o.    —   Le 
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problème  de  l'intégration  d'une  équation  aux  différentielles 
totales  peut  être  posé  sous  une  forme  plus  générale  et  plus 
symétrique. 

Soient  P(.r,  y,  5),  (^(x^y,  z),  R(.r,  7,  z)  trois  fonctions  des 
variables  ^,  j',  z;  intégrer  l'équation 

(43)  P(^,y,  z)dx-h  q(T,y,z)dy-^  R{x,  y,  z)dz  =  o, 

c'est  trouver  une  relation  F(x,y,  s)  :=  o  entre  ^,  y,  z,  qui  en- 
traîne entre  ces  trois  variables  et  leurs  différentielles  dx,  dy,  dz 
la  relation  proposée.  Si  la  fonction  F  contient  la  variable  z,  on 
peut  y  regarder  x  ety  comme  deux  variables  indépendantes  et  z 
comme  une  fonction  de  ces  deux  variables,  et  l'on  voit  que  cette 
fonction  doit  satisfaire  à  l'équation 

dz=—-dx—-^dy, 

qui  est  de  la  forme  (29).  La  condition  d'intégrabilité  (3i)  devient, 

P  O 

en  remplaçant  A  par  —  :^  et  B  par  —  ^>  et  en  développant    les 

calculs, 

Cette  condition  reste  la  même  quand  on  permute  circulaire- 
menta:,^',  ^,  et  P,  Q,  R;  on  l'aurait  donc  obtenue  aussi  si,  au 
lieu  de  regarder  z  comme  la  fonction  inconnue,  on  avait  pris  l'une 
des  variables  x  ou  y  pour  inconnue.  Le  problème  de  l'intégration 
de  l'équation  (4'^)  ne  diffère  donc  pas  au  fond  du  problème  déjà 
traité;  mais,  en  écrivant  ainsi  une  équation  aux  différentielles 
totales,  il  n'est  pas  nécessaire  de  spécifier  quelles  sont  les  variables 
indépendantes  choisies. 

La  condition  (44)  intervient  dans  une  question  qui  offre  un  lien 
étroit  avec  la  précédente.  Etant  donnée  une  expression 

\'{x,y)dx  +  q(x,y)dy, 

nous  avons  vu  (n"^  374  et  388)  qu'il  existe  toujours  une  infinité 
de  facteurs  ^(x,  y)  tels  que  le  produit  ^{Pdx -\- Q^dy)  soit  la 
différentielle  totale  d'une  fonction  des  deux  variables  x,  y.  Quand 
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on  passe  de  deux  à  trois  variables,  il  n'en  est  plus  ainsi  en  général. 
Considérons  en  effet  trois  fonctions  P,  Q,  R,  des  variables  x^y^z; 
pour  que  le  produit  'ji.(P«?j7  +  Q^/y -f-Rc?5)  soit  une  différen- 
tielle exacte,  le  facteur  u.(^,  y,  z)  doit  satisfaire  aux  trois  condi- 
tions 

()((iLQ)  ^  <)(;^R)  d(fxR)  ^  ()(h^P)  ()({iP)  ^  d(tJtQ) 

(9^  o»^  da;  àz  dy  dx 

Si  l'on  ajoute  ces  trois  équations,  après  les  avoir  multipliées 
par  P,  Q,  R,  on  retrouve,  en  divisant  par  jji,  la  condition  d'inté- 
grabilité  (44)-  Cette  condition  est  donc  nécessaire  pour  que  le 
trinôme  ^dx -\~(^dy -^VlcIz  admette  un  facteur  intégrant.  Elle 
est  aussi  suffisante.  En  effet,  si  elle  est  vérifiée,  l'équation  (43) 
est  complètement  intégrable.  Soit 

(45)  F(x,7,5)  =  G 

l'intégrale  générale  de  cette  équation.  Les  valeurs  de  —  et  de  -j- 

déduites  de  l'équation  (45)  doivent  être  identiques  aux  valeurs 

—  -ef  —  ^tirées  de  l'équation  (4^),  puisqu'on  peut  disposer  de 

la  constante  arbitraire  C  de  façon  que  la  surface  intégrale  passe 
par  un  point  quelconque  de  l'espace.  Il  faut  pour  cela  que  l'on  ait 

P   ~  Q  ~   R  ~  ^' 

ou  d¥  ^  Y-i^dx  H-  Q<7y  4-  Rc?^);  le  facteur  pi,  qui  est  égal  à  la 
valeur  commune  des  rapports  précédents,  est  donc  un  facteur 
intégrant.  En  reprenant  les  raisonnements  du  n°  374-,  on  verrait 
de  même  qu'il  existe  une  infinité  de  facteurs  intégrants,  qui  sont 
de  la  forme  {ji.7:(F),  tz  étant  une  fonction  arbitraire. 

La  condition  d'intégrabilité  (44)  est  un  invariant,  relativement  à  tout 
changement  de  variables.  Considérons  en  effet  une  transformation  définie 
par  les  formules 

(46)  x  =  f{u,v,w),         y  =  'i{u,v,w),         z  =  <i^{u,v,w), 

le  jacobien  des  fonctions  f,  cp,  'if  par  rapport  à  m,  v,  w  n'étant  pas  nul 
identiquement.  Le  trinôme  Pdx+  Q  dy  -^R  dz  se  change  en  une  expres- 
sion de  même  forme  P]  du -h  Q^i  dv -i-Ki  dw,  P|,Q,,  R,  étant  des  fonc- 
tions de  «,  p,  w.  Gela   posé,   si  la   relation  (44)  est  vérifiée,   la    relation 
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analogue 


dv  du 


est  aussi  vérifiée  identiquement.  On  pourrait  s'en  assurer  par  un  calcul 
direct  (Ghap.  III,  ex.  19),  mais  cela  résulte  aussi  de  la  signification  de 
cette  condition.  En  effet,  si  la  relation  (44)  est  vérifiée,  il  existe  deux 
fonctions  ii{x,y,  z)  et  F(a7,  y,  z)  telles  que  l'on  ait 

\i{V  dT-\-Çldy-\-Kdz)  =  d¥. 

Si  l'on  effectue  le  changement  de  variables  défini  par  les  formules  (46), 
les  fonctions  [i  et  F  se  changent  en  deux  fonctions  [jl|  (a,r,  w),  Fj  {u,  v,  w) 
des  nouvelles  variables,  et  l'on  a  identiquement  d¥  =  dY^.  L'identité  pré- 
cédente devient  donc 

fZi(PirfM  +  Qic?P+  K^dw)  =  c?Fi, 

et  par  suite  le  trinôme  PiC?m-+-Qi  rft^-f-Ri  dw  admet  un  facteur  intégrant; 
ce  qui  montre  que  Pi,Qi,  R|  satisfont  aussi  à  la  relation  (47). 

Cette  remarque  permet  de  présenter  la  méthode  d'intégration  du  n"  440 
sous  une  forme  plus  générale.  Supposons  en  effet  que,  par  un  changement 
de  variables,  on  ait  mis  le  trinôme  ^ dx -\- Çldy -[-Kdz  sous  forme  d'un 
binôme  Pj  du -h  Qi  dv,  ne  renfermant  plus  que  deux  différentielles  du  et 
dv.  Dans  la   relation  (47),  on  doit  supposer  Ri  =  o,  et  cette  relation  se 

réduit  a  F,  - —  =  Q.  -- — ,  ce  qui  montre  que  le  rapport  des  deux  coeiii- 
ow  aw 

cients  Pi  et  Qi  est  indépendant  de  w.  L'intégration  de  l'équation  aux 
différentielles  totales  proposée  est  donc  ramenée  à  l'intégration  d'une 
équation  de  la  forme  dv  -\--k{u,v)  du  =  o,  c'est-à-dire  une  équation  diffé- 
rentielle ordinaire. 

Tout  trinôme  tel  que  V  dx  -\-Cldy-}-Kdz  peut  être  ramené  à  un 
binôme  Pi^a  +  Qi^t^  d'une  infinité  de  manières.  On  peut  par  exemple 
procéder  comme  il  suit.  On  détermine  d'abord  deux  fonctions  \t.{x,  y,  z) 
et  ¥{x,y,  z),  telles  que  l'on  ait,  quels  que  soient  dx  et  dy, 

■^dx-\- —dy  =  \j.\'P{x,y,z)dx-^(l(x,y,z)dy]; 

cela  revient  en  réalité  à  intégrer  l'équation  différentielle  V dx -\- Q  dy  =  o, 
z  étant  considérée  comme  un  paramètre.  On  écrit  encore  l'équation  pré- 
cédente 

ûfF  -H  /'fx R  —  ^\  dz  =  \i{Pdx  +  (ldy-^K  dz), 

et  si  l'on  prend  un  nouveau  système  de  variables  indépendantes,  ¥{x^y^z) 
et  z  étant   deux  de   ces  variables,    on  voit  que   V  dx -^  Ç^dy -\-Kdz  est 
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bien  remplacé  par  une  expression  où  ne  figurent  plus  que  les  deux 
différentielles  dF  et  dz.  Ce  procédé  peut  être  varié  de  bien  des  façons. 
Il  est  clair,  par  exemple,  que  l'on  peut  commencer  par  intégrer  l'une  ou 
l'autre  des  deux  équations 

Qdy  -hRdz  =  o,         ï*  dx  -hRdz  =  o; 

cette  dernière  méthode  est  en  réalité  identique  à  la  méthode  du  n°  440. 

On  peut  aussi  rattaclier  à  la  remarque  qui  précède  une  élégante  méthode 
d'intégration  due  à  M.  Joseph  Bertrand.  L'équation  (43)  étant  supposée 
complètement  intégrable,  on  commence  par  intégrer  l'équation  linéaire  aux 
dérivées  partielles 

(48)      X(/)_(^— -— j-+  (^___j_  +  (^___j_  _o. 

Soient  u  et  v  deux  intégrales  distinctes;  entre  les  deux  relations 
X(«)  =  o.  X(p)  =  o, 

et  la  condition  d'intégrabilité  (44)?  on  peut  éliminer  les  trois   différences 


àQ 

dR 

dR 

dV 

dV 

dQ 

dz 

ôy' 

dx 

dz' 

ày 

dx 

ce  qui  conduit  à  l'égalité 


du 

du 

du 

dx 

<^y 

dz 

dv 

dv 

dv 

dx 

ày 

Jz 

P 

Q 

R 

Il  existe  donc  deux  fonctions  X  et  [x  telles  que  l'on  ait  à  la  fois 


/  ,        r.       ^  ^"  àv 


^       ^  du  dv 


du  dv 

R  =  X-r h  [JI-— 1 

dz  dz 


et  nous  pouvons  écrire  l'équation  proposée 

X  du  -+■  [i.dv  =  o. 


Or,  nous  avons  vu  que  le  rapport—  ne  doit  dépendre  que  des  variables 

«,  V,  et  l'on  est  ramené  à  une  équation  différentielle  entre  u  et  v. 

Cette  méthode  paraît  plus  compliquée  que  la  précédente  puisque  l'inté- 
gration de  l'équation  (48)  exige  d'abord  l'intégration  d'un  système  de  deux 
équations  différentielles  du  premier  ordre.  Mais  elle  est  plus  symétrique, 
et  peut  être  avantageuse  lorsque  l'équation  proposée  est  elle-même  syraé- 
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trique  en  x^  y,  z.  Considérons  par  exemple  l'équation 

(jK^-f-jKS  ■+-  Z-)  dx  -h  (^2-4-  zx  -1-  x''-)  dy  -H  (a^^H-  xy  -\- y''-)  dz  =  o. 

La  condition  (44)  est  vérifiée  et  l'équation  linéaire  (48)  est  ici 

df  df  df 

^         ^  '  dx       ^  ^  dy       ^  '  ôz 

le  système  d'équations  différentielles  correspondant 

dx  dy  dz 

z — y        X  —  z       y  —  X 

donne  facilement  les  deux  combinaisons  intégrables 

d{x  -^ y  -{-  z)  =  o^  X  dx  -h y  dy  -h  z  dz  =  o. 

Nous  pouvons  donc  prendre 

u —.  X -hy -h  z,        V  =  x^-\-y^-h  z^, 

et  les  valeurs  des  facteurs  X  et  [jl  tirées  des  relations  (49)  sont 

.  „„,  u^-h  V  X  -h  y  -h  z  u 

h  =  x^  -h y^  -\-  z-  -h  xy  -+- yz  -{-  zx  =  y      [x  = '■ = • 

L'équation  transformée  en  m  et  p  est  donc 

{u^-h  v)  du  —  u  dv  =  o, 
ou 

^^^ud.-.du^^^._\ 

L'intégrale  générale  est  donc  u =  G,  ou,  en  revenant  aux  variables 

^)  J'î  ^1 

xy-hyz-+-zx 

— —   Lj. 

X  -h  y  -i-  z 

443.  Les  parenthèses  («,  v)  et  les  crochets  [u,  v].  —  Une 
équation  aux  différentielles  totales  équivaut  en  réalité  à  deux 
équations  simultanées  yp  =  A  (a;,  y,  z),  q  ^=  B(x,y,  z).  Considé- 
rons maintenant  deux  équations  de  forme  quelconque 

(5o)  F{x,  y,  z,  p,  g  )  =  o,         <P{x,  y,  z,  p,  q)  =  o, 

entre   les   deux   variables   indépendantes   x   et  y,    une   fonction 
inconnue  z  et  ses  deux  dérivées  partielles/?  et  q. 

Si  l'on  peut  résoudre  ces  deux  relations  par  rapport  à  p  et  à  q, 
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on  est  ramené  aux  deux  équations  p  =/(.r,  y^  z),  q  =cp(a:,  y,  z), 
de  la  forme  qui  a  été  étudiée,  et  l'on  pourra  examiner  si  ces  deux 
relations  sont  compatibles.  Mais  on  peut  reconnaître  si  la  condi- 
tion d'intégrabilité  est  vérifiée  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'avoir 
d'abord  résolu  les  équations  (5o)  par  rapport  à  p  et  à  ^  ^  il  suffît 
d'appliquer  les  règles  qui  permettent  de  calculer  les  dérivées  des 
fonctions  implicites.  Considérons  en  elFet  les  relations  (5o)  comme 
définissant  deux  fonctions  implicites/>=y'(a;,^,  :;),  q  =  '^{x,y,z) 
des  trois  variables  x,  y,  z.  En  différentiant  par  rapport  à  x,  il 
vient 


dF        ôF  dp        àF  dq 

d*        d<P  dp 

d^  ôq 

f)x        dp  dx       àq  Ox          ' 

dx        dp  dx 

T-  -T-  =^^ 
dq   dx 

et  par  suite 

D(F,*)  dq   ^ 
B(p,q)   dx 

D(F,  *) 

On  trouve  de  même 

D(r,*)  dp       D(F,  l»)  _ 
U{p,q)  oy    '    \i{y,q)  "  "' 

DfF,*)  dp 
D(p,q)  dz  ^ 

D(F,*) 

D(F,*)  àq 
D(p,q)  dz 

D(F,<I») 
D(p,z)  -*'• 

En  portant  les  valeurs  de  -r-,  -~i  --'  -r  dans  la  condition  d'inté- 

^  ày   dz    dx    dz 

grabililé 

dp         dp  àq         àq 

ày        àz^        àx        àz^ 


cette  condition  développée  devient 


àF  /d^  à^ 


dF /d*  d*\ 


àp  \dx  àz  )    '    àq  \ày     '    '^  êz 

_à^/àF  dF_\        à^/àF_  àF\ 


—  I \-  p  — V-^q  —  )  =  o. 

àp  \àx       ^  àz  J         àq  \ ày       ^  dz  / 

Posons,    d'une   façon   générale,    a   et    t'    étant    des    fonctions 
de  X,  r,  ::,  p,  q, 


d       à         à 

d 

à             à 

dx  ~  dx       ^  àz^ 

dy 

-  ày'^'^Tz 

au   dv         dv  du        au  dv         àv  du 
dp  dx        àp  dx        àq  dy        dq  dy' 
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l'expression  [«,  (^]  est  appelée  un  crochet  et  la  condition  précé- 
dente peut  alors  s'écrire,  sous  forme  abrégée, 

(5i)  [F,*]=o. 

Pour  que  les  deux  équations  (5o)  forment  un  système  complè- 
tement intégrable,  il  faut  d'abord  que  ces  deux  équations  puissent 
être  résolues  par  rapport  k  p  et  à  q,  c'est-à-dire  qu'on  ne  puisse 
pas  en  déduire  une  relation  entre  :x,  y,  z,  indépendante  de  p  et 
de  q,  et  de  plus  que  la  condition  [F,  $]  =  o  soit  une  consé- 
quence des  deux  relations  (5o).  Si  le  crochet  [F,  4>]  est  nul  iden- 
tiquement, les  deux  équations  F  =  «,  <I>  =  6  forment  un  système 
complètement  intégrable,  quelles  que  soient  les  constantes  a  et  b. 
Si  la  relation  [F,  4>]  =  o  est  une  conséquence  de  la  seule  équa- 
tion F  =  o,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  tenir  compte  de  la  seconde 
relation  ^  =  o,  les  deux  équations  ¥  =  o,  ^  =  b  forment  un  sys- 
tème complètement  intégrable  quelle  que  soit  la  constante  b. 

Lorsque  les  deux  fonctions  F  et  <(>  ne  renferment  pas  z,  l'expres- 
sion du  crochet  [F,  <I>]  se  simplifie.  On  appelle  parenthèse  (m,  ç) 
l'expression  suivante,  où  u  et  v  sont  des  fonctions  quelconques 
dex,y,p,q  : 

_  du  dv        dv  du        du  dv        dv  du 
dp  dx        dp  dx        dq  dy        dq  dy 

La  condition  pour  que  les  deux  équations 

F(^,  7, /?,  ^)  =  o,  <^{x,y,p,q)  =  o 

soient  compatibles  est  d'après  cela  que  l'on  ait 

(F,  *;  =  o, 

soit  identiquement,  soit  en  tenant  compte  de  ces  relations  elles- 
mêmes. 

m.  —  ÉQUATIONS  ïi\i  PREMIER  ORDRE  A  TROIS  VARIABLES. 


Intégrales  complètes.  —  Nous  allons  maintenant  nous 
occuper  de  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre^  de  forme  quelconque,  mais  avec  deux  variables 
indépendantes  seulement.    Lagrange   a  obtenu   sur  ce  sujet  des 
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résultais   très  importants  que  nous  allons  d'abord  exposer.   Soit 

(52)  F(x,  y,  z,  p,  q)  =  o 

l'équation  proposée;  le  résultat  fondamental  obtenu  par  Lagraiige 
est  le  suivant  :  si  l'on  connaît  une  famille  d'intégrales,  dépendant 
de  deux  paramètres  arbitraires,  on  peut  en  déduire  toutes  les 
autres  intégrales  par  des  difïerentiations  et  des  éliminations.  Soit 
en  effet 

(53)  \(t,  y,  2,  a,  6)  =  0 

une  relation  renfermant  deux  constantes  a  et  b,  et  définissant, 
quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  à  ces  constantes,  une 
intégrale  de  Téquation  (oa).  De  cette  relation,  on  déduit  les 
valeurs  des  dérivées  partielles />  et  g  de  cette  intégrale 

o\'         dV  ÔV         d\ 

(5  0  HO  —  =0,  -; \- a —  =0. 

^    •''  dx       ^    ()z  '  Oy        ^  Oz 

Par  hypothèse,  la  fonction  z  satisfait  toujours  à  l'équation  (32), 
quels  que  soient  «  et  6;  l'élimination  des  deux  paramètres  a  et  b 
entre  les  trois  relations  (53)  et  (54)  conduira  donc  à  l'équa- 
tion (52)  et  à  celle-là  seulemenl  (•).  Il  s'ensuit  que  cette  équa- 
tion (52)  exprime  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
les  trois  équations  (53)  et  (54)  soient  vérifiées  par  un  système  de 
trois  fonctions  :;,  a,  b  des  deux  variables  x  et  r,  p  el  q  désignant 
les  dérivées  partielles  de  z.  Le  problème  de  l'intégration  de 
l'équation  unique  (52)  est  donc  équivalent  au  problème  suivant  : 
Trouver  trois  fonctions  -,  a,  b  des  deux  variables  indépen- 
dantes X  et  y,  satisfaisant  aux  trois  équations  (53)  et  (54). 

Si  z  =f{x,y),  a  =f.,[x,  y),  b  =f,{x,y)  forment  un  sys- 
tème de  solutions  de  ces  trois  équations,  la  fonction /i  (.r,  jk) 
satisfait  aussi  à  l'équation  (52),  qui  est  une  conséquence  de  ces 
trois  relations.  Inversement,  si  fi{x^  y)  est  une  intégrale  de 
l'équation  (52),  les  trois  relations  (53)  et  (54)  sont  compatibles 

(')  En  effet,  si  l'éliminalion  de  a  et  de  b  conduisait  à  une  autre  relation 
'^{x, y,  z,  p,  g)  =  o,  différente  de  F  =  o,  les  deux  équations  simultanées  F  =  o, 
<!>  =  o  admettraient  une  intégrale  commune  V  =  o,  dépendant  de  deux  cons- 
tantes arbitraires  a  et  b,  ce  qui  est  impossible  (  n"  440).  L'intégrale  considérée 
ne  dépendrait  donc  en  réalité  que  d'un  seul  paramètre. 

G.,  II.  37 


d\  da        d\  db 

d\  da       d\  db 

— ^_  .        1    ,       _^.   Q 

— ^^  .«»   1   ^^_     . 

ôa   dx        db   dx          ' 

da  dy        db  dy 
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quand  on  j  remplace  z  pary*,(:r,  jk),  p  ^l  q  par  les  dérivées  par- 
tielles de  fi{x^  y).  On  en  déduira  donc  pour  a  el  b  deux  autres 
fonctions  a  := /^(x,  )'),  b  =  f^[x,  y),  qui  forment  avec/, (^,  y) 
un  système  de  solutions  des  relations  (53)  et  (54)- 

Le  nouveau  problème,  quoique  d'une  apparence  plus  compli- 
quée que  le  premier,  se  résout  aisément.  En  effet,  si  l'on  diffé- 
rentie  la  relation  (53)  par  rapport  à  .r  et  à  y,  en  considérant 
maintenant  z,  a,  b  comme  des  fonctions  inconnues  de  x  et  de  y, 
les  relations  obtenues  se  réduisent,  en  tenant  compte  des  équa- 
tions (54),  aux  deux  suivantes  : 

(55) 

et  le  système  formé  par  les  équations  (53)  et  (55)  est  équivalent 
au  système  formé  par  les  équations  (53)  et  (54). 

On  voit  immédiatement  que  l'on  satisfait  à  ce  système  en 
prenant  pour  les  fonctions  inconnues  a  el  b  deux  constantes 
quelconques.  Nous  retrouvons  ainsi  pour  ;;  l'intégrale  connue 
a  priori^  que  Lagrange  appelle  intégrale  complète.  Pour  traiter 
la  question  d'une  façon  générale,  remarquons  que  les  équa- 
tions (55)  sont  linéaires  et  homogènes  en  t— »  tt--  On  satisfait 
donc  au  système  des  trois  équations  (53)  et  (55)  en  posant 

(56)  V  =  o,  -  =  o,         ^=0. 

Si  ces  trois  équations  sont  compatibles,  elles  définissent  trois  fonc- 
tions z,  «,  b  des  deux  variables  x  etji'.  L'intégrale  z  =  ff(^x,  y) 
de  l'équation  (52)  ainsi  obtenue  ne  dépend  d'aucun  paramètre 
arbitraire;  on  l'appelle  aujourd'hui  l'intégrale  singulière. 

Si  -—  et  — p  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  on  doit  avoir,  d'après  les 
da        db  ^  ^ 

équations  (55), 

D(a.  b)  _ 

D(^ÔÔ  "''' 

ce  qui  prouve  qu'il  existe  entre  les  fonctions  a  et  6  au  moins  une 
relation  indépendante  de  x  et  de  y.  S'il  existe  deux  relations  de 
cette  espèce,  a  el  b  se  réduisent  à  des  constantes;  nous  retrou- 
vons l'intégrale  complète.  S'il  existe  une  seule  relation  entre  a 
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et  b^  l'une  au  moins  des  fonctions  a  et  6  ne  se  réduit  pas  à  une 
constante.  Supposons  que  ce  soit«;  nous  pouvons  alors  écrire  la 
relation  entre  a  et  b 

(57)  6  =  cf('a), 
et  les  deux  formules  (55)  deviennent 

Comme  a  n'est  pas  constant  par  hypothèse,  ces  deux  relations  se 
réduisent  à  une  seule,  et  les  trois  équations 

'dS       dS 

(58)  V(a7,  jK,  2,  a,  6)  =o,  6  =  cp(a),  ■;>^  "^  ^?'^")  =  ^ 

définissent  un  nouveau  système  de  solutions  des  équations  (53) 
et  (54)-  En  particulier,  la  fonction  z  =y,(a:,  y)  ainsi  obtenue  est 
une  intégrale  de  l'équalion  proposée  (52);  cette  intégrale  dépend 
évidemment  de  la  fonction  arbitraire  'f  («);  nous  l'appellerons 
V intégrale  générale. 

Pour  avoir  la  relation  entre  a?,  y,  3,  il  faudrait  éliminer  le  para- 
mètre arbitraire  a  entre  les  deux  équations 

àS  dN 

(5Sbis)     \[x,y,  z,  a,tf{a)]  =  o,         _ -i- ___  cp'(a)  =  o; 

celte  élimination  ne  peut  être  faite  que  si  l'on  a  choisi  la  fonction 
(j)(a),  mais  les  équations  (58  bis)  permettent  toujours  d'exprimer 
deux  des  coordonnées  d'un  point  d'une  surface  intégrale  en  fonc- 
tion de  la  troisième  coordonnée  et  du  paramètre  a. 

La  méthode  précédente  se  rattache  très  simplement  à  la  théorie 
des  surfaces  enveloppes.  Considérons,  en  efl'et,  la  famille  de  sur- 
faces S,  dépendant  de  deux  constantes  a  et  6,  qui  forment  l'inté- 
grale complète  (53).  Si  l'on  établit  entre  les  deux  paramètres  a 
et  b  une  relation  de  forme  arbitraire  b  ^  '•^[a),  on  obtient  une 
famille  de  surfaces  ne  dépendant  plus  que  d'un  paramètre  arbi- 
traire a,  et  l'enveloppe  de  cette  famille  de  surfaces  s'obtient  préci- 
sément en  éliminant  a  entre  les  deux  équations  (58  bis).  Le  pro- 
cédé qui  permet  de  déduire  l'intégrale  générale  de  l'intégrale 
complète  consiste  donc  à  prendre  l'enveloppe  d'une  suite  sim- 
plement  infinie    d'intégrales    complètes,   obtenue   en   établissant 
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entre  les  deux  paramètres  a  et  b  une  relation  de  forme  arbitraire. 
L'intégrale  singulière  s'obtient  de  même  en  prenant  l'enveloppe 
de  toutes  les  intégrales  complètes,  quand  on  fait  varier  les  deux 
paramètres  a  et  6,  de  toutes  les  manières  possibles  (')  (1,  n"  212). 
11  semblerait,  d'après  ce  qui  précède,  que  l'on  doit  distinguer 
trois  catégories  d'intégrales  :  l'intégrale  complète,  l'intégrale  gé- 
nérale et  l'intégrale  singulière.  Mais  la  théorie  même  de  Lagrange 
prouve  qu'il  existe  une  infinité  d'intégrales  complètes.  Si,  en  effet, 
on  établit  entre  les  deux  paramètres  a  et  b  une  relation  d'une 
forme  déterminée  b  =  7r(«,  a',  b'),  renfermant  deux  constantes  a' 
et  b',  l'intégrale  générale  correspondante  dépendra  de  ces  deux 
constantes  a',  b',  et  pourra  jouer  le  rôle  d'intégrale  complète. 
L'ancienne  intégrale  complète  sera  maintenant  comprise  dans 
l'intégrale  générale,  et  correspondra  à  la  relation  b  =  Tz[a,  a',  b') 
établie  entre  les  deux  paramètres  a'  et  b' .  Il  n'j  a  donc  pas  de  dis- 
tinction essentielle  entre  l'intégrale  générale  et  l'intégrale  com- 
plète. Au  contraire,  l'intégrale  singulière,  d'après  sa  signification 
géométrique,  ne  dépend  pas  du  choix  de  l'intégrale  complète. 

Exemples.  —   i"  Soit  l'équation  de  Clairaut  généralisée 

z  =  px  +  qy-^  f{p,  g); 

on  vérifie  aisément  qu'elle  admet  l'intégrale  complète 

3  =  ax  -\-  by  ^  f(a,  b). 

Cette  intégrale  complète  se    compose   d'une   famille   de   plans 
dépendant  de  deux  paramètres  arbitraires  a  el  b',  ces  plans  eiive- 


(')  On  a  vu  plus  haut  {n"  433)  combien  sont  délicates  toutes  ces  considéra- 
tions fondées  sur  la  théorie  des  enveloppes  dans  l'étude  des  équations  différen- 
tielles. Toutes  les  difficultés  signalées  dans  l'étude  des  solutions  singulières  d'une 
équation  différentielle  du  premier  ordre  se  retrouvent  pour  les  équations  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre,  et  l'on  est  arrivé  à  une  conclusion  identique  : 
une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  donnée  a  priori, 
n'admet  pas  d'une  façon  normale  d'intégrale  singulière.  Celte  conclusion  n'est 
pas  en  contradiction  avec  les  raisonnements  du  texte,  car  nous  avons  admis 
qu'on  pouvait  appliquer  au  système  des  trois  équations  (56)  la  théorie  des 
fonctions  implicites,  et  les  conclusions  ne  sont  exactes  qu'autant  que  cette 
condition  est  satisfaite  [Voir  le  Mémoire  de  M.  Darboux,  Sur  les  solutions  sin- 
gulières des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  {Mémoires 
des  Savants  étrangers,  t.  XXVII)]. 
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loppent  une  surface  non  développable  S,  qui  est  l'intégrale  sin- 
gulière de  l'équation  proposée.  Pour  avoir  l'intégrale  générale, 
nous  devons  établir  entre  a  et  6  une  relation  de  forme  arbitraire, 
soit  b  =  ^{a)^  et  chercher  l'enveloppe  du  plan  ainsi  obtenu  ;  cette 
enveloppe,  qui  est  représentée  par  le  système  des  deux  équations 

z  =  ax  -^  y':,{a)  -^-f[a,  ^ia)],       ar-^  j^  ç)'(a)  +  ^  4-  ^    '  ^^  ?'(a)  =  o, 

est  une  surface  développable  tangente  à  la  surface  2  tout  le  long 
d'une  courbe  F,  et  l'on  peut  évidemment  choisir  la  fonction  arbi- 
traire C5(a)  de  façon  que  la  courbe  de  contact  F  soit  une  courbe 
donnée  à  l'avance  de  S. 
2"  Soit  encore  l'équation 

q  =  f{p\ 

qui  admet  l'intégrale  complète 

z  =  ax -\- f(a)y -\-  b. 

Celte  équation  représente  encore  un  plan,  et  l'intégrale  géné- 
rale, qui  est  donnée  par  le  système  des  deux  équations 

(59)  z  =  ax-^yf{a) -\-^{a),         o  =  a^ -4- j/'(a) -1- ç'(flr), 

se  compose  de  surfaces  développables,  que  l'on  peut  définir  géo- 
métriquement d'une  façon  très  simple.  En  effet,  si,  par  un  point 
fixe  de  l'espace,  l'origine  par  exemple,  on  mène  des  plans  paral- 
lèles aux  plans  qui  forment  l'intégrale  complète,  ces  plans  ne 
dépendent  que  d'un  paramètre  variable  «,  et  enveloppent  par 
conséquent  un  cône  (T)  ayant  son  sommet  à  l'origine.  L'arête  de 
rebroussement  de  la  surface  développable  (Sp)  a  donc  son  plan 
osculateur  qui  reste  constamment  parallèle  à  un  plan  langent  au 
cône  (T),  et  par  suite  les  génératrices  de  cette  surface  sont  paral- 
lèles aux  génératrices  du  même  cône  (1,  n"227). 

Les  équations  (56),  qui  déterminent  l'intégrale  singulière,  sont 
dans  ce  cas  incompatibles,  car  la  dernière  se  réduit  à  i  =  o.  11  n'y 
a  donc  pas  d'intégrale  singulière. 

3"  Considérons  une  famille  de  sphères  de  rayon  donné  R,  dont 
le  centre  reste  dans  un  plan  fixe.  Ces  sphères  dépendent  bien  de 
deux  paramètres  arbitraires,  et,  si  nous  prenons  un  système  d'axes 
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rectangulaires  avec  le  plan  fixe  pour  plan  des  xy,  elles  sont  repré- 
sentées par  l'équation 

(a?  —  a)î-f-  (7  — 6)2-1-^»—  Rî=  o. 

L'équation  aux  dérivées  partielles  correspondante  s'obtient  en 
éliminant  a  et  b  entre  cette  équation  et  les  deux  suivantes 

X  —  a-+-pz  =  o,         y  —  b-^qz=:o, 
ce  qui  donne  la  relation 

(l-^p^-hq^)Z^—  R2=  O, 

dont  la  signification  géométrique  est  la  suivante.  Elle  exprime  que 
la  portion  de  normale,  comprise  entre  un  point  quelconque  de  la 
surface  et  le  plan  des  xy,  est  constante  et  égale  à  R.  L'intégrale 
générale  est  une  surface  canal,  enveloppe  d'une  sphère  de  rayon  R 
dont  le  centre  décrit  une  courbe  arbitraire  dans  le  plan  des  xy.  11 
y  a  une  intégrale  singulière  formée  des  deux  plans  -^  =  ±:  R.  11 
est  évident  que  ces  deux  plans  sont  tangents  à  toutes  les  autres 
surfaces  intégrales. 

445.  Méthode  de  Lagrange  et  Charpit.  —  En  résumé,  pour 
pouvoir  déterminer  toutes  les  intégrales  d'une  équation  du  pre- 
mier ordre, 

(60)  i'(^,  y,  -,  p,  g)  =  0, 

il  suffit  de  connaître  une  intégrale  complète,  c'est-à-dire  une  inté- 
grale dépendant  de  deux  constantes  arbitraires.  Pour  déterminer 
une  intégrale  complète,  supposons  que,  par  un  moyen  quelconque, 
on  ait  obtenu  une  autre  fonction  ^{x,y,  ^, /?,  g)  telle  que  les 
deux  équations 

(61)  F  =  o,         *  =  a 

puissent  être  i-ésolues  par  rapport  à  p  el  à  q  et  forment  un  sys- 
tème complètement  intégrable,  quelle  que  soit  la  valeur  de  la  con- 
stante a.  S'il  en  est  ainsi,  en  résolvant  les  deux  équations  précé- 
dentes par  rapport  k  p  el  à  q,  et  en  portant  ces  valeurs  de  p  et  de 
q  dans  l'équation  dz  =pdx-\-  qdy,  on  obtient  une  équation  aux 
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différentielles  totales  complètement  intégrable 

(62)  dz  =  /(a-,  7,  3,  a)  dx  -1-  ç(ar,  y,  z,  a)  dy. 

L'intégration  de  cette  équation  introduit  une  nouvelle  constante 
arbitraire  ^,  et  nous  avons  ainsi  une  intégrale  de  l'équation  pro- 
posée, dépendant  de  deux  constantes  arbitraires  a  et  b. 

La  méthode  d'intégration  de  Lagrange  et  Gharpit  consiste  pré- 
cisément à  adjoindre  à  l'équation  F  =  o  une  autre  équation  4>  =  a 
telle  que  le  système  (61)  formé  par  ces  deux  équations  soit  com- 
plètement intégrable.  Il  faut  et  il  suffît  pour  cela  (n"443)  que  l'on 
ait  [F,  <!>]  =  o,  équation  que  l'on  peut  écrire 

en  posant,  pour  abréger  Técriture, 

dx  ôy  Oz  Op  dq 

La  fonction  auxiliaire  *(j7,  y,  z^  />,  q)  doit  donc  satisfaire  à  une 
équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  à  cinq  variables  indé- 
pendantes. L'intégration  de  cette  équation  linéaire  se  ramène  à 
son  tour  à  celle  du  système  d'équations  différentielles  ordinaires 

,g,.  dx        dv  dz  _     —dp     _     —dxj 


mais,  pour  l'objet  que  nous  avons  en  vue,  il  n'est  pas  nécessaire 
d'avoir  obtenu  l'intégrale  générale  de  ce  système  (64)  :  il  suffit 
de  connaître  une  intégrale  première  de  ce  système  O  =  «,  telle 
que  l'on  puisse  résoudre  les  deux  équations  F  ^  o,  <I>  ^  a  par 
rapport  À  />  et  À  q . 

Nous  pouvons  donc  énoncer  la  règle  générale  suivante  : 

Pour  avoir  une  intégrale  complète   de  l'équation  (60),  on 
cherche  d'abord   une   intégrale  première   <P  =  a  du  système 

[D ( F  *)  .  1 

telle  que  lejacobien  — -  ne  soit  pas  nul    > 

puis  on  résout  les  deux  équations  F  =  o^  <ï>  =  a  par  rapport 
à  p  et  à  q.  En  portant  les  expressions  obtenues  pour  p  et  q 
dans  l'' équation  dz  =  p  dx -\- q  dy,  on  arrive  à  une  équation 
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complètement  intégrable  aux  différentielles  totales.  L'inté- 
grale générale  de  cette  équation  renferme  une  seconde  con- 
stante arbitraire  h;  c'est  une  intégrale  complète  de  Véqua- 
tion  (60). 

On  connail  a  priori  une  intégrale  de  l'équation  (63),  la  fonc- 
tion F  elle-même.  Cette  intégrale  ne  peut  nous  être  d'aucune 
utilité  à  elle  seule,  mais  cela  nous  montre  que  l'intégration  du 
système  (64)  se  ramène  à  l'intégration  d'un  système  de  trois 
équations  différentielles  du  premier  ordre.  La  difficulté  du  pro- 
blème est  ainsi  précisée. 

Lorsque  la  fonction  F  ne  dépend  pas  de  la  fonction  inconnue  z, 
on  peut  supposer  aussi  que  la  fonction  <I>  ne  dépend  pas  de  5,  et 
la  condition  pour  que  le  système  (61)  soit  complètement  intégrable 

est  alors 

(F,<ï.)  =  o 
ou 

(63  bis) 


^d*        ^ô^ 

^à^ 

,,  ()* 

V  -—  H-  Q-—  - 

-X— -  - 

-  Y  -—  =  0 

ôx            ôy 

dp 

dq 

le  système  auxiliaire  (64)  devient  de  même 
n ,  ,  ■  .  <l^       f^Y       —  dp       —  dq 

Si  l'on  connaît  une  intégrale  première  <I>  =  a  de  ce  système 
telle  que  -7— — '■ — r  ne  soit  pas  nul,  on  est  conduit  à  une  équation 
aux  différentielles  totales  de  la  forme 

dz=f(x,y,a)dT-h^(x,y,a)dy, 

qui  s'intègre  par  une  quadrature.  La  difficulté  de  la  seconde 
partie  du  problème  est  donc  diminuée  dans  ce  cas.  Il  en  est  de 
même  pour  la  première  partie,  car  on  connaît  encore  une  inté- 
grale première  F  =  C  du  système  (64  bis);  on  peut  donc  rem- 
placer ce  système  par  un  système  de  deux  équations  différen- 
tielles du  premier  ordre. 

Exemples.  —  i"  Considérons  une  équation  ne  renfermant  que  l'une  des 
trois  variables  a?,^,  z,  par  exemple  la  variable j',  telle  que  F(y,p,  q)  =0. 
On  a  ici  X  =  Z  :=  o,  et  par  suite  les  équations  (64)  admettent  la  combi- 
naison intégrable  dp  =  o.  Les  deux  équations  F(jk, />,  ^)  =  o,  p  =  a  for- 
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ment  donc  un  système  complètement  intégrable;  ce  qu'il  est  aisé  de  vérifier, 
car,  si  l'on  résout  l'équation  proposée  par  rapport  à  q,  l'équation  aux 
différentielles  totales  à  intégrer  prend  la  forme 

dz  =  a  dx  -^  f{  y-i  a  )  dy^ 

et  l'on  a  une  intégrale  complète  par  une  quadrature 

z^ax  -^J /(y,  a)dy-hb. 

i"  Une  équation  de  la  forme  F(s,  p,  q)  =o  peut  se  ramener  à  la  forme 
précédente  en  prenant^  et;;  pour  variables  indépendantes,  mais  on  peut 
se  dispenser  de  ce  changement  de  variables.  On  a  ici  en  effet  X  =  Y  =  o 
et  les  équations  (64)  donnent  l'égalité 

dp  dq 

~P    ~~9' 

et  par  suite  l'intégrale  première  q  =  ap.  Des  deux  équations 

q  =  ap,  F(3, />,  q)  =  o, 

on  tire  ensuite 

p  =  /(3,a),  q=za/(z,a), 

et  l'équation  aux  différentielles  totales 

dz  =  /(Zi  a){dx  --r-  a  dy) 
s'intègre  par  une  quadrature 


/; 


dz  , 

=.  X  -^  ay  -\-  b. 


Soit   par  exemple   l'équation  pq — z  =■  o.  En   lui  adjoignant  la   relation 
q  =  a/>,  onentire/)  =  l/— ,   ^  =  ai/— , 

dz  =  i/  —  {dx  -\-  a  dy), 

et  l'on  a  l'intégrale  complète 

4az  =  (.r  -!-  ay  -h  6)- 

formée   de  cylindres  paraboliques  tangents   au  plan  des  xy  tout  le  long 
d'une  génératrice.  Le  plan  des  xy  est  une  intégrale  singulière. 

Les  équations  (64),  dans  le  cas  où  F  =  pq  —  z,  admettent  aussi  l'inté- 
grale première/» — y  =:  a.  En  partant  de  cette  intégrale,  on  est  conduit  à 
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l'équation  aux  différentielles  totales 

zdy 


dz  =  (y  -\-  a)  dx 


y  -^a 


que  l'on  peut  écrire  aussi  dx  =  d  (  j>   ce  qui  fournit  une  nouvelle 

intégrale  complète  z  =  {y  -\-  a)  [x  -^  b),  formée  de  paraboloïdes  tangents 
au  plan  des  xy. 

3"  Soit  une  équation  de  la  forme  f(x,  p)  —/^{y,  q)  =  o.  Les  équations 
différentielles  (6^ bis) 

dx  dy  —  dp         dq 

dp  dq  ôx  ôy 

admettent  l'intégrale  première  f{x,p)  =  a.  Si  l'on  adjoint  cette  équation 
à  l'équation  proposée,  on  tire  des  deux  relations 

/(x,  p)  =  a,         fi(y,  q)  =  a, 

les  valeurs  de  p  et  de  q,  p  =  <f  (x,  a),   q  =  ^i(y>  ^t),   et  l'équation   aux 
différentielles  totales 

dz  =  ^(x,  a)dx-h^i(y,  a)dy 
s'intègre  par  deux  quadratures 

z=  I  <f{x,  a)  dx  -{- 1  Oi(  y,  a)  dy-{-b. 

Lorsqu'une  équation  du  premier  ordre  est  de   la  forme   précédente,  on 
dit  que  les  variables  sont  séparées.  Soit  par  exemple  l'équation 

pq  —xy  =  o; 

P      y  • 

nous  pouvons  aussi  l'écrire  —  =  -  .   En   égalant  ces  deux   rapports  à  une 
constante  a,  nous  obtenons  l'équation  aux  différentielles  totales 

Y 
dz  =■  ax  dx  -f-  —  dy. 

a    -^  ' 

ax"^       -1/2 

et  par  suite  l'intégrale  complète  z  = • -\-- 1-  b. 

1  ia 

4°  Proposons-nous  de  trouver  les  fonctions  F(x,  y,  p.  q)  telles  que  les 

équations  (64)  admettent   l'intégrale  première  py — qx  =  a.  Il  faut  et  il 

suffit  pour  cela  que   la   relation  p  dy  ^ y  dp  —  q  dx  —  x  dq  =  o  soit  une 

conséquence  des  relations  (64 et*),  c'est-à-dire  que  la  fonction  F  soit  elle- 
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même  une  intégrale  de  l'équation  linéaire 

OF  dF  dF  dF 

p- y- ^  X- a  ——  =  o. 

^  dq       -^  dx  dy        ^  dp 

Le  système  d'équations  différentielles  correspondantes 

dx    _  dy  _    dp    _  dq 
—y ~    X   ~  —q~    p 

admet  les  trois  intégrales  premières 

ar2-4-jK-=C,  /,î  +  ^2=C',  py  —  qx  =  C, 

et  la  fonction  F  est  donc  de  la  forme  F{py~qx,  x^-+-y^,  P* -^  Ç*)-  La 
recherche  d'une  intégrale  complète  de  l'équation  F  =  o  est  ramenée  à  l'in- 
tégration (le  deux  équations  simultanées  de  la  forme 

p-^q^=/{xi-^y^,  py  —  qx),  py  -qx  =  a. 

En  tenant  compte  de  l'identité 

(p^-hq^)(x^-i-yi)  =  ipy  —qxy--h(px-h  qy)^, 
on  déduit  des  deux  équations  précédentes 


px  -hqy  =  \/(a'*-t-^*)/(a7*-i-^*,  a)  —  a^  =  'f(x^-hy*,  a), 
ce  qui  nous  donne  les  valeurs  suivantes  de  p  et  àe  q  : 

ay -h  X  ^(x*-+-y^,  a)  — ax  ^y  t^(x--^y^,  a) 

P  —  : z '  7  ^^ '~~i « ' 

x^-^y^  ^  x^-hy^ 

et  l'on  a  une  intégrale  complète  par  une  quadrature 

z=-aarctang(^^j-f-j   ^——du  +  b, 

où  u  =:  x^  -h y*. 

Il  est  quelquefois  possible  de  trouver  a  jD/vori,  par  des  considérations 
géométriques,  certaines  combinaisons  intégrables  des  équations  différen- 
tielles (64).  Supposons,  par  exemple,  que  l'on  veuille  obtenir  les  surfaces 
S  dont  le  plan  tangent  en  un  point  quelconque  M  coupe  sous  un  angle 
constant  V  le  plan  passant  par  M  et  par  Os.  Il  est  clair  que,  si  une  surface 
S  répond  à  la  question,  toutes  les  surfaces  qu'on  déduira  de  celle-là  en  lui 
imprimant  un  mouvement  hélicoïdal  autour  de  Oz,  le  pas  des  hélices  étant 
égal  à  h,  répondront  aussi  à  la  question,  et  par  conséquent  la  surface 
enveloppe  2  sera  aussi  une  intégrale  de  la  même  équation.  Or  cette  enve- 
loppe S  est  évidemment  une  surface  hélicoïde  de  pas  h;  comme  on  peut  la 
déplacer  d'une  longueur  quelconque    parallèlement   à  Oz,  il  s'ensuit  que 
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l'équation  aux  dérivées  partielles  du  problème  et  l'équation  aux  dérivées 
partielles  des  surfaces  hélicoïdes  py  —  qx=a  tn"  438)  admettent,  quel 
que  soit  a,  une  infinité  d'intégrales  communes  dépendant  d'une  constante 
arbitraire.  Par  conséquent,  les  équations  différentielles  (64)  des  caracté- 
ristiques de  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  S  admettent 
l'intégrale  première  py  —  qx  =  a,  et  l'on  aura  une  intégrale  complète  par 
une  quadrature. 

Remarque.  —  Il  est  à  remarquer  qu'il  n'est  pas  nécessaire  que  la  rela- 
tion (63)  soit  vérifiée  identiquement  pour  que  le  système  (6i)  soit  com- 
plètement intégrable;  il  suffit  qu'elle  soit  vérifiée  en  tenant  compte  de  la 
relation  F  =  o  elle-même.  On  peut  quelquefois  se  servir  de  cette  circon- 
stance dans  la  recherche  de  la  fonction  <ï>.  En  effet,  trouver  une  combi- 
naison intégrable  des  équations  (64)  revient  au  fond  à  trouver  cinq  fonc- 
tions Xx,  Xy,  X;,  Xp,  "kq  (les  variables  x.,  y,  z,  p,  q,  telles  que 

Xc  dx  -i-  \y  dy  -\-\zdz  -\-  \,,  dp  -+■  "kg  dq 

soit  une  différentielle  exacte  rf*  et  que  l'on  ait  en  outre 

PX.,+  QXJ,+  (P/?-^QgrU,-(X^-/>Z)X,,-(Y^-<7Z)X^=o. 

Si  cette  dernière  relation  n'est  vérifiée  qu'en  tenant  compte  de  l'équa- 
tion F  =  o,  la  fonction  4>  n'est  plus  à  proprement  parler  une  intégrale 
première  du  système  (64).  Cependant,  les  multiplicateurs  X.^,  Xy,  ... 
étant  égaux  aux  dérivées  partielles  de  4>,  les  deux  équations  F  =  o,  *  =  « 
forment  encore  un  système  complètement  intégrable,  car  l'équation  (63) 
est  alors  une  conséquence  de  F  =  o(').  Une  remarque  analogue  s'applique 
au  système  (64  bis). 


(')  Lorsque  l'équation  F  =  o  peut  être  résolue  par  rapport  à  l'une  des 
variables  x,  y,  z,  p,  q.,  on  peut  supposer  que  la  fonction  <^  ne  renferme  pas  cette 
variable,  et  elle  ne  figure  pas  non  plus  dans  les  coefficients  X,  Y,  Z,  P,  Q.  Pour 
fixer  les  idées,  prenons  une  équation  de  la  forme 

P+f{x,y,z,q)  =  0; 

pour  en  trouver  une  intégrale  complète,  il  suffit  de  lui  adjoindre  une  autre  équa- 
tion ^{x,  y,  z,  q)  =  a,  formant  avec  la  première  un  système  complètement  inté- 
grable. La  condition  [/>+/,»]  =0  devient  ici 

â:?        ùf  do       (    df         \d-s       (df  dfx  do  _ 

dx'^d^  d^  '^  V  d^  ~J  }  d^  ~  \'âP  ^  "^  tz]  0^  '  ""' 

et  la  lettre  p  n'y  figure  pas. 

Plus  généralenient,  supposons  qu'on  puisse  satisfaire  à  la  relation  F  =  o  en 
posant 

P  =fi.x,y,  z,\),         q  ^z>{x,y,  z,  1), 

X  désignant   un  paramètre  auxiliaire.  Il  suffit  de    remplacer  X  par  une  fonction 
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ii6.  Problème  de  Cauchy.  —  Etant  donnée  une  équation 

dont  le  second  membre  est  holomorphe  dans  le  voisinage  d'un 
système  de  valeurs  (.TcJKoi^o,  ^o),  et  une  fonction  o(jk)  holomorphe 
dans  le  domaine  du  point  ^o,  telle  que  l'on  ait  cs(^o)  =  -oi 
?'(jKo)=9oî  01  a  démontré  plus  haut  (n"  387)  que  cette  équation 
admet  une  intégrale  holomorphe  dans  le  domaine  du  point(j7o,yo)) 
et  se  réduisant  à  la  fonction  donnée  'f  (j),  pour  x=zXq.  Soit  C  la 
courbe  plane  représentée  par  les  deux  équations  x  =  :ro,  z  =  r:>(^y)\ 
en  langage  géométrique,  le  résultat  qui  vient  d'être  rap|)elé  peut 
s'énoncer  comme  il  suit  :  il  existe  une  surface  intégrale  ana- 
lytique de  C  équation  (65),  et  une  seule,  passant  par  la 
courbe  C. 

Nous  pouvons  généraliser  cet  énoncé.  Considérons  d'abord  une 
équation  de  forme  quelconque 

(66)  F{v,y,z,p,q)==o, 

et  proposons-nous  encore  de  déterminer  une  surface  intégrale  pas- 
sant par  une  courbe  plane  telle  que  C,  située  dans  un  plan  x  =  Xo 
parallèle  au  plan  des  y^.  Soit  z  =  'f(y)  l'équation  du  cylindre 
projetante  parallèlement  àOx.  La  fonction  »  étant  holomorphe 
dans  le  domaine  du  point ^o»  l'équation 

(67)  F(a:o,  yo,  So,  p,  qo)  =  o, 

où^o='f(yo)î  9o  =  '-^' {yo)i  et  où  l'on  regarde  p  comme  l'in- 
connue, admet  un  certain  nombre  de  racines.  Soit  y?o 'une  d'elles. 
Si  la  fonction  F  est  holomorphe  dans  le  voisinage  du  système  de 

valeurs  (:2?oj JKo?  So,/?oj  «70)7  et  si  en  outre  la  dérivée  partielle  {•r-) 

n'est  pas  nulle  pour  ce  système  de  valeurs,  l'équation  (66)  admet 
une  racine/?  =/(a;,  jK,  ^,  q)  qui  est   holomorphe  dans   le   voisi- 


de  X,  y,  z  telle  que  l'équation  dz  =  f  dx  -\-  o  dy  soit  complètement  intégrable, 
ce  qui  conduit  encore  à  une  équation  linéaire  pour  déterminer  X(x,  y,  z)  : 

àf       df  df(d\       d'k     \        do       do.      do  /  d'k       d'K  . 

dy       dz  •        d^\dy       dz  '  )       dx       dz-'        dy^\dx       dz'' 

(AxTOMARi,  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  XIX,  p.   i54.) 
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nage  des  valeurs  Xo,  yo,  Zq,  Ço  (1,  n°  193),  et  nous  sommes 
ramenés  à  une  équation  de  la  forme  (65),  ce  qui  montre  bien  que 
l'équation  (66)  admet  une  surface  intégrale  passant  par  G.  Le  rai- 
sonnement prouve  même  que  celle  équation  admet  m  surfaces  inté- 
grales répondant  à  la  question  si  l'équation  (67)  est  de  degré  m 
par  rapport  à  p.  Il  n'j  a  d'exception  possible  que  si  Tune  des  racines 

dF 
de  l'équation  (67)  satisfait  en  même  temps  à  la  relation  — -  :=  o,  en 

tous  Jes  points  de  G,  puisque  Xo-,yof  ^0  sont  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  de  cette  courbe. 

Gonsidérons  enfin  une  courbe  quelconque  F,  représentée  par  un 
système  de  deux  équations 

(68)  ct  =  My),  z=ix{y), 

et  soit  à  déterminer  une  surface  intégrale  de  l'équation  (66)  pas- 
sant par  r.  Ge  problème  peut  à  son  tour  se  ramener  au  précédent 
au  moyen  d'un  changement  de  variables.  Si  l'on  pose  en  effet 

:r=X  +  X(Y),  j=Y, 

la  relation  dz  =p  dx  +  q  dy  devient 

dz  =pdX-^pr{Y)dY  ^qdY, 
et  l'on  en  tire 

l'équalion  (66)  est  alors  remplacée  par  la  suivanle 

(66  bis)  F  [x  -+-  X(  Y),  Y,  z,^,^-  ^'(^'>^]  =  '^' 

et  nous  aurons  à  rechercher  une  intégrale  de  cette  nouvelle  équa- 
tion se  réduisant  à  [Ji.(Y)  pour  X=o.  Nous  voyorjs  donc  qu'en 
général  une  sur/ace  intégrale  d'une  équation  du  premier  oi'dre 
est  déterminée  si  l'on  se  donne  une  courbe  située  sur  cette  sur- 
face. Il  peut  y  avoir  plusieurs  surfaces  intégrales  correspondant  à 
la  question,  si  l'équation  analogue  à  (67)  a  plusieurs  racines  dis- 
tinctes, de  même  qu'une  équation  diff'érentielle  du  premier  ordre 
et  de  degré  m  en  y'  admet  en  général  /w  courbes  intégrales  passant 
par  un  point  donné.  Nous  reviendrons  plus  loin  sur  le  cas  excep- 
tionnel, oii  les  raisonnements  sont  en  défaut. 
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On  a  donné  le  nom  Ae  problème  de  Caucliy  au  problème  qui 
consiste  à  déterminer  une  surface  intégrale  d'une  équation  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre,  passant  par  une  courbe 
donnée.  Le  choix  de  ce  nom  a  pour  but  de  rappeler  le  lien  étroit 
qui  unit  ce  problème  au  théorème  général  de  Gauchj,  comme  on 
vient  de  l'expliquer.  Nous  allons  montrer  maintenant  comment  on 
peut  résoudre  le  problèmedeCauchy  par  des  calculs  d'élimination, 
quand  on  connaît  une  intégrale  complète,  ce  qui  nous  fournira 
une  vérification  des  résultats  précédents. 

Soient 

V(a7,  ^,  z,  a,  b)  =  o 

une  intégrale  complète  et  F  une  courbe  donnée,  n'étant  pas  située 
sur  l'intégrale  singulière  ni  sur  une  des  intégrales  obtenues  en 
donnante  a  el  k  b  des  valeurs  constantes.  Le  problème  proposé 
revient  à  déterminer  la  ("onction  'f{a)  de  telle  façon  que  cette 
courbe  F  soit  située  sur  la  surface  S  définie  par  les  deux  équations 

dV  d\ 

(69)  V[^,  y,  z,  a,  o(a)]  =  0,  —  +  ^^^?  (a)  =  o. 

Supposons  les  coordonnées  .T,y,  z  d'un  point  de  F  exprimées 
en  fonction  d'un  paramètre  auxiliaire  X, 

(70)  a:=/i(À),  y  =  f^{\),  z  =  fi{\), 

et  soit  U(X,  a,  b)  le  résultat  obtenu  en  remplaçant  x,y,  z  par  les 
expressions  précédentes  dans  Y{x,y,  z,  a,  b).  Les  deux  équa- 
tions simultanées 

(71)  U[X,  «,  cp(«)]=o,         ^  +  ^^çp'(a)  =  o 

déterminent  les  valeurs  de  A  et  de  a  qui  correspondent  aux  points 
d'intersection  de  la  courbe  F  et  de  la  surface  S.  Si  la  surface  S 
passe  par  la  courbe  F,  ces  deux  équations  doivent  former  un  sys- 
tème indéterminé,  et  par  suite,  en  éliminant  \  entre  ces  deux  rela- 
tions, on  doit  arriver  à  une  identité.  Celte  élimination  conduit  à 
une  relation  entre  a,  «p(«),  'f  (^)j 

(72)  n[a,  <p(a),  <p'(a)]  =  o, 

c'esl-à-dire  à  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  pour 
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déterminer  o{_a).  Il  semblerait  donc  que  le  problème  admet  une 
infinité  de  solutions,  contrairement  au  résultat  de  Gauclij.  Mais  il 
est  facile  de  déduire  des  équations  (71)  une  autre  relation  ne  ren- 
fermant pas  'f'{(i).  En  eiïel,  supposons  la  courbe  F  située  lout 
entière  sur  la  surface  S;  quand  ou  se  déplace  sur  F,  a  est  une 
fonction  de  \  qui  satisfait  à  la  fois  aux  deux  équations  (71),  et,  si 
l'on  dillerentie  la  première  de  ces  deux  équations  par  rapport  à  X, 
il  vient,  en  tenant  compte  de  la  seconde, 

(73)  ^=0. 

Cette  relation   ne  contient  que  X,  «,  '-^(a),  et,  en  éliminant  "k 

entre  U  =  o,  -r-  :=  o,  on  aboutit  à  une  équation  qui  détermine  la 

fonction  'f  (a).  La  méthode  à  laquelle  on  est  conduit  a  une  signi- 
fication géométrique  évidente.  En  effet,  l'équation  U(X,  a,  6)  =  o 
détermine  les  valeurs  de  X  qui  correspondent  aux  points  d'in- 
tersection  de   la  courbe    F    avec    l'intégrale    complète;   si  l'on    a 

aussi  —r-  =  o,  cette  équation  a  une  racine  double,  et  l'intégrale 
complète  est  tangente  à  F.  En  éliminant  X  entre  les  deux  rela- 
tions U  (À,  «,  h)  =  0,  -"Y  =  o,  la  condition  obtenue  $  (a,  b)  ^  o 

exprime  donc  que  l'intégrale  complète  est  tangente  à  F,  et  Vinté- 
grale  cherchée  passant  par  T  peut  être  définie  comme  l'enve- 
loppe des  intégrales  complètes  tangentes  à  cette  courbe  F; 
résultat  que  la  géométrie  rend  presque  intuitif  ('). 


(')  Il  est  facile  d'avoir  l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle  (72).  En 
effet,  si  l'on  remplace  X  par  une  constante  arbitraire  îvd,  la  fonction  <f{a)  définie 
par  l'équation 

(e)  L'[\,  a,  cp(a)]  =0 

satisfait  aussi  à  l'équation 

{e  )  -3 f-  y  (a    =  o, 

et  par  suite  à  l'équation  obtenue  en  éliminanl  X„  entre  (e)  et  (e)',  qui  n'est  autre 
que  l'équation  (72).  La  relation  (e)  représente  donc  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (72);  il  y  a  en  outre  une  intégrale  singulière,  qui  donne  précisément  la  solu- 
tion du  problème  proposé. 
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447.  Caractéristiques.  Méthode  de  Cauchy.  —  La  méthode  de 
Cauchy  est  indépendante  de  la  théorie  de  l'intégrale  complète; 
nous  l'exposerons  sous  forme  géométrique.  Pour  cela,  cherchons 
d'abord  la  signi(ication  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  non 
linéaire 

(74)  '  F(^,  r.  «1 />.  g')  =  o. 

Les  coefficients  angulaires  du  plan  langent  à  une  surface  inté- 
grale S  passant  par  un  point  donné  (j7,  j^,  z)  de  l'espace  sont 
liés  par  la  relation  précédente.  Ce  plan  tangent  ne  peut  donc 
être  un  plan  quelconque  passant  par  le  point  (x,  y,  z);  puisque 
la  position  de  ce  plan  ne  dépend  que  d'un  seul  paramètre  arbi- 
traire, il  enveloppe  en  général  un  cône  (T)  ayant  son  sommet  au 
poiat  (x^y,  z),  et  l'équation  (74)  exprime  que  le  plan  tangent 
en  un  point  quelconque  M  de  l'espace  à  toute  surface  inté- 
grale S  passant  par  ce  point  est  aussi  tangent  à  un  certain 
cône  (T)  ayant  son  sommet  en  ce  point. 

Le  cône  (T)  dépend  naturellement  de  la  fonction  F,  et  aussi  de 
la  position  de  son  sommet.  Pour  avoir  l'équation  du  cône  (T)  de 
sommet  (x,  y,  5),  il  faut,  d'après  sa  définition,  chercher  l'enve- 
loppe du  plan 

(75)  Z-z=p{X-x)-^q{\—y), 

les  paramètres /)  et  ^  étant  liés  par  la  relation  (74)-  On  doit  pour 
cela  éliminer/?  et  q  entre  ces  deux  équations  et  la  nouvelle  rela- 
tion (I,  n°  208,  Remarque) 

d¥  d¥ 

(76)  (Y-^)_-(X-.)-=o. 

Les  deux  équations  (73)  et  (76)  représentent  la  caractéristique, 
c'est-à-dire  la  génératrice  de  contact  du  plan  tangent  avec  le 
cône  (T).  Si  l'on  suppose  les  axes  de  coordonnées  rectangulaires, 
on  a  immédiatement  l'équation  du  cône  (N),  supplémentaire  du 
cône  (T),  qui  est  engendré  par  les  normales  aux  diverses  surfaces 
intégrales  passant  par  le  point  M.  Les  équations  de  la  normale 
étant  en  effet 

X  —  x-^p{Z  —  z)  =  o,  Y —y -\- q(Z  — z)  =  0, 

G.,  II.  ,  38 
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on  oblienl,  en  éliminant/?  et  q^  l'équation  du  cône  (N) 


(77) 


^/  X-37 


Lorsque  l'équation  proposée  (74)  est  linéaire  en  p  et  ^7,  le 
cône  (N)  est  un  plan,  et  le  cône  (T)  se  réduit  à  une  droite  A. 
Nous  avons  vu  (n"  438)  que  l'intégration  se  ramène  dans  ce  cas  à 
la  recherche  des  courbes  qui  sont  tangentes  en  chacun  de  leurs 
points  à  la  droite  A  correspondante.  On  est  conduit  à  la  méthode 
de  Cauchy  en  étendant  ce  procédé  aux  équations  non  linéaires. 

Soit  S  une  surface  intégrale,  rej)résentée  par  l'équation 

En  chaque  point  M  de  cette  surface,  le  plan  tangent  est  aussi  tan- 
gent au  cône  (T)  suivant  une  génératrice  (G).  Nous  appellerons 
courbe  caractéristique  toute  courbe  C  de  la  surface  S  qui,  en 
chacun  de  ses  points,  est  tangente  à  la  génératrice  G  correspon- 
dante. Par  chaque  point  de  S  (exception  faite  pour  les  points  sin- 
guliers, s'il  en  existe),  il  passe  une  courbe  de  celte  espèce  et  une 
seule.  Le  nom  de  caractéristiques  donné  à  ces  courbes  sera  jus- 
tifié plus  loin  (n"  448).  Nous  allons  d'abord  montrer,  ce  qui  est 
la  clef  de  la  méthode  de  Cauchy,  que  ces  courbes  peuvent  être 
déterminées  par  un  système  d'équations  différentielles  ordinaires, 
sans  qu'il  soit  nécessaire  de  connaître  la  fonction  /(.2?,  y).  Nous 
savons  d'abord  que  la  tangente  à  la  courbe  G  coïncide  avec  la 
droite  G  représentée  par.  les  deux  équations  (70)  et  (76),  que  l'on 
peut  encore  écrire 

X  —  X Y  —  y  _      Z  —  z 

~V~  =  ~Q^  -  P/^  +  Qg-' 

avec  les  notations  du  n°  445.  Le  long  d'une  caractéristique  x^  y, 
5,  p,  q  sont  des  fonctions  d'une  seule  variable  indépendante,  et 
nous  pouvons  déjà  écrire  entre  les  différentielles  dx,  dy^  dz  les 
relations 

dx       dv  dz  , 

^78)  -F=  Q  =l>qrQ^  =  ^"' 

u  étant  une  variable  auxiliaire  fictive,  qui  est  introduite  unique- 
ment pour  plus  de  symétrie  dans  les  raisonnements.  Le  long  de 
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celle  courbe  C,  on  a  aussi 

dp  =  r  dx  -H  s  dy,  dq  =  s  dx  +  t  dy^ 

/',  5,  t  élanl  les  dérivées  du  second  ordre  de  la  foncliony(^,  y). 
D'autre  pari,  puisque  z  =zf(^x^  y)  est  une  inlégrale  de  l'équation 
proposée  (74)»  les  dérivées  partielles  r,  5,  t  satisfont  aussi  aux 
deux  relations 

X+/jZ-^P/-i-Q5  =  o,         Y-i-^Z-hPs  +  Q<  =  o, 

obtenues  en  différentiant  cette  équation  par  rapportai  et  par  rap- 
port ky.  En  remplaçant,  dans  dp  et  dq^  les  différentielles  o^a; 
et  dy  par  P^^^^  et  Q  du,  il  vient 

dp  ==  (P r  ^Ç^s)  du,  dq  =  (Ps  -+-Qt)du, 

c'est-à-dire,  d'après  les  relations  précédentes, 

dp  =  —  (X  -^ pZ)  du,         dq  =  —  (Y  -h  qZ)  du. 

En  ajoutant  ces  équations  aux  équations  (78),  nous  parvenons  à 
un  système  d'équations  différentielles  ordinaires 

dx  _  dy  _  dz         _     —  dp     _     —  ^H     _  j 

(79)  "F^'-Q-  P^  +  Q^~X+/?Z~Y  +  ^Z~''"' 

qui  est  identique  au  système  (64)  auquel  on  est  conduit  avec  la 
méthode  de  Lagrange. 

Ce  système  d'équations  différentielles  est  absolument  indépen- 
dant de  l'intégrale  considérée.  On  en  déduit  les  conclusions  sui- 
vantes. Soient  (xo,  yo>  ^o)  les  coordonnées  d'un  point  Mo  de  S, 
^0  et  ^0  les  coefficients  angulaires  du  plan  tangent  en  ce  point.  Si 
la  fonction  F  est  liolomorphe  dans  le  voisinage  de  ce  système  de 
valeurs,  et  si  tous  les  dénominateurs  des  rapports  (79)  ne  sont  pas 
nuls  à  la  fois  pour  Xo,  jKo)  ^0»  /^o>  ^o?  les  équations  (79)  admettent 
un  système  d'intégrales  et  un  seul  prenant  les  valeurs  a^o,  ^o,  ^o> 
jDo,  ^0  pour  M  =  o.  Il  s'ensuit  que  5/  deux  surfaces  intégrales  sont 
tangentes  en  un  point  (:ro,yo>  ^0)^  elles  sont  tangentes  tout  le 
long  d'une  courbe  caractéristique  commune  passant  par  ce 
point.  PouE  la  commodité  du  langage  nous  appellerons  élément 
tout  système  de  valeurs  attribuées  aux  cinq  variables  x.,y,z.,p.,q\ 
un  élément  se  compose,  si  l'on  veut,  de  l'ensemble  d'un  point  de 
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coordonnées  (x,y,z)  et  du  plan  de  coefficients  angulaires/?,  q, 
passant  par  ce  point.  Tout  le  long  d'une  courbe  caractéristique, 
^jJKj  z,  p  el  q  sont  des  fonctions  d'une  variable  indépendante  u. 
A  chaque  point  d'une  courbe  caractéristique  correspond  donc  un 
élément  composé  de  ce  point  et  du  plan  de  coefficients  angu- 
laires p,  q^   passant  par  ce  point.    Mais  on   a,  d'après  les  équa- 

lions  {^'jg)^  —  =p  - — |-^-^,de  sorte  que   ce   plan    contient  la 

tangente  à  la  courbe  au  point  (vC,j)^,  ^).  Lorsque  le  point  (je, y,  s) 
décrit  la  courbe  caractéristique,  le  plan  correspondant  enveloppe 
une  surface  développable  passant  par  cette  courbe;  c'est  la  déve- 
loppable  caractéristique.  A  chaque  courbe  caractéristique  cor- 
respond ainsi  une  développable  caractéristique  passant  par  celte 
courbe;  nous  appellerons  désormais  caractéristique  l'ensemble 
de  la  courbe  et  de  la  développable,  ou  la  courbe  seule,  quand  il 
n'y  aura  aucune  ambiguïté  à  craindre.  Une  caractéristique  se  com- 
pose, d'après  cela,  d'une  infinité  d'éléments,  dépendant  d'une 
variable  indépendante,  les  variations  infiniment  petites  de:r,^, 
^,  y?,  ^  étant  liées  par  les  relations  (79).  Une  caractéristique  est 
donc  complètement  définie  si  l'on  se  donne  un  de  ses  éléments, 
et  le  théorème  énoncé  tout  à  l'heure  peut  encore  s'énoncer  sous 
la  forme  suivante  absolument  équivalente  : 

Si  deux  surfaces  intégrales  ont  un  élément  commun,  elles 
ont  en  commun  tous  les  éléments  de  la  caractéristique  issue  de 
cet  élément. 

Les  caractéristiques  dépendent  de  trois  paramètres  arbitraires. 
En  effet,  une  caractéristique  est  déterminée  si  l'on  se  donne  les 
coordonnées  (^05  JKo?  ^o?/>o>  ^0)  d'un  de  ses  éléments;  on  peut 
regarder  l'une  de  ces  coordonnées,  Xq  par  exemple,  comme  ajant 
une  valeur  numérique  donnée,  et,  d'autre  part,  d'après  la  défini- 
lion  même  des  caractéristiques,  on  a,  entre  les  coordonnées  d'un 
élément  quelconque,  la  relation  F(j7o5^oj  2o,  /?o?  ^0)  =  o.  Il  reste 
donc  seulement  trois  paramètres  arbitraires. 

Pour  déterminer  ces  caractéristiques,  remarquons  d'abord  que 
les  équations  (79)  admettent  l'intégrale  première  F=:const., 
de  sorte  que  si  F(^,  y,  z, /?,  ^)  est  nul  pour  les  coordonnées 
(^oj^oj -2aj  y^oj  ^0)  de  l'élément  initial,  F  est  nul  tout  le  long  de 
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la  caractéristique  issue  de  cet  élément,  ce  qu'il  était  aisé  de  pré- 
voir d'après  la  façon  même  dont  on  a  obtenu  les  équations  (79). 
Pour  trouver  les  caractéristiques  de  l'équation  proposée,  on  peut 
donc  adjoindre  au  système  (79)  la  relation  F  =  o  elle-même,  ce 
qui  ramène  ce  système  à  un  sjstèmo  de  trois  équations  différen- 
tielles du  premier  ordre. 

Supposons  qu'on  ait  obtenu  les  équations  en   termes  finis  des 
caractéristiques;  soient,  pour  fixer  les  idées, 


(80) 


y  =/i(ar,  a:o,  ^0,  ^o, /^o,  qo)-,  -«  =/2(^,  a:o,  ^o, -So,  Pa,  Ço), 

P  =/3(^,  ^0,  ro,  -so,  /Jo,  î'o),  q  =/*(ar,  a^o,  ^0,  -^o,  /^o,  5'») 


les  équations  de  la  caractéristique  issue  de  l'élément 

Les  deux  premières  équations  (80)  représentent  la  courbe  carac- 
téristique elle-même,  et  toute  surface  intégrale,  étant  un  lieu  de 
courbes  caractéristiques,  s'obtiendra  en  supposant  que  a:o,jKo>-o? 
/?oj  ^0  sont  fonctions  d'un  paramètre  auxiliaire  v.  Nous  sommes 
donc  conduits  à  rechercher  comment  on  doit  prendre  ces  cinq 
fonctions  de  p,  pour  que  la  surface  engendrée  par  les  courbes 
caractéristiques  soit  une  surface  intégrale.  Pour  traiter  cette 
question  d'une  façon  plus  symétrique,  nous  introduirons  avec 
M.  Daiboux  la  variable  auxiliaire  u. 
Soient 

i   a:  =  ^t{u,Xo,yo,2Q,Po,qo), 
(81)  l  y  =  fiiu,Xo,yo^SQ,Po,q<,), 

(     -5  =  «p3  (  ",  370,  Jo,  -5o,  Po,  qo  ), 

,^.  {P  =  <?i{u,xo,yo,zo,po,qo), 

l   q  =  ?«(«,  ^0,  JKo,  ^0,  />o,  ^0) 

les  formules  qui  représentent  les  intégrales  du  système  (79)  pre- 
nant pour  u  =  o  les  valeurs  ^05  ^oi  2o)/>oj  ^0  respectivement. 
Quand  on  remplace  dans  ces  formules  XQ,yo,  2o,/>o»5'o  pai*  t'es 
fonctions  d'une  seconde  variable  auxiliaire  v,  les  équations  (81) 
représentent  «;n  général  une  surface  S,  u  et  v  étant  regardées 
comme  deux  variables  indépendantes.  Pour  que  cette  surface  S 
soit  une  surface  intégrale,  dont  les  courbes  p  =  const.  soient  les 
caractéristiques,  il  faut  que  les  formules  (82)  donnent  précisément 
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les  coefficients  angulaires  du  plan  langent  à  celle  surlace,  et  en 
outre  que  l'on  ait,  en  tout  point  de  S,  la  relation  F  =  o.  Les 
cinq  fonctions  x,y,  z, p,  q  des  deux  variables  11  el  v  doivent  donc 
satisfaire  aux  Irois  conditions 

(83)  ¥{x,y,z,p,q)  =  o, 

/o,s  dz  dx  dy 

(84)  -3 p- q-^=o, 

ou       '^  du        ^  du 

dz  dx  dy 

Les  cinq  fonctions  c5<  étant  des  intégrales  du  système  (79),  on  a, 
comme  on  l'a  déjà  remarqué,  F{x,y,  z, p,  q)  =  l'{xo,y^*}^o^Poiyo) 
et  par  suite  la  relation  (83)  sera  satisfaite  pourvu  que  l'on  ait 

(86)  F(a7o,  Jc-zo,  jOo,  ^0)  =0. 

La  relation  (84)  est  satisfaite  d'elle-même,  car  c'est  une  consé- 
quence des  équations  différentielles  (79).  Quanta  la  condition  (85), 
Gauchy  la  transforme  comme  il  suit. 

En  désignant  par  H  le  premier  membre  de  celle  relation,  nous 
avons,  en  différenliant  par  rapport  à  m, 

dx  dp        dy  dq 
dv  du        dv  du 

D'autre  part,  en  différenliant  par  rapport  à  p  la  relation  (84), 
nous  avons  aussi 

d^z               d^x  d^y  dp  dx        dq  dy 

"—  p- q  '  ^     ■ 

^   A,,  Ai-,  ï    , 


dH 

d^z 

d^x 

d^y 

du 

du  dv 

—  p 

du  dv 

^  dudv 

du  dv  du  dv  du  dv        dv  du        dv  du 

En  retranchant  membre  à  membre,  il  vient  encore 

d\\        dp  dx        dq  dy        dx  dp        dy  dq 
du        dv  du        dv  du        dv  du        dv  du 

ou,  en  remplaçant  les  dérivées  par  rapport  à   u  par  leurs  valeurs 
tirées  des  formules  (79), 


dn 

=  X^ 

-f- 

s'Z 

-+- 

v'-P 

-4- 

0^ 

du 

dv 

dv 

dv 

^  dv 

z{p 


dx  dy 

dv  dv 


Nous  effectuerons  une  dernière  transformation  en  observant  que 
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les  cinq  fondions  s:,y,  z,  p,  r/  de  i'  satisfont  à  la  relation 

et  que,  par  suite,  l'on  a  aussi 

av  av  dv  ôv  uv 

la  valeur  précédente  de  —  peut  donc  s'écrire 

'  du  V    ^^  '^^         '^v  / 

On  tire  de  cette  relation  la  valeur  suivante  de  H, 

— r  idu 

(88)  H  =  Hoe'« 

Ho  désignant  la  valeur  de  H  pour  u  =  o,  c'est-à-dire  quand  x,y^  5, 
p,q  se  réduisent  respectivement  à  Xo,^o>  -o?  Po,  <7o-  La  fonc- 
tion F,  et  par  suite  1;»  dérivée  partielle  Z  étant  supposées  holo- 
rnorphes  dans  le  voisin.ige  des  valeurs  x^^yo,  ^oj/'oj  fJo->  pour  que 
H  soit  n»il,  il   faut  et  il   suffit    que  Hq   soit  nul,  c'est-à-dire  que 

Ion  a.t-=/>„— +  Vo^.      . 

En  résumé,  pour  obtenir  une  sur/ace  intégrale  ('),  //  su^t 

(  '  )  Le  raisonnement  suppose  toutefois  que  les  dénominateurs  P,  Q,  X-(-/>Z. 
Y  -f-  gZ  ne  sont  pas  tous  nuls  pour  les  valeurs  initiales  j;,,  y,,  z^,  />„  q^.  Dans  ce 
cas,  les  formules  (Si)  et  (8j)  se  réduisent  à  x  =  x^,  y  =  y^,  z  =  z„,  p  =  p„. 
q  =  ^„  tandis  que,  si  l'on  supprime  la  variable  auxiliaire  «,  les  équations  (79) 
peuvent  admettre  des  intégrales  prenant  les  valeurs  initiales  données  (n"  393, 
Remarque).  Les  intégrales  de  l'équation  proposée  qui  satisfont  en  même  temps 
•aux  quatre  équations 

P  =  o,         Q  =  o,         X-+-/)Z  =  o,        Y  +  grZ  =  o, 

échappent  donc  à  la  méthode  générale.  De  telles  intégrales,  s'il  y  en  a,  sont  des 
intégrales  singulières;  il  n'en  existe  pas  d'une  façon  normale,  pour  une  équation 
donnée  a  priori,  et  non  formée  par  l'élimination  des  constantes. 

On  peut  encore  préciser  les  raisonnements  de  façon  à  bien  mettre  en  évidence 
les  hypothèses  nécessaires  pour  la  validité  des  conclusions.  Nous  supposons  tout 
d'abord  que  la  fonction  F  {x,  y,  z,  p,  g)  est  une  fonction  analytique  de  x,  y, 
z,  p,  q.  Pour  montrer  que  toute  intégrale  z  ~  f  {x,y),  est  un  lieu  de  caracté- 
ristiques, il  n'est  pas  nécessaire  de  supposer  que  cette  intégrale  est  analytique;  il 
suffit  d'admettre  quelle  a  des  dérivées  continues  du  second  ordre  r,  s,  t,  puisque 
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de  remplacer^  dans  les  formules  (80)  ou  (81),  ^o^jKo?  ^01  P01  ^0 
par  des  fonctions  d'une  variable  auxiliaire  t»,  satisfaisant  aux 
deux  conditions 

La  mélhode  conduit  1res  facilement  à  la  solution  du  problème 
de  Cauchj.  En  effet,  si  l'on  veut  déterminer  une  surface  intégrale 
passant  par  une  courbe  donnée  F,  on  peut  prendre  pour  Xaifo^  z^ 
les  coordonnées  d'un  point  de  cette  courbe  supposées  exprimées 
en  fonction  d'un  paramètre  variable  v^  et  les  équations  (89)  déter- 
minent />o  et  q^.  La  solution  peut  aussi  s'énoncer  en  langage 
géométrique;  en  effet,  la  première  des  relations  (89)  exprime 
que  le  plan  de  coeflicienls  angulaires  p^.  q^^  passant  par  le 
point  (;ro,  y^sf  ^o)>  est  tangent  au  cône  (T)  ajant  son  sommet  en 
ce  point,  et  la  seconde  que  ce  plan  passe  par  la  tangente  à  la 
courbe  F.  La  marche  à  suivre  peut  donc  être  formulée  ainsi  :  Par 
la  tangente  à  la  courbe  F  en  un  point  M  de  celte  courbe,  on 
fait  passer  un  plan  tangent  au  cône  (T)  de  sommet  M;  soit  G 
la  caractéristique  issue  de  l'élément  ainsi  déterminé  :  la  sur- 
face engendrée  par  cette  caractéristique ,  lorsque  le  point  M 
décrit  la  courbe  F,  est  une  surface  intégrale  passant  par  cette 
courbe  F. 

Il    y   aura   autant  de  surfaces   répondant    à    la    question   qu'on 

ces  dérivées  interviennent  seules  dans  la  démonstration.  Les  caractéristiques, 
étant  définies  par  un  système  d'équations  différentielles  analytiques,  sont  néces- 
sairement des  courbes  analytiques  et,  par  suite,  sur  toute  intégrale,  analytique 
ou  non,  il  existe  une  famille  de  courbes  analytiques,  les  caractéristiques.  Les 
fonctions  tp,,  es,,  ...,  ç^,  qui  représentent  l'intégrale  générale  des  équations  (79)  sont 
des  fonctions  analytiques  de  u  et  des  valeurs  initiales  x„,  y^,,  z^,  />„,  q^,  (n»  388). 
Pour  que  les  calculs  qui  suivent  et  leur  conclusion  soient  rigoureux,  il  suffit  que 
ces  valeurs  initiales  soient  des  fonctions  continues  d'un  paramètre  v,  admettant 
des  dérivées  continues,  mais  il  n'est  pas  nécessaire  qu'elles  soient  des  fonctions 
analytiques  de  v. 

Ceci  est  bien  d'accord  avec  la  méthode  de  la  variation  des  constantes.  Si  l'in- 
tégrale complète  \  {x,  y,  z,  a,  b)  est  une  fonction  analytique  de  ses  arguments, 
il  en  sera  de  même  de  F  (a?,  y^  z,  p,  q),  mais  rien  n'exige  dans  la  suite  du  rai- 
sonnement que  la  fonction  arbitraire  b  =  <s  {a)  soit  une  fonction  analytique  de  a. 
Une  remarque  analogue  s'applique  à  l'intégrale  générale  d'une  équation  linéaire. 
Pour  plus  de  détails  sur  ce  sujet,  voir  E.  1^.  Hedrick,  Ueber  den  analy- 
tischen  Character  der  Lôsungen  von  Differentialgleichungen  {Inaugural-Dis- 
sertation, Gôttingen,  1901). 
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peut  mener  de  plans  tangents  au  cône  (T),  par  une  tangente  à  la 
courbe  T.  Il  est  clair  qu'on  doit  associer  les  plans  tangents  for- 
mant une  suite  continue. 

Considérons  d'abord  le  cas  général  où  la  tangente  à  la  courbe  F 
n'est  pas  une  génératrice  du  cône  (T);  p^  et  q^  étant  les  coeffi- 
cients angulaires  du  plan  tangent  au  cône  (T),  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  génératrice  de  contact  sont  proportionnels  à   Pq,  Qo, 

Po/^o+  Qo^o  [formules  (^5)  61(76)].  La  différence  Po  -4-^  —  Qo  -j^ 

n'est  donc  pas  nulle,  et  par  suite  les  valeurs  de  po  et  de  Ço  tirées 
des  relations  (89)  sont  des  fonctions  holomorphes  de  pdans  le  voi- 
sinage du  point  considéré  de  F.  D'un  aulre  côté,  on  peut  résoudre 
les  deux   premières   équations   (81)  par  rapport  à   m   et  à   c,  car 

11,.  •  r  .  ,    dx  ôy        dy  dx  ,  ,    . 

le  déterminant  tonctionnel 7- f-  t-  se  réduit  pour  m^o  a 

du  ov        du  ov  ^ 

(^•)  1^-  m  ^,  c-est-à-dire  à  P„^_Q„^.  En  portant  les 
\du/  0  dv         \àu/  ^  dv  dv         ^    dv  ^ 

valeurs  de  u  et  de  v  dans  la  troisième  formule  (81),  on  voit  que  z 

est  une  fonclion    holomorphe  de  x  et  dey  dans  le  voisinage  du 

point  considéré  [voir  n"  4"46). 

Lorsque  la  tangente  à  la  courbe  F  se  confond  avec  la  génératrice  de 
contact  du  plan  de  coefficients  angulaires  p^^  q^  avec  le  cône(T)  en  un 
point  particulier  de  celle  courbe,  ce  point  est  en  général  un  point  sin- 
gulier pour  l'intégrale  correspondante.  Lorsque  cela  a  lieu  en  tous  les 
points  de  T,  nous  avons  deux  cas  à  distinguer  suivant  que  la  courbe  F  est 
une  courbe  caractéristique,  ou  non. 

Si  la  courbe  F  est  une  courbe  caractéristique,  elle  est  tangente  en  cha- 
cun de  ses  points  à  une  génératrice  G  du  cône  (T)  ayant  ce  point  pour 
sommet,  et  la  développable  caractéristique  est  l'enveloppe  du  plan  tan- 
gent au  cône  (T)  suivant  la  génératrice  G,  lorsque  le  sommet  M  décri.t  F. 
La  courbe  caractéristique  issue  de  chacun  des  éléments  ainsi  déterminés  se 
confond  avec  la  courbe  F  elle-même,  et  les  formules  (81)  ne  définissent 
pas  une  surface.  Mais  il  est  clair  que  dans  ce  cas  le  problème  est  indéter- 
miné. Soient  en  effet  M  un  point  de  F,  P  le  plan  tangent  au  cône  (T)  de 
sommet  M  suivant  la  tangente  G  à  F,  et  F'  une  autre  courbe  passant 
par  M  dont  la  tangente  en  M  soit  une  droite  du  plan  P  différente  de  G. 
D'après  ce  que  nous  venons  de  démontrer,  la  surface  intégrale  passant 
par  F'  renferme  la  courbe  F. 

Si  l'équation  proposée  (74)  n'est  pas  linéaire  en />  et  q,  comme  nous  le 
supposons,  la  courbe  F  peut  être  tangente  en  chacun  de  ses  points  à  une 
génératrice  G  du  cône  (T)  correspondant,  sans  être  une  caractéristique. 
Les  courbes  les  plus  générales  jouissant  de  cette  propriété  dépendent  en 
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effet  à^wne  fonction  arbitraire.  Soit 

l'équation  du  cône  (T)  de  sommet  {x^y,z).  Pour  qu'une  courbe  V  soit 
tangente  en  chacun  de  ses  points  à  une  génératrice  de  (T),  les  coordon- 
nées a?,  ^,  z  d'un  point  de  celte  courbe  doivent  èlre  des  fonctions  d'une 
variable  v  satisfaisant  à  la  condition 

Si  l'on  prend  par  exemple  x  pour  variable  indépendante,  on  peut  choisir 
arbitrairement^  =y(ar),  et  en  remplaçant  y  par  /(a?)  dans  la  relation 
précédente  on  a  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  pour  déter- 
miner 3  en  fonction  de  a;.  On  appelle  courbe  intégrale  toute  courbe  satis- 
faisante la  condition  (90),  sans  être  une  courbe  caractéristique. 

Cela  posé,  supposons  que  la  courbe  F,  pour  laquelle  on  veut  résoudre 
le  problème  de  Gauchy,  soit  une  courbe  intégrale.  De  chaque  point  M  de  F 
part  une  courbe  caractéristique  tangente  à  F,  et  il  résulte  du  calcul  fait 
plus  haut  que  la  surface  S  engendrée  par  ces  caractéristiques  est  une  sur- 
face intégrale;  il  suffit  en  effet  de  prendre  pour  Xq,  y^,  Zo  les  coordon- 
nées d'un  point  de  F  et  pour  /jq,  go  les  coefficients  angulaires  du  plan 
langent  au  cône  (T)  le  long  de  la  tangente  à  F.  Mais  cette  courbe  F  est 
une  ligne  singulière  de  la  surface  S.  En  effet,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  les 
dérivées  /',  5,  t  auraient  des  valeurs  finies  en  un  point  de  F  et,  comme  l'on 
a  déjà  Qo  rfxo  =  Podyo,  les  calculs  faits  à  la  page  395  pour  établir  les 
équations  (79)  s'appliqueraient  sans  modification,  et  l'on  en  conclurait  que 
la  courbe  F  est  une  caractéristique,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 
Cette  courbe  F,  qui  est  l'enveloppe  des  caractéristiques  de  la  surface  S,  est 
analogue  à  l'arête  de  rebroussemenl  d'une  surface  développable. 

Remarque.  —  La  mélhocJe  de  Caiichj  donne  aussi  facilement 
tine  intégrale  complète.  On  satisfait  en  effet  aux  t:ondilions  (89) 
en  posant  Xq  =  a,  >'o  =  b,  Zq  =  c,  «,  b,  c  étant  trois  constantes 
quelconqnes,  />o  elq,^  étant  liés  par  la  relation  F(«,  b,  c,/>o,<7o)=o. 
La  surface  inléj^rale  ainsi  oblenne  est  le  lieu  des  courbes  carac- 
téristiques issues  du  point  («,  b^  c),  qui  est  évideiniuent  un  point 
conique  pour  cette  surface.  Si  l'on  regarde  une  des  coordonnées  a,  . 
6,  c  comme  une  constante  numérique,  on  a  une  intégrale  complète. 

Exemples.  —  1"  Prenons  l'équalion  traitée  par  Cauchy  pg — xy  =  o; 
les  équations  différentielles  des  caractéristiques  peuvent  s'écrire,  en  tenant 
compte  de  l'équation  elle-même, 

p  dx  ■=  g  dy  =■  —  =  x  dp  =  y  dg. 
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On  en  tire  successivement  les  combinaisons  intégrables 

dp        dx  dq        dy  j  P         j  1         j 

—  =  — >  — i- = -:^,  dz=^—ixdx  =  —iydy. 

p         X  q        y  X  r 

et  la  caractéristique  issue  de  l'élément  (a^oj^o»  ^o,  Po,  Ço)  est  représentée 
par  les  formules 

Po        ^0  qo        JKo  xo^  "'       ^0    *^         "^" 

oeo,yo,po,  ço  étant  liées  par  la  relation  poÇo  =  ^0^0»  Pour  avoir  l'intégrale 
qui,  pour  x  =  Xq,  se  réduit  à  <p(^),  nous  poserons,  conformément  à  la 
méthode  générale,  jyo  =  u,  Zq  =  9(u),  et  les  équations  (89)  donnent  ici 

^o=<?(«),       Po=YiJ'y 

L'intégrale  demandée  est  donc  représentée  par  le  système  des  deux  équa- 
tions simultanées 

qui  définissent  m  et  ^  comme  fonctions  de  x  et  de^.  Ces  deux  équations 
peuvent  être  remplacées  par  les  suivantes  : 

[z-tf(u)]i=(x^~xl)iy^-u^),         [z  -  ^(u)]  ^'(u)  =  u(x^ -  xl), 

dont  la  seconde  se  déduit  de  la  première  en  différentiant  par  rapport  au 
paramètre  u.  On  aura  l'intégrale  cherchée  en  éliminant  m,  et  nous  pou- 
vons obf^erver  que  ce  résultat  est  bien  d'accord  avec  la  théorie  de 
Lagrange. 

2"  Reprenons  l'équation  de  la  page  582 

(l-H/?2+y2)^2—  R2=   O, 

qui  exprime  que  la  longueur  du  segment  de  normale  limité  au  plan  des  xy 
est  égal  à  R.  Pour  avoir  le  cône  des  normales  (N)  relatif  à  un  point  M  de 
l'espace,  il  suffira  donc  de  décrire  du  point  M  pour  centre  une  sphère  de 
rayon  R,  et  de  prendre  le  cône  de  révolution  de  sommet  M  passant  par  le 
cercle  d'intersection  du  plan  des  xy  avec  celte  sphère.  Le  cône  (T)  est  le 
cône  de  révolution  de  sommet  M,  supplémentaire  du  premier.  Nous  con- 
naissons ici  une  intégrale  complète,  les  sphères  de  rayon  R  ayant  leur 
centre  dans  le  plan  des  xy  ;  les  courbes  caractéristiques,  intersection  de 
deux  sphères  infiniment  voisines  (voir  n°  448),  sont  donc  des  cercles  de 
rayon  R,  dont  les  plans  sont  parallèles  à  l'axe  des  z  et  dont  les  centres 
sont  dans  le  plan  des  xy.  Toute  courbe  intégrale,  nous  l'avons  vu,  peut 
être  considérée  comme  l'enveloppe  des  courbes  caractéristiques  situées  sur 
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une  surface  intégrale.  Ces  courbes  sont  donc  représentées  par  le  système 
des  trois  équations 

(a;  — a)î+[j  — cp(a)]î  +  zî—  Rî=o, 

X  —  a-(-[j  —  (p(a)]ç'(a)  =  o, 

I -H  cp'*(a) -f- (p(a)  ©"(a)  — ^ '^''(a)  =  o, 

la  fonction  cp(a)  étant  arbitraire. 

448.  Les  caractéristiques  déduites  d'une  intégrale  complète.  —  La 
notion  de  caractéristique  peut  se  déduire,  d'une  façon  très  naturelle,  de 
la  théorie  de  Lagrange.  Nous  avons  vu,  en  effet,  que,  si  V  =  o  est  une 
intégrale  complète  de  l'équation  du  premier  ordre  proposée,  on  obtient 
une  surface  intégrale  en  éliminant  a  entre  les  deux  relations 

(91)  V[a7,7,  z,  a,<p(a)]=o,  _  .+- __cp  («)  =  o, 

tp(a)  étant  une  fonction  arbitraire.  Lorsque  l'on  donne  au  paramètre  a 
une  valeur  constante,  ces  deux  équations  représentent  une  courbe,  dont 
le  lieu  est  la  surface  intégrale.  Les  équations  de  cette  courbe  sont  de  la 
forme 

(92)  V(ar,j,  2,  a,  6)  =  0,         _-4-_c  =  o, 

a,  6,  c  étant  des  paramètres  arbitraires.  Ces  courbes  forment  un  com- 
plexe^ et  nous  voyons  que  les  surfaces  intégrales  sont  engendrées  par  les 
courbes  de  ce  complexe,  associées  suivant  une  loi  convenable.  Le  nom  de 
caractéristiques  donné  à  ces  courbes  s'explique  de  lui-même,  puisque  ce 
sont  les  courbes  de  contact  de  l'intégrale  complète  avec  son  enveloppe. 
Les  développables  caractéristiques  s'introduisent  tout  aussi  naturellement. 
Considérons  une  courbe  caractéristique  correspondant  aux  valeurs  ao,  60, 
Cq  des  paramètres  a,  6,  c;  toutes  les  surfaces  intégrales  obtenues  au 
moyen  de  fonctions  ©,  telles  que  l'on  ait  èo=©(ao).  Co  =  cp'(ao))  passent 
par  cette  courbe  et  sont  tangentes  entre  elles  tout  le  long  de  cette  courbe, 
car  les  valeurs  de  p  el  A&  q  qui,  pour  un  point  quelconque  d'une  surface 
intégrale,  sont  données  par  les  formules 

,   ,,  d\  dW  d\  d\ 

(93) \-p—-=o,  -—  -h  q—-  —  o, 

ox  oz  ày  dz 

sont  les  mêmes  pour  toutes  ces  surfaces.  Il  est  donc  naturel  d'associer  à 
chaque  courbe  caractéristique  une  développable  caractéristique  passant 
par  cette  courbe.  Les  quatre  équations  (92)  et  (93)  permettent  d'exprimer 
quatre  des  variables  x,y^  z,p,q  au  moyen  de  l'une  d'elles  et  des  trois 
constantes  arbitraires  a,b^c.  Pour  démontrer  l'identité  des  multiplicités 
ainsi  définies  avec  les  caractéristiques  déduites  de  la  méthode  de  Cauchy, 
supposons  que  l'intégrale  complète  soit  représentée  par  une  équation  de  la 
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forme  ^  =  «ï>  {x, y,  a,  b).  Les  équations  (92)  et  (gS)  deviennent 
(94)  -5  =  *(a7,  j',  a,  6),         'd^^'àb^^^' 

Les  relations  (94)  et  (95)  permettent  d'exprimer  les  cinq  variables 
{x,y^  z,p,  q)  au  moyen  de  l'une  d'elles  {x  par  exemple),  et  des  trois  con- 
stantes arbitraires  a,  b,  c.  Tout  revient  à  démontrer  que  ces  fonctions 
satisfont  aux  équations  différentielles  (64).  La  fonction  ^{x.,y,  a,  b) 
étant  une  intégrale  complète  de  l'équation  F  =  o,  on  a  déjà  entre  ces  fonc- 
tions les  deux  relations 

(96)  ¥{x,y,z,p,q)  =  o         dz  =  p  dx -^  q  dy. 

D'autre  part,  on  déduit  de  la  seconde  des  équations  (94) 

Or,  si  l'on  différentie  par  rapport  aux  constantes  a  et  6  l'identité 


il  vient 


Z  ^ -H  P -^^  4- O -^i^  =0 

da  da  dx  da  dy         '' 

'"db^^dbd^^^dFd^-''' 
et  par  suite,  en  éliminant  Z, 

(98)  ^[d^-^'db^)^^\d^-^'ôbô^)=''- 

La  comparaison  des  deux  relations  (97)  et  (98)  prouve  que  l'on  a 
-—=  -^.  Les  dernières  équations  (64)  s'établissent  comme  au  n°  447,  en 
rapprochant  les  relations 

dp  =  -T— r  dx  -+-  - — T-  dy,  dq  =  -r — —  dx  -h  ——  dy, 

^        dx^  dxdy    -^  ^        dx  dy  dy^    -^  ' 

déduites  des  équations  (95)  des  relations 

X  +  Z  — 4-P  —    -f-0    ^"^    =0 

dx  dx^  dx  dy  ' 

Y-^Z— -+-P-^^+0   —    =0 

dy  dx  dy  dy^  ' 
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/  <)*      d*  \ 

obtenues  en  différentiant  l'identité  F  lx,y,'i>,  — ,  —  1  =  o,  par  rapport 
aux  variables  .r  et^. 

Remarque.  —  La  théorie  de  l'intégrale  complète  s'applique  aussi  bien 
aux  équations  linéaires  qu'aux  équations  non  linéaires.  Il  semble,  au  con- 
traire, à  première  vue,  que  la  méthode  de  Gauchy  se  présente  d'une  façon 
tout  à  fait  différente  pour  les  équations  linéaires  et  pour  les  équations  non 
linéaires.  En  effet,  les  caractéristiques  d'une  équation  linéaire,  ou  d'une 
équation  qui  se  décompose  en  plusieurs  équations  linéaires,  forment  une 
congruence  et  non  un  complexe.  Mais,  si  l'on  associe  à  chaque  courbe 
caractéristique  une  développable  caractéristique,  l'anomalie  disparaît. 
Chaque  courbe  caractéristique  appartient  en  effet  à  une  infinité  de  déve- 
loppables  caractéristiques  dépendant  d'une  constante  arbitraire,  de  sorte 
que  cet  ensemble  dépend  bien  de  trois  constantes  arbitraires.  Reprenons 
par  exemple  l'équation  des  surfaces  coniques  px  -h  qy  —  5  =  0.  L'équation 
z=-ax-^by  représente  une  intégrale  complète  formée  de  plans  P  passant 
par  l'origine.  Les  courbes  caractéristiques  sont  des  droites  passant  par 
l'origine,  et  les  développables  caractéristiques  sont  les  plans  P  eux- 
mêmes.  On  obtiendra  donc  une  caractéristique  en  associant  à  une  droite 
passant  par  l'origine  un  plan  passant  par  cette  droite;  cet  ensemble 
dépend  bien  de  trois  constantes  arbitraires. 

449.  Extension  de  la  méthode  de  Cauchy.  —  La  méthode  de 
Gauchy  ç'élend  sans  difficulté  à  une  équation  à  un  nombre  quel- 
conque de  variables  indépendantes 

(99)  F(a7i,a?2,  ...,a7„;  z, /Ji,/?2,  •••,/'«)  =0,  /j,=  — . 

Soit  >3  =:  <I>(;r,,  x-i^  ...,  Xn)  une  intégrale  quelconque  de  l'équa- 
tion (99);  nous  appellerons  élément  de  cette  intégrale  l'ensemble 
d'un  système  de  valeurs  particulières  ^°,  x%,  . . .,  x^  des  variables 
indépendantes  et  des  valeurs  correspondantes  5", /o",  •••iPn  ^^ 
ta  fonction  $  et  de  ses  dérivées  partielles.  Supposons  qu'on  fasse 
varier  les  éléments  de  l'intégrale  à  partir  de  certaines  valeurs 
initiales  x^,  z^,p^.,  de  façon  à  satisfaire  constamment  aux  équa- 
tions différentielles 

dxi        dxo  dxn 

où  l'on  a  posé  (n**  445) 

X  -   '^^  P,-   ^^  7-^^ 

OXi  Ùpi;  oz 
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Il  est  clair  que  ces  équations  déterminent  complètement  une 
famille  de  courbes  (ou  multiplicités  à  une  dimension)  sur  chaque 
intégrale.  En  effet,  si  z  est  connue  en  fonction  de  x, ,  Xo^  .  .  . ,  x„, 
il  en  est  de  même  des  dérivées  partielles  pi  et  par  suite  des  fonc- 
tions P/.  Ces  relations  (loo)  forment  donc  un  système  de  (n —  i) 
équations  différentielles  du  premier  ordre  entre  les  n  variables 
(Xi,x.2 .  .  .  iX,,).  D'après  la  lliéorie  des  équations  différentielles, 
par  chaque  point  de  la  surface  intégrale,  il  passe  en  général  une  de 
ces  muUiplicilés  et  une  seule.  Si  à  chaque  point  (xx,  X2,  •.'■,  x^,  z) 
de  l'une  de  ces  multiplicités,  on  associe  les  valeurs  correspon- 
dantes de  p, ,  Pi,  .  .  . ,  />«,  on  a  une  suite  simplement  infinie  d'élé- 
ments, qu'on  appelle  encore  caractéristique.  Nous  allons  montrer 
que,  sans  connaître  l'expression  de  la  l'onction  z,  on  peut  ajouter 
aux  relations  (>oo)  d'autres  équations  différentielles  permettant 
de  définir  complètement  la  variation  des  variables  Xi,z,p/f,  le 
long  d'une  caractéri5ti(|ue. 

Parlons  d'un  élément  de  l'intégrale  (x^,z^,pl)  et  considérons 
la  caractéristique  issue  de  cet  élément.  Le  long  de  cette  caractéris- 
tique, les  variables  .r/,  z,  p^  sont  des  fonctions  d'une  seule  variable 
indépendante  vérifiant  la  relation  F:=:o,  et  dont  les  différentielles 
satisfont  aux  équations  (100)  et  en  outre  aux  équations 

dz  —  pi  dxi  -f- . . .  -}-pn  dxn-, 
d'^z 

dpi=  pndxi-^...->rpindXn,  Pik—  ^^ .  ^^  (l  =  1 ,  2,   .  .  .  ,  rt), 

qui  résultent  de  la  définition.  En  différentiant  la  relation  F  =  o, 
par  rapport  à  la  variable  Xi,  il  vient 

Xi-hpiZ-h  Pip/i^...-hPnPin=  o; 

désignons  par  du  la  valeur  commune  des  rapports  (lOo)  et  rem- 
plaçons dans  la  formule  précédente  P,-  par  -r^;  nous  trouvons 

(Xi-h  piZ)  du  -t-/)/i  dxi-h. .  .-^  Pin  dxn=  o, 

c'est-à-dire 

(  Xi  -h  piZ)  du  -h  dpi  =  o. 

Ceci  nous  montre  que  les  éléments  d'une  intégrale  satisfont, 
tout  le  long  d'une  caractéristique,  au  système  d'équations  diffé- 


6o8  CHAPITRE   XXII.    —    ÉQUATIONS   AUX   DÉRIVÉES   PARTIELLES. 

rentielles 

dxi  dz  —  dpk  I  ,  •    1  N 

Ces  équations  ne  dépendent  pas  de  la  fonction  $  et,  par  suite, 
on  peut  déterminer  les  éléments  successifs  d'une  caractérislique, 
pourvu  que  l'on  connaisse  un  seul  élément  (x'^,  z^,  pi).  On  en 
conclut,  comme  plus  haut  (n°447)  que,  si  deux  intégrales  ont  un 
élément  commun,  elles  ont  en  commun  tous  les  éléments  de  la 
caractéristique  issue  de  cet  élément. 

Si  les  dénominateurs  des  équations  (loi)  restent  finis  et  ne 
sont  pas  tous  nuls  pour  les  valeurs  initiales,  ce  que  nous  suppo- 
serons, on  tirera  de  ces  équations 

(I02)     Xi=fi{a,x\,z\pl),     pk=^k{u,x\,z\p\),     ^  =  4;(w,a7?,^o,^o)^ 

x\,z^,p\  désignant  les  valeurs  initiales  correspondant  à  la  valeur 
initiale  a  =  o  de  la  variable  auxiliaire  m;  les  fonctions  y,,  œ^?  4* 
sont  des  fondions  continues  de  u  et  des  valeurs  initiales,  admet- 
tant des  dérivées,  au  moins  entre  certaines  limites. 

Puisque  chaque  intégrale  est  un  lieu  de  caractéristiques,  il  est 
clair  que  toute  Intégrale  sera  représentée  par  les  formules  (102), 
où  x\.^z^,p\  doivent  être  des  fonctions  de  /i —  i  variables  indé- 
pendantes, de  façon  que  ces  formules  représentent  bien  une  mul- 
tiplicité à  n  dimensions.  Mais.il  faut  en  outre  que  ces  in-\-\ 
fonctions  Xi,z,pk  de  n  variables  indépendantes  vérifient  les  rela- 
tions 

¥{Xi,Z,pk)  —  ¥{Xu   ...,Xn,Z;p^,   ...,pn)  =  0, 


(io3) 

(  dz — pidxi  —  p^dx^  —  ... — p,idx,i=o 

Comme  les  équations  dlfférenllelles  (loi)  admettent  la  combi- 
naison intégrable  £/F  =  o,  il  suffira  qu'on  ait  F(.r",  ^'*,/>°.)  =  o 
pour  que  la  première  des  relations  (io3)  soit  vérifiée.  D'autre 
part,  on  a  aussi,  d'après  les  équations  (ioj), 

dz  dxi  dx,i 

du  du  du 

Les  valeurs  Initiales  a?", -s",/?^  étant  fonctions  àe  n — i  variables 
indépendantes  Vi,V2-,  •••,  t'w-i,  il  faudra  qu'on  ait  aussi 

U  =  02  — />i  oa?!  — . . .  —  pn  ox,i=  o, 
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la  lettre  o  désignant  les  différentielles  correspondant  à  des  accrois- 
sements arbitraires  oVf.  ...,  ^v„_i  de  ces  variables.  En  procédant 
comme  dans  le  cas  de  n  =  2,  nous  avons  nécessairement 

du  z=  d^Z  — pi  d  ^jXx  — . . .  —  pnd  ^Xn  —  <^/>i  ôa*!  — ...  —  dp  a  ox,„ 
dz  =  pi  dxi  -+■.  .  .-r-  p„  dXn, 

0  dz  =:  Pi  0  dxi  -h. .  .-h  p„o  dXfi  -r-  cpi  dxi  -I- ...  -h  op„  dXfi 

et,  comme  on  peut  intervertir  l'ordre  des  opérations  d  et  o, 

n 

d{]  =  ^  •  0/?/  dx,-  —  dp,  cxi  J , 

i  =  l 
n 

~2  !  ^'  ^^'"^  (^'"+"  />/Z)  oa-/  ;  du  ; 

i=  1 

puisque  z-,  x/,  pk  vérifient  l'équalion  F  =  o,  on  aura 

< 
et,  par  suite;  » 

dV  =  —  ZVdu. 

On  en  conclut  l'expression  suivante  de  U 

— r  tdu 

u  =  Uo  e  *^» 

Pour  que  U  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  que  Uo  soit  nul,  c'est- 
à-dire  qu'on  ait 

oi"  —  pI  5x1  —  •••-"/>«  ^^?i  —  O- 

Eu  résumé,  pour  que  les  formules  (102)  représentent  une 
intégrale^  il  faut  et  il  suffit  que  les  valeurs  initiales  [x^,z^^pl) 
soient  des  fonctions  de  n  —  1  variables  indépendantes,  satisfai- 
sant identiquement  aux  conditions 

(io4)  ¥{x^i,z\pl)  =  o, 

(io5)  oz^—p\ox\—p\  ^x%—...—p%oxl=o. 

Tout  système  de  2/1 -t-i   fonctions  (.r",  J<',/>2)  de  n — i   variables 

vérifiant  ces  conditions  définit  une  multiplicité  à  (/i —  i)  dimen- 

G.,  II.  39 
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sions  d'éléments;  on  peut  dire  encore  que  toute  intégrale  de 
J'équalion  F  =  o  est  engendrée  par  les  caractéristiques  issues  des 
divers  éléments  d'une  multiplicité  de  cette  espèce. 

En  particulier,  si  l'on  veut  avoir  l'intégrale  de  Cauchy,  qui 
poui-  a;,  =x'l  se  réduit  à  une  fonction  donnée  ^{x-2i  •  •  • ,  ^n),  on 
prendra  .r",  x",  .  . . ,  .r"  pour  variables  indépendantes  {x^^  étant 
supposé    constant)    et    la    relation    (io5)    donne    les   valeurs    de 

La  valeur  de />"  se  tirera  de  la  relation  (io4);  si  P"  n'est  pas 
nul,  ainsi  que  nous  devons  le  supposer  pour  que  le  théorème 
général  d'existence  soit  applicable  (n"  194),  p\  sera  une  fonction 
holomorphe  de  xl,  .  .  .,  j;"  dans  un  certain  domaine,  et  les  équa- 
tions (102)  donneront  pour  z,  .r/,  pk  des  fonctions  holomorphes 
de  M,  x\,  .  .  . ,  x^^.  D'ailleurs  le  jacobien 

n'est  pas  nul,  car  il  se  réduit  à  P"  pour  m  =  o.  On  pourra  donc 
résoudre  les  n  premières  équations  (102)  par  rapport  à  m, 
ajj,  ...,a:",  et  en  portant  ces  expressions  dans  la  dernière,  on 
obtiendra    pour   z    une    fonction    holomorphe    des    variables    .2?,, 

X^i  •  •  •  ,  Xfi- 

Remarque.  —  Jl  peut  se  faire  que  l'application  de  la  règle  générale 
précédente  ne  conduise  pas  à  une  intégrale.  Par  exemple,  il  pourrait  se 
faire  que  la  multiplicité  d'éléments  définie  par  les  formules  (102)  ne  dé- 
pende pas  en  réalité  de  n  paramètres  arbitraires.  C'est  ce  qui  arriverait  si 
la  multiplicité  formée  par  les  éléments  (.rf,  z'>,p'l)  se  composait  de  carac- 
téristiques; dans  ce  cas,  en  effet,  la  multiplicité  définie  par  les  forn)ules  (10-2) 
se  confondrait  avec  la  multiplicité  des  éléments  (ar^,  z'',pl). 

Ce  cas  étant  écarté,  il  peut  aussi  arriver  que  l'élimination  des  para- 
mètres u,Vi, .  ..,  v,i-i  entre  les  équations  (102)  conduise  À  plusieurs  rela- 
tions distinctes  entre  les  variables  Xi,  ...,  a7„,  z.  Pour  ne  pas  rejeter  de 
pareilles  solutions,  on  convient  avec  Sophus  Lie  d'élargir  la  définition  de 
l'intégrale  et  d'appeler  intégrale  de  l'équation  F  =  o  tout  système  de  oc" 
éléments  (xi,  z,  p^)  vérifiant  les  relations 

(106)  F(a7/,  5, /?/,-)  =  o,  dz  ~  p\dxY-^. .  .-\- pndxn. 
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450.  Systèmes  linéaires  et  homogènes.  —   Considérons   un 
système  de  ^  équations  linéaires  et  homogènes  à  une  inconnuey 

(107)  /  "^  C>ari  dj:-»  OXn 


dont  les  coefficients  «/^  sont  fonctions  des  n  variables  indépen- 
dantes X\ ,  X2,  . . .,  .T/,,  et  ne  renferment  pas  la  fonction  inconnue/. 
Les  g  équations  (107)  sont  dites  indépendantes  s'il  n'existe 
aucune  relation  identique  de  la  forme 

X,X,(/)+...+  X^X^(/)  =  o, 

où  X,,  A2,  .  .  . ,  A^  sont  des  fondions  de  .r,,  a:^^  .  .  .  ■,  oc,,  non  toutes 
nulles.  Il  est  clair  que  (ont  système  de  q  équations  non  indépen- 
dantes peut  être  remplacé  |)ar  un  système  de  q'  équations  indépen- 
dantes {q'<^q),  équivalent  au  premier,  et  qu'un  système  ne  peut 
renfermer  plus  de  n  équations  indépendantes. 

Nous  pouvons  donc  lonjours  supposer  les  q  équations  (10^) 
indépendantes  et  q^n. 

Si  q  =  n,  les  équations  (  i  o^)  étant  indépendantes,  le  déterminant 
des  coefficients  «/^  n'e-^l  pas  nul,  et  ces  équations  n'admettent  pas 
d'autre  intégrale  commune  que  la  solution  banaley=:  C,  que  nous 
négligerons  dans  la  suite.  Si  q  est  inférieur  à  n.,  on  peut  toujours 
trouver  les  intégrales  communes  aux  équations  (107)  par  des 
intégrations  successives.  En  eftel,  supposons  que  l'on  ait  intégré 
l'une  de  ces  équations,  la  première  par  exemple,  et  soient  y,^ 
y-ii  '  '  .-lyn-K  ""  système  de  /i —  i  intégrales  distinctes. 

Soit,   de    plus,  yn   une    autre    fonction    telle    que    le    jacobien 


(' )  Je  me  borne  à  indiquer  dans  leurs  traits  essentiels  les  principales  méthodes. 
Pour  une  exposition  plus  détaillée,  je  renverrai  le  lecteur  à  mon  Ouvrage  Sur 
l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
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D(x'ùV^.'.'.'.,xl)  "^  soit  pas  nul;  nous  pouvons  prendre  7.,  :K2,  -.., 
y,i,  pour  nouvelles  variables  indépendanles,  et,  par  ce  changement 
de  variables,  l'équalion  X,  (/)  =  o  devient  y—  :=  o,  tandis  que 
l'équation  X,(y*)  =  o  (/>>  i)  est  remplacée  par  une  équation  de 
même  forme,  où  l'on  peut  supprimer  le  terme  en  — ^  > 


les  coefficients  6a<  étant  fonctions  de  yi,  y.21  ...tyn-  Si  l'on 
suppose  les  coefficients  bki  ordonnés  suivant  les  puissances  dey„, 
cette  équation  peut  s'écrire  sous  la  forme 


Y/(/)  =  (eu  ^  +. .  .-^  c,._,,,  -^) 


les  coefficients  c^,  c\-,  .  .  .  étant  indépendants  de  y„.  Puisque  la 
fonction  inconnue  y  doit  être  indépendante  dey^,  celte  fonction 
doit  satisfaire  à  toutes  les  équations  linéaires  qu'on  obtient  en 
égalant  à  zéro  les  coefficients  des  diverses  puissances  dey,|.  Ima- 
ginons que  l'on  opère  de  celte  façon  avec  toutes  les  équations 
Xj  (y")  =  o(f  >  i).  Si  le  système  formé  par  toutes  les  équations 
indépendantes  que  l'on  obtient  ainsi  contient  n  équations,  on  n'a 
pas  d'autre  solution  que  y=  G.  Sinon,  le  système  se  composera 
de  r  équations  linéaires  distinctes  (r  <<  /t  —  i). 

On  pourra  opérer  de  la  même  façon  sur  une  équation  du  nou- 
veau système,  et  ainsi  de  suite.  Comme  à  chaque  opération  le 
nombre  des  variables  indépendantes  diminue  d'une  unité,  on 
finira  par  reconnaître  que  le  système  proposé  n'admet  pas  d'autre 
solution  quey=  G,  ou  bien  l'on  sei'a  ramené  à  un  système  formé 
d'une  seule  équation  linéaire. 

Gette  méthode,  qui  peut  être  d'une  application  commode  dans 
certains  cas,  est  évidemment  très  imparfaite  au  point  de  vue 
théorique,  puisqu'elle  ne  permet  pas  de  reconnaître  a  priori  si 
les  équations  (loy)  adniellent  des  intégrales  communes  autres  que 
f=  G.  Nous  allons  montrer  que  ce  problème  peut  être  résolu  sans 
aucune  intégration. 
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Soit  f  une  intégrale  commune  des  équations  (107);  celte  fonc- 
tion satisfaisant  aux  deux  relations  X,(/)=:o,  Xa(/)  =  o,  où  i 
et  k  sont  deux  quelconques  des  indices  i ,  2,  . . .,  ^7,  on  a  aussi 

XaXA.(/)]  =  X,(o)  =  o, 

X,.[X,(/)]  =  X;t(0)  =  0, 

et  par  suite 

X,[Xa.(/)J-X4X,(/)]  =  o. 

On  a  déjà  remarqué  que  celte  nouvelle  équation  ne  renferme 
que  les  dérivées  du  premier  ordre  (n"  398),  et  qu'elle  peut 
s'écrire 

n 

Xz[X.t(/)]  -  X,.[X,(/)J  =2  I  Xi(«/.A)  -  X,.(a/.,)  i  ^  =  o. 


h  =  \ 


Imaginons  qu'on  forme  toutes  les  équations  telles  que  la  précé- 
dente, qu'on  obtient  en  combinant  deux  quelconques  des  équa- 
tions proposées;  ces  équations  admettent  toutes  les  intégrales  du 
système  (107).  Désignons  par 

X^-t-i  (/)  =  o,         X9+,  (/)  =  o,         , . . ,         X<,+i(/)  =  o 

toutes  celles  de  ces  nouvelles  équations  qui  sont  indépendantes 
entre  elles  et  qui  forment  avec  les  équations  (107)  un  système 

(108)     X,(/)=o,     ...,     X^(/)  =  o,     X^^,(/)  =  o,     ...,     Xy^,(/)  =  o 

d'équations  indépendantes.  Si  ^-f-5  =  /î,  le  système  (108),  et  par 
suite  le  système  (107)  n'admetquela  soluliony*=C.  Si  q-\-s<Cn^ 
on  recommencera  sur  le  système  (108)  les  opérations  faites  sur  le 
premier  système,  et  ainsi  de  suite.  En  continuant  de  la  sorte,  on 
arrivera  finalement,  soit  à  un  système  de  n  équations  indépen- 
dantes, et  alors  le  système  (107)  n'admet  que  la  solution y=C, 
soit  à  un  système  de  r  équations  indépendantes,  où  r<in,  et  tel 
que  toutes  les  combinaisons  X/[X;t(y)]  —  XA[X,(y)]  soient  des 
combinaisons  linéaires  de  X<  {f), . . . ,  \r{/)-  Un  tel  système  a  été 
appelé  par  Clebsch  système  complet. 

On  voit  donc,  en  résumé,  que  la  recherche  des  intégrales 
d'un  système  de  la  forme  (107)  se  ramène  à  P intégration  d'un 
système  complet. 

On  peut  remarquer  que  tout  système  de  n  équations   linéaires 
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indépendantes  est  un  .système  complet,  ce  qui  peimet  de  dire  que 
tout  système  linéaire  se  ramène  à  un  système  complet. 

451 .  Systèmes  complets.  —  La  ihéorie  des  systèmes  complets 
repose  sur  les  propriétés  suivantes  : 

1°  Tout  système  complet  se  change  en  un  système  complet 
par  un  changement  de  variables. 

Soient  x/=  '^i{y\  ,y2^  ...,yn)  (i  =  i ,  'a ,  . . . ,  n)  des  formules  défi- 
nissant un  changement  de  variables,  telles  qu'on  puisse  inversement 
exprimery,,jK2,  •••jJK«  au  moyen  des  anciennes  variables  .r, ,  ...,  x,i. 

Tout  symbole  lel  queX(/):=  «i  -^  +...  +  «„ -p- ,  où «,,«.>,...,«„ 

sont  des  fonctions  de  x,,  x^, . . . ,  a?„,  se  change  en  une  expression 

de  même  forme  Y(  f)  =  b,  -r=^ -{-... -\- bn-r- y  où  bi.,b.i.  ....,  b„  sont 

^    ^  àyi  oyn 

des  fonctions  de  j)^,,  ...,  y,,^  de  telle  sorte  que  l'on  aura  identi- 
quement X  (y)  =  Y  (y),  y  désignant  dans  le  premier  membre  une 
fonction  quelconque  de  X(,  x^,  ...,  x„,  et  dans  ^ {/)  la  même 
fonction  étant  exprimée  au  moyen  des  variables  j/^i, ^2,  ...,y,i. 
Cela  étant,  soit 

(109)  X,(/)    =    0,  ...,  X;.(/)    =     0, 

un  système  complet.  Après  le  changement  de  variables  considéré, 
ce  svstème  est  remplacé  par  le  suivant 

(uo)  Y,(/)  =  o,         ...,        Y,(/)  =  o, 

où  l'on  a  identiquement  X.i(f)  =  Yi(f),  en  tenant  compte  des 
formules  de  transformation.  Ce  nouveau  système  est  aussi  un 
système  complet.  En  elïet,  puisque  l'on  a  identiquement 

X/(/)  =  Y,(/),        X,.(/)=Y,(/), 

quelle  que  soit  la  fonction  /,  on  a  aussi 

X/[X,.(/;]  =  Y,fX,(/)]  =  Y,  [¥,.(/)], 
X>t[X,(/)]  =  Y,[X,(/jJ  =  Y/,[Y,(/)], 

et  par  suite 

X,[X,(/)]  -  Xa[X,(/)]  =  Y,f  Y,.(/)]  -  Y,[Y,(/)]. 
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Puisque  par  liypolhèse  le  sjslème  (109)  est  complet,  on  a,  quels 
que  soient  les  indices  i  et  A", 

X/[X,.(/;]  -  X,.[X,(/)]  =  X,  X,(/) +. . .+ X,  X,(/); 

après  le  changement  de  variables,  on  aura  donc  aussi 

Yi[Y/,(/)]-Y/,[Y,(/)J  =  X',  ¥.(/)  +  ... ^-X;Y,(/), 

en  désignant  par  À',,  ... ,  )y  ce  que  deviennent )v,,  ...,\ri  quand  on 
y  remplace  x, ,  x-i,  •■••,  Xn  par  leurs  expressions  au  moyen  dej^, ,  ..., 
Yn.  Le  nouveau  système  (i  10)  est  donc  bien  un  système  complet. 

2"   Tout  système  équivalent  à  un  système  complet  est  aussi 
un  système  complet. 

Un  svstème  de  /•  équations  linéaires  et  homogènes  en  -r-- 
•  ^  »  dXi 

(109)'  Z,(/;  =  o,         ...,         Z,.(/)  =  o 

est  dit  équivalent  au  système  (109)  si  l'on  a  /•  identités  de  la 
forme 

Za-(/)  =  Au-X,(/)-+-A,,.X,(/)-^-...  -A;.*X,(/)        (A=i,-2,  ...,r), 

les  coefficients  A/a  étant  des  fonctions  de  j:,,  Xo,  . . .,  Xn,  dont  le 
déterminant  n'est  pas  nul.  On  peut  alors  inversement  exprimer 
linéairement  X,(y),  ...,  \r{f)  au  moyen  de  Z,(/),  ...,  Z;.(/)  et  le 
nom  de  systèmes  équivalents  s'explique  de  lui-même.  Cela  posé, 
la  dift'érence  Z<[Za(/)]  —  Z/t[Zt(/)]  peut  s'écrire 

/,=i  L/=i  J     /='         L/'=i  J 

elle  est  donc  égale  à  une  somme  de  termes  de  la  forme 

a„,Am-;X/,[X/(/)]-X/[X/,(/,)]J 

H-  A/,,-  X/,(  Am)  X/(/)  -  A.a-  X/(  A/„)  X„(/). 

Si  le  système  (109)  est  complet,  celte  difterence  sera  donc  une 
fonction  linéaire  de  X,(/),  ...,  X^(/),  puisque  toutes  les  diflé- 
rences  X/,[X/(/)]  —  X/[Xa(/)]  sont,  par  hypothèse,  des  fonctions 
linéaires  de  X,(/),  ...,  Xr(/).  Les  deux  systèmes  (109)  et  (109)' 
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étant  équivalents,  toutes  les  différences  Zj[Za(/)]  —  Z*[Z/(/)] 
s'expriment  donclinéairemeni  au  mojende  Z((/),  Tj2{f)i  •••,  '^r{f)- 

Il  est  clair  que  tout  système  complet  peut  être  remplacé  d'une 
infinité  de  manières  par  un  système  équivalent.  On  dit  que  le  sys- 
tème complet  (109)  est  un  système  jacobien  si  toutes  les  expres- 
sions X/[X;t(y)]  —  X;^[X/(/)]  sont  identiquement  nulles.  Nous 
allons  montrer  que  tout  système  complet  est  équivalent  à  un  sys- 
tème jacobien. 

Les  r  équations  (109)  étant  par  hypothèse  indépendantes,  nous 
pouvons  résoudre  ces  r  équations  par  rapport  à  /*  dérivées  de  y, 

par  rapport  aux  dérivées  -p-»  •••)  —-,  par  exemple.  Le  système 
ainsi  obtenu 

(m)  <  ()Xi  àx,-t-\  àx„ 

étant  équivalent  au  système  (109),  est  aussi  un  système  complet. 
Or,  si   nous   formons    les  expressions  Z/[Z;t(y")]  —  Z;t[Z/(/)],  il 

est  évident  que  les  dérivées  ,  -^    >  •••>  -r-   y  figureront  seules,  et 

par  conséquent  les  nouvelles  équations  Z/[Za(/)]  —  Z;v[Z/(y)]  =  o 
ne  peuventêtre  des  combinaisons  linéaires  des  équations  (i  1 1)  que 
si  les  premiers  membres  sont  identiquement  nuls.  Le  système  (111) 
est  donc  un  système  jacobien. 

Le  raisonnement  prouve  que  tout  système  complet  de  la  forme 
spéciale  (i  1 1)  est  un  système  jacobien,  mais  il  est  clair  qu'un  sys- 
tème jacobien  n'est  pas  nécessairement  de  cette  forme. 

3°  Tout  système  complet  de  r  équations  à  n  variables  indé- 
pendantes peut  être  ramené.,  par  V intégration  de  Vune  des 
équations  de  ce  système.,  à  un  système  complet  de  r  —  i  équa- 
tions an  —  I  variables  indépendantes. 

Supposons  que  l'on  ait  intégré  l'une  des  équations  du  système, 
par  exemple  l'équation  X,(y)  =  o,  et  que  l'on  prenne,  comme  au 
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numéro  précédent,  un  nouveau  système  de  variables  indépendantes 
(y,  ^  y  il '••  1  yfi)  choisies  de  leWe  façon  qae  yo,  yai  •  •  •  i  Xn  soient 
n —  1  intégrales  de  X,(y)  =  o.  Le  système  (109)  est  remplacé 
par  un  nouveau  système  complet  dont  la   première  équation  se 

A  f 

réduit  à  ~=  o.  En  résolvant  les  n  —  i   équations  restantes  par 

A'   •    '        àf  Of  ,  , 

rapport  aux  r  —  i  dérivées  j—  »  •••>  ^  |)ar  exemple,  nous  devons 

obtenir  un  système  complet 

v.(/)  =  ^- 

(112)  /        ^•' '       dyt  à^r^i  dyn 

f    Y,.(/)  =  -^-+-Cmt-^  -i-...-hC,.,n-r-^=0, 

qui  est  de  la  forme  spéciale  (i  1 1),  et  qui  par  conséquent  est  un 
système  jacobien.  Or  on  a 

v,[V,</)l-v,.v,</),  =  |^^^...^^-^|^. 

et,  puisque  cette  expression  doit  être  identiquement  nulle,  on  voit 
que  les  coefficients  cik  du  nouveau  système  sont  indépendants  de  la 
variable^,,  13'ailleurs  on  a  aussi  identiquement,  pour  /^  i ,  A^  >►  1 , 

Y,[Ya(/)]-Y,[Y,(/)J=o 

et  par  suite  les  r  —  1  équations 

(1.3)  Y,(/)  =  o,         Y3(/)  =  o,         ...,         Y,(/)  =  o 

forment  un  système  jacobien  de /• —  i  équations  k  n —  i  variables 
indépendantes  ^2,  j'a,  ...,y«,  ce  qui  démontre  la  proposition. 

Le  système  (i  i3)  peut  à  son  tour  se  ramener  à  un  système  com- 
plet de  /•  —  2  équations  à  /i  —  2  variables  indépendantes,  et  ainsi 
de  suite.  En  continuant  de  la  sorte,  on  finira  par  ramener  le  sys- 
tème complet  proposé  à  une  équation  linéaire  à /i —  /•  4-  i  variables 
indépendantes.  On  en  conclut  que  tout  système  complet  de  r 
équations  à  n  variables  indépendantes  admet  n  —  /•  intégrales 
distinctes,  et  l'intégrale  générale  du  système  est  une  fonction 
arbitraire  de  ces  n  —  /•  intégrales  particulières. 
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Les  raisonnements  précédenls  montrent  aussi  quelles  sont  les 
intégrations  à  efïectuer  pour  obtenir  ces  intégrales.  Il  est  clair 
d'ailleurs  que  l'application  de  cette  méthode  peut  se  faire  de  bien 
des  façons.  On  peut  en  effet  remplacer  le  sjstt'me  complet  proposé 
par  tout  autre  système  équivalent,  et  commencer  par  intégrer 
l'une  quelconque  des  écpiations  du  nouveau  système.  Par  exemple, 
si  l'on  remplace  le  système  complet  par  un  système  jacobien  de  la 
forme  (i  '  i)'  ®"  connaît  déjà  /• —  i  intégrales  |)articulières  x-^i  ...■,  Xr 
de  l'équation  /ii(/)  =  o,  et  il  suffira  d'intégrer  un  système  de  n  —  /• 
équations  différentielles  pour  avoir  l'intégrale  générale.  Pour  tout 
ce  qui  concerne  les  autres  méthodes  d'intégration  des  systèmes 
complets,  nous  renverrons  le  lecteur  aux  Traités  spéciaux. 


Exemple.  —  Soit  à  inlégier  le  système 


II/,)/ 

En    formant  la    combinaison  Xi[Xî(/)j  —  X2[Xj(/)].  on  est  (îonduit  à 

ajouter  aux  équations  données  une  équation  nouvelle  -j^ y-  X\  -f—  =  o  et 

le  système  de  trois  équations  ainsi  obtenues  est  équivalent  au  système 
.     -         '^/       .  ,    .     àf  df  df  df  df 

5," 
qui  est  un  système  jacobien.  Le  système  (iri)  n'admet  donc  qu'une  inté- 
grale distincte.  L'intégrale  générale  de  la  dernière  équation  de  ce  système 
est  une  fonction  arbitraire  de  X\,Xi  et  de  Xi,  —  x^x^.  Si  l'on  prend  pour 
variables  indépendantes  Xi,Xi,Xz  et  u  =  x,,  —  XiX^,  toute  fonction 
/(x\,  x-i^i  a;,,  Xi,)  se  change  en  une  fonction  ©(^Pi,  x^,  x^^u)  et  le  sys- 
tème (ii5)  est  remplacé  par  le  suivant  : 

do  ôci  ôo  d<o  di 

(Ii6)         —L  4-3a7  2_L  =  o,  .^ -4- iF-j -i  =  o,  —^  =  o. 

ox\  Ou  (Jx^  du  0X3 

Les  deux  premières  équations  (116)  forment  un  nouveau  système  jaco- 
bien de  deux  équations  à  trois  variables  indépendantes  Xi,  x^  et  u.  L'inté- 
grale  générale   de  la    seconde   est    une   fonction   arbitraire   de   x^   et    <le 

x^ 
u -'  Prenons   de    nouveau    pour    variables    indépendantes    Xi,    x^    et 

X  } 
u ^=  V  ;    toute    fonction    oix^,  x<,,   u)   se    change    en    une    fonction 
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J/(a:,,  Xi,  f),  et  les  deux  premières  équations  (116  j  deviennent 

':-  iXz  —^=0,  —^   —  O. 

ôxi  ài>  dXi 

L'intégrale  générale  de  la  première  est  une  fonction  arbitraire  de 
p  —  x\  et,  par  suite,  en  revenant  aux.  variables  primitives,  on  voit  que 
l'intégrale  générale  du  système  (ii4)  est  une  fonction  arbitraire  de 

X!,  XiX3 Xi. 

1 

452.  Généralisation  de  la  théorie  des  intégrales  complètes.  — 
-Considérons  une  r-quation 

(117)  \{xi,x.i,  ...,Xn,  3;  a,,  «2,  ..  .,a„-r+\)  =  o, 

dëfînissanl  une  fonction  :;  des  n  variables  indépendantes  Xi, 
X2-,  ...,  x„,  qui  dépend  en  outre  de  (/i  —  r  +  i)  paramètres  arbi- 
traires rt,,  «2?  •••>  ««_/■+) .  Si  l'on  suppose  que  l'on  ait  attribué  à 
ces  paramètres  des  valeurs  déterminées,  l'élimination  de  ces  para- 
mètres entre  la  relation  (117)  et  les  relations  obtenues  en  diffe- 
rentiant 

^"^^  ^-^^'^=«'  ^'-^  (.  =  .,.,....«), 

conduira    en  général  à   /•   relations  distinctes    seulement    entre 

Z^  Xi^f   •  •  • ,   -^n  1  Pii   '•^^  Pu ' 

(119)        ¥i(Xi, X„,Z.pi,...,pa)  =  0.  F2=0,  ...,  F,.=  o, 

En  nous  bornant  à  ce  cas,  qui  est  le  cas  général,  nous  dirons 
comme  plus  haut  (n"  i44)  que  la  fonction  z  définie  par  la  rela- 
tion (i  17)  est  une  intégrale  complète  du  système  d'équations  aux 
dérivées  partielles  (  1 19),  et  nous  allons  montrer  que,  dans  ce  cas 
encore,  la  connaissance  d'une  intégrale  complète  du  système  (i  19) 
permet  de  trouver  toutes  les  autres  intégrales.  En  effet,  les  équa- 
tions (119)  provenant  de  l'élimination  de  a,,  a^, . . . ,  a,i_r+,  entre 
les  équations  (117)  et  (118),  la  recherche  d'une  intégrale 
commune  à  ces  r  équations  (119)  revient  à  la  recherche  d'un 
système  de  fonctions  z,  a^,  ...,  a„_r^f  des  variables  a^i,  ...,  JCn 
satisfaisant  aux  équations  (117)  et  (118).  On  peut  é\idemment 
remplacer  le  système  des  équations  (117)  et  (i  18)  par  le  système 
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des  équations  (  I  I  7)  et  (  120) 

(120)  -; — aai  -+■  - —  aan-\- . .  .--.- aa,i-r-t-ï  =■  o, 

cette  dernière  équation  étant  obtenue  en  différentiant  l'équa- 
tion (i  17)  et  tenant  compte  des  équations  (i  18).  On  peut  satisfaire 
aux  équations  (117)  et  (  120)  de  diverses  manières  : 

1"  En  supposant  que  a,,  a»,  .  . . ,  an-r-ir\  sont  des  constantes,  ce 
qui  donne  précisément  l'intégrale  complète; 

2°  En  posant 

V  =  o,  - —  =  o. 


c'a,  da„_r-i-i 

L'élimination  de  a,,  a.j,  ...,  ««_r4.(  entre  ces  équations  four- 
nit, si  elle  est  possible,  une  intégrale  qui  ne  contient  aucune 
arbitraire,  et  que  l'on  appelle  encore  intégrale  singulière. 

(jV  .     .        ,     ' 

3"  Si  tous  les  coefficients  —  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  il  existe 

au  moins  une  relation  entre  les  fonctions  cherchées  a,,  a2,  ..  ., 
«rt-r+i  des  variables  xi  (I,  n"  55).  Supposons  qu'il  j  ait  A"  relations 
distinctes  entre  ces  fonctions  et  k  seulement 

((21)    /i(a,, a„_;.+,)  =  o,         ...,        //,(«!,  a2,  ...,  a„_r+i)  =  o; 

la  relation  (120)  devant  être  une  conséquence  des  relations 
dfi^  o(f  =  I,  2,  .  .  .  ,  A"),  il  existe  k  coefficients  ).|,  )v2,  •  .  . ,  Aa 
tels  que  l'on  ait  identiquement 

- —  ttei  -+-...  H- dan-,+i  =  Al  rf/i  -t- . .  .  -I-  À/,  dfk. 


Cette  relation  est  équivalente  An  —  /"  H-  i  relations  distinctes 
(122)  ^ 


Al h  .  .  .  -t-  A/,-  ■ 


L'élimination  de  a,,  a-,.,  .  .  .  ,  a„-r+Ki  ^h,  A2,  ...,  \h  entre  les 
équations  (  I  17),  (  12 1  )  et  (  1 22)  conduira  en  général  à  une  seule 
relation  entre  Xi,  x.2,  .  .  .,  x,i  et  z,   et  par  suite  à  une  intégrale 
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commune  des  équations  (i  19),  qui  dépend  des  fonctions  arbi- 
traires choisies.  L'ensemble  des  intégrales  ainsi  obtenues,  en  faisant 
varier  le  nombre  /r  de  i  k  n  —  r,  et  en  prenant  arbitrairement  les 
fonctions  /, ,  /j,  ...,  /a,  constitue  l'intégrale  générale  du 
système  (  1 19).  On  peut  remarquer  que  l'intégrale  complète  s'ob- 
tiendrait en  supposant  k  ^=n  —  r  -|-  i . 

Si  r  =  I ,  le  système  (118)  se  réduit  à  une  équation  unique. 

Inversement,  étant  donnée  une  équation  quelconque  du  premier 
ordre  F(j7/,  z  ;  pk)  =  o^  il  résulte  des  théorèmes  généraux  d'exis- 
tence qu'elle  admet  toujours  une  infinité  d'intégrales  dépendant 
d'autant  de  paramètres  arbitraires  qu'on  le  voudra,  et  par  consé- 
quent une  infinité  d'intégrales  complètes.  La  méthode  précédente, 
qui  n'est  que  la  généralisation  de  celle  du  n°  444,  permet  de 
trouver  toutes  les  autres  intégrales  de  l'équation  F  =  0,  quand  on 
en  connaît  une  intégrale  complète. 

Si  r  >  I ,  le  système  (119)  n'est  pas  le  plus  général  de  son  espèce, 
car  un  système  de  r  équations  du  premier  ordre  à  une  seule  fonc- 
tion inconnue  n'admet  pas  nécessairement  d'intégrales.  Nous 
allons  montrer,  dans  les  paragraphes  suivants,  comment  on  recon- 
naît si  un  paceil  système  est  compatible,  et  comment  on  trouve 
les  intégrales,  quand  elles  existent. 

453.  Systèmes  en  involution.  —  Soit 
(i23)      Fi(a7i,  a;,,  ...,a?„;  yoi,  ^2,  ..../>„)  =  o,       F5=o,        F;.=  o, 

un  système  de  r  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre,  ne  renfermant  pas  la  fonction  inconnue  z  ;  on  peut  toujours 
ramener  le  cas  général  à  ce  cas  particulier  par  l'artifice  déjà  em- 
ployé au  n°  437.  La  recherche  d'une  intégrale  commune  aux 
r  équations  (  i23)  est  équivalente  au  problème  suivant  :  Trouver 
n  fonctions  Pi  =  es,  (a^i,  ...,  x„)  satisfaisant  aux  relations  (  i23) 

et  aux  conditions  -^  =  -^  ■ 

ÔX/^         ox, 

Si  l'on  connaît  un  système  de  n  fonctions  »/  (a;,,  . . . ,  Xn)  satis- 
faisant à  ces  conditions,  on  en  déduira,  par  des  quadratures,  une 
intégrale  des  équations  (  1 28),  dépendant  d'une  constante  arbi- 
traire. 

Soient  F  et  H  deux  fonctions  quelconques   des    in   variables 
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a?/,  pif',  nous  poserons  {voir  n"  443) 


l'expression  (F,  H)  est  une  parenthèse  de  Poisson.  Gela  posé,  nous 
avons  la  proposition  suivante:  Si  les  deux  équations  F=o, 
H=o  ont  une  intégrale  commune,  cette  intégrale  satisfait 
aussi  à  Véquation  (F,  H)  =o. 

Supposons  en  eil'et  que/?,,  p-^,  . . . ,  p,i  soient  des  fonctions  des 
n    variables  x^,  ..,,  Xn  satisfaisant  aux  deux   équations   F  =  o, 

H  =:o,  et  aux  conditions -r^  =  -r---   En    diflerentiant   la   relation 

'  OXl,  ÔXi 

F  =  o  par  rapport  à  Xi,  il  vient 

z — 1-  7  z —  -f—  =  o; 

dXj      ^U  opic  OXi 


multiplions  cette  équation  par  —  et  ajoutons  toutes  les  équations 
analogues,  nous  trouvons 

2d¥_  dH_      ^    -y  on    d¥   dp,,  _ 
()Xi  Ofi       ^4    j^  ùpi  dpi;  ÔXi 
i=i  i  =  l    k  —  l 

Permutons  les  lettres  F  et  H  et  remarquons  que  dans  la  somme 
double  on  peut  permuter  les  indices  i  et  A",  nous  avons  encore 

^  du    dF        ^    ^  dF    dU    dp,-   _ 

JmU  ÔXi    Ôpi         ^^     ^^  Ôpi;    Ôpi    ÔXk 
i=l  /  - 1    A  =  1 

Par  suite,  en  retranchant  membre  à  membre,  il  vient 

^     ^  ôpi,    Opi  \  dxi:  ÔXi  j 

Si/>|,  ...,p,i  sont  les  dérivées  partielles  d'une  même  fonction, 

on  a,  quels  que  soient  les  indices  /et  k,   —^  —  —>   et  par  suite 

^  '  dxi;         dxi  ^ 

(F,  H)=o. 

Cette  proposition  renferme  comme  cas  particulier  celle  qui  a 
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été  démontrée  plus  haut  (n"  431)  pour  les  équations  linéaires  et 
homogènes  en/v,,  ...,/>„  et  l'on  peut  en  déduire  des  conséquences 
analogues.  Nous  vovons  en  eflet  que  toute  intégrale  des  équations 
(  123)  est  aussi  une  intégrale  de  toutes  les  équations  (F^,  Fp)  =u, 
que  l'on  peut  former  en  combinant  deux  à  deux  ces  équations 
(i23).  On  pourra  donc  adjoindre  au  système  propose  celles  de  ces 
équations  qui  forment  avec  elles  un  système  d'équations  distinctes 
et,  en  continuant  de  la  sorte,  on  arrivera  nécessairement  soit  à  un 
système  d'équations  distinctes  en  nombre  supérieur  à  n  qui,  par 
suite,  n'admet  pas  en  général  d'intégrales,  soit  à  un  système  de 
m  équations  (m'^n),  tel  que  toutes  les  équations  (F^,  Fp)=o 
soient  vérifiées  identiquement,  ou  soient  des  conséquences  algé- 
briques des  précédentes. 

De  pareils  systèmes  sont  analogues  aux  systèmes  complets.  On 
peut  toujours  s'arranger  de  façon  à  constater  que  les  équations 
proposées  sont  incompatibles,  ou  à  être  ramené  à  un  système  tel 
que  toutes  les  parenthèses  (F^,  Fp)  soient  identiquement  nulles. 
En  effet,  supposons  qu'on  ait  résolu  les  /-équations  (i  23)  par 
rapport  à  r  des  variables  />,,  ...,pni  ce  qui  doit  toujours  être 
possible,  car  sans  cela  l'élimination  de/?),  . . . ,  p,i  entre  ces 
r  équations  conduirait  à  une  relation  entre  les  variables  a7|,  ...,  x,i, 
et  le  système  proposé  serait  évidemment  incompatible.  Soit 

(125)  pi—fiipr+i, />„;  a-i a-„)  =  o,        /),.  —  /,.(...)  =  o 

le  système  équivalent  ainsi  obtenu.  Les  parenthèses 

ne  renferment  aucune  des  variables/?,,  ...,pr',  les  équations 
obtenues  en  égalant  à  zéro  ces  parenthèses  ne  peuvent  donc  pas 
être  des  conséquences  des  premières,  et  fournissent  de  nouvelles 
équations  si  les  parenthèses  ne  sont  pas  identiquement  nulles. 

En  résolvant  ces  nouvelles  équations  par  rapport  à  certaines  des 
quantités />;.-,-, ,  ...,/)„,  et  en  continuant  de  la  sorte,  nous  arrive- 
rons finalement,  soit  à  constater  l'impossibilité  du  problème,  soit 
à   former  un  système  de  m   équations  du  premier  ordre  {m<n) 

(126)  Fi  =  o,         ....         F,„  =  o, 

tel  que    toutes    les    parenthèses  (Fa,    Fp)   soient    identiquement 
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nulles.  De  pareils  systèmes,  qui  sont  analogues  aux  systèmes 
linéaires  jacobiens,  sont  appelés  systèmes  en  involution.  La 
recherche  des  intégrales  communes  d'un  système  d'équations  du 
premier  ordre  se  ramène  donc  à  l'intégration  d'un  système  en 
involution. 

Cette  intégration  est  immédiate  si  m  =/?,  ainsi  qu'il  résulte  de 
la  proposition  suivante  :  Soient  F,,  Fo,  . . . ,  F„  des  fonctions  des 
2/1  variables  xi,  pif,  telles  que  toutes  les  parenthèses  (F^,  Fp) 

soient  identiquement  nulles,  et  que  le  jacobien  A  =  77- — ^-^-^^^ — ^ 
ne  soit  pas  nul.  Si  Von  résout  les  n  équations 

(127)  F,  =  ai,         F2=a2,  ...,         Fn=an., 

oii  a,,  «2,  . . .,  a,i  sont  des  constantes  quelconques,  par  rapport 
à  Pi,  p-i,  .  .  .,/>«,  l'expression  ainsi  obtenue  pidxt  -|-..  .-{-p,idxn 
est  une  dij/éientielle  exacte. 
On  aura,  en  efl'et, 

(Fa- aa,  Fp- afi)  =  (Fa,  Fp)  =  o, 

et,  d'après  le  calcul  qui  vient  d'être  fait,  les  n  fonctions 
fil  Pi)  ••'fPn  des  variables  jr,,  x-j,  ...,  x,i,  définies  par  les 
n  équations  (127)  doivent  vérifier  toutes  les  relations 

/  =  /i    k  =  n 

Zl^à^[à^-i;^J=''        (a,p  =  i,2,...,n). 
/  ^  1  * = 1 

Prenons  les  n  relations  de  cette  espèce  où  l'indice  ^  conserve  la 
même  valeur  ;  elles  peuvent  s'écrire 

n  n 

y  ^  y  ^  (^  _  ^"i  =  o 

.^  àpi  ^aôpi;  \dxi        àxij 
Si  l'on  prend  pour  inconnues  les  n  expressions 

n 

-^àF^/àpk        dpi\ 
*=  1 

le  déterminant  des  coefficients  de  ces  inconnues  est  précisément  le 
déterminant  A  qui,  par  hypothèse,  n'est  pas  nul  identiquement. 
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On  aura  donc,  quels  que  soient  les  indices  l  et  [3, 


^Opu  \àxi        dxj,) 
k  =  i 


En  prenant  les  n  équations  de  cette  espèce  où  l'indice  i  a  une 

valeur  déterminée,  on  démontrera  de  même  que  l'on  a  —  =  -^; 

^  dxic        dxi 

ce  qui  démontre  la  proposition. 
La  fonction 

((•28)     z  =  *(ar,,  ...,Xn\  «1,...,  a„-+-i)=   /  (/>,  dx^-^  ...-^pn  dxn)^an-^u 

où  an^\  est  une  nouvelle  constante  arbitraire,  représente  l'intégrale 
générale  du  système  en  involution  (127).  Si  l'on  regarde  les 
/•  constantes  «, ,  «o,  . . . ,  r/^.  comme  ayant  des  valeurs  déterminées, 
les  constantes  rt/4.1,  . . . ,  a„^x  restant  arbitraires,  la  formule  (1  28) 
représente  une  intégrale  complète  du  système  en  involution  formé 
par  les  /•  premières  équations  (127).  C'est  une  véritable  intégrale 
complète,  car,  d'après  la  façon  même  dont  on  a  obtenu  la  fonc- 
tion <ï>,  les  équations 

forment  un  système  équivalent  au  système  (  127),  et  les  seules 
relations  distinctes,  indépendantes  de  «r+i,  •  •  • ,  ««  que  l'on  puisse 
en  déduire  sont  évidem nient  les  /-  premières  équations  de  ce 
système. 

4oi.   Méthode  de  Jacobi.  —  Etant  donné  un  système  en  involu- 
tion de  r  équations  (7"<^/i), 

(129)     Fi(j:-i,  ...,  a;„;/>,,  ..../>„)  =  ai,         ....         F^(a:i,  ...,/>„)  =  a^, 

où  les  constantes  a,,  ...,  a,-  ont  des  valeurs  déterminées, 
pour  obtenir  une  intégrale  complète  de  ce  système,  il  suffira  de 
lui  adjoindre  n  —  /'  fonctions  nouvelles  F^^i,  ...,  F„,  telles  que 

le  jacobien  — — ^ — —  ne  soit  pas  nul,  et  telles  que  le  nouveau 

L)yX{,  ...,  X,i  j 

système 

(i3o)     F,  =  ai,  ...,         Fr—ar,         Fr-i-i=  Or+i,         ...,         F„=a„ 

G,  IL  4o 
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soit  lui-même  en  involution.  L'intégrale  générale  de  ce  sys- 
tème (i3o)  sera  en  eflTet,  nous  venons  de  le  voir,  une  intégrale 
complète  du  système  (129).  Lorsque  /■  =  i ,  cette  méthode  n'est 
que  l'extension  de  la  méthode  de  Lagrange  et  Gharpit  à  une 
équation  à  n  variables. 

La  méthode  employée  par  .Tacobi  pour  résoudre  ce  problème 
repose  sur  une  identité  célèbre  due  à  Ppisson.  Soient  y,  ^,  ^  trois 
fonctions  quelconques  des  in  variables  a?/,  pk',  on  a  identique- 
ment la  relation 

(i3i)  ((/,?), '}^)  +  ((?,^),/)  +  ((^,/),?)  =  o. 

En  eflet,  chaque  terme  du  premier  membre  est  le  produit  d'une 
dérivée  partielle  du  second  ordre  par  deux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre.  Pour  démontrer  qu'il  est  nul,  il  suffira  donc  de 
prouver  qu'il  ne  renferme  aucune  dérivée  du  second  ordre  de  la 
fonction  f.  par  exemple,  puisque  les  trois  fonctions  f,o,']^j 
figurent  d'une  façon  symétrique.  Les  termes  contenant  les 
dérivées  du  second  ordre  de  f  ne  peuvent  provenir  que  de 
((/,  cp),  J>)  +  ((^,/),  o)  =  {^,  (?,/))_-(?,( I',/))-  Remarquons 
que  (co,  f)  et  (^j;,  /)  sont  deux  expressions  linéaires  et  homogènes 
par  rapport  aux  dérivées  àef\  si  nous  posons 

(<?,/)  =  X(/),         (^,/)  =  Y(/), 

l'expression  précédente  s'écrira  Y[X(/)]  —  X[Y(/)],  et  nous 
avons  vu  (n"  4o0)  que  cette  expression  ne  renferme  aucune  dérivée 
seconde  dey".  11  en  résulte  que  tous  les  termes  du  premier  membre 
de  la  formule  (  1 3 1  )  se  détruisent  deux  à  deux. 

Cela  posé,  pour  intégrer  le  système  en  involution  (129),  on 
cherchera  d'abord  une  fonction  distincte  de  F,,  ...,  F^,  satisfai- 
sant aux  r  équations  linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux 
dérivées  de  la  fonction  inconnue  O, 

<i32)  (Fi,<ï>)  =  o,         (F2,  *)  =  o,         ...,         (F,.,  *)  =  o. 

Ces  r  équations  forment  un  système  jacobien.  Posons  en  effet 
Xj(4))  =  (F/,  <I>)  ;  l'identité  de  Poisson 

((Fa,  Fp),  *)  +  ((F^,  *),  Fa)  -f-  ((*,  Fa),  Fp)  =  o 

devient  ici,  puisque  (F^,  Fp)  =  o, 

Xa[Xp(*)]-Xp[Xa(«ï')]  =  o. 
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Soit  Fr-^\  une  intégrale  de  ce  système  jacobien,  qui  forme  avec 
F, ,  , . .  ,  Fr  un  système  de  fonctions  distinctes  de  /?,,...,/?«;  on 
cherchera  ensuite  une  intégrale  du  nouveau  système  jacobien  de 
r  -\-  1  équations 

(F„«ï>)  =  o,  ...,  (F;.+„*)  =  0 

qui  soit  distincte  de  F|,  . . . ,  F^^.,  en  tant  que  fonction  des  /?/,  et 
l'on  continuera  de  la  sorte.  Ënfîn,  quand  on  aura  trouvé  une  inté- 
grale du  dernier  système  jacobien 

(F„4.)  =  o,         ....         (F„_„*)  =  o, 

on  obtiendra,  comme  on  l'a  vu  plus  haut,  une  intégrale  complète 
du  système  proposé  par  une  quadrature. 
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-iSo.  Élimination  des  fonctions  arbitraires.  —  L'étude  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  à  une  seule  fonc- 
tion inconnue  nous  a  conduit  aux  conclusions  suivantes  :  i°  l'in- 
tégration d'une  équation  de  cette  forme  se  ramène  à  l'intégration 
d'un  système  d'équations  différentielles  ordinaires;  2°  toutes  les 
intégrales  de  cette  équation  sont  représentées  par  un  ou  plusieurs 
systèmes  de  formules  où  figurent  explicitement  une  ou  plusieurs 
fonctions  arbitraires  et  leurs  dérivées. 

Ces  propriétés  ne  s'étendent  pas  aux  équations  aux  dérivées 
partielles  les  plus  générales  d'ordre  supérieur  ^u  premier.  Le 
problème  de  l'intégration  d'une  telle  équation  ne  peut,  en  général, 
se  ramener  à  l'intégration  d'un  système  d'équations  différentielles 
ordinaires.  On  peut  cependant  généraliser  sans  difficulté  la  méthode 
d'élimination  des  fonctions  arbitraires  qui  conduit  à  une  équation 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  (n"*  439  et  444),  mais  les 
équations  d'ordre  supérieur  auxquelles  on  parvient  de  cette  façon 
ne  forment  qu'une  classe  très  particulière.  Ainsi  nous  avons  vu  que 
l'intégrale  générale  d'une  équation  linéaire  à  deux  variables  indé- 
pendantes P/7-i-Q^  =  R  s'obtient  en  associant  suivant  une  loi 
arbitraire  les  courbes  d'une  congruence.  Prenons  maintenant  une 
famille  de  courbes  Y  dépendant  de  n  -\-  i  paramètres  arbitraires 
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ai,  a.2,  . ..,  ««+,  {n  >  i) 

(i33)     F(a-,  jK,  3,  «1,  ...,  a„+,)  =  o,         *(a7,  jk,  ^,  «i,  . . .,  «„-n)  =  o; 

si  l'on  établit,  entre  ces  n  +  i  paramètres,  n  relations  de  forme 
arbitraire^  on  obtient  un  ensemble  de  courbes  F  ne  dépendant 
plus  que  d'un  paramètre.  Ces  courbes  engendrent  une  surface  S, 
et  toutes  ces  surfaces  S  satisfont,  quelles  que  soient  les  n  relations 
établies  entre  les  n  +  i  paramètres,  à  une  équation  aux  dérivées 
partielles  d'ordre  /?,  qui  est  dite  Véquation  aux  dérivées  partielles 
de  la  famille  de  surfaces  S.  Pour  le  démontrer,  remarquons  qu'au 
lieu  d'établir  n  relations  entre  les  paramètres  «,,  il  revient  au 
même  de  prendre  pour  ces  paramètres  des  fonctions  arbitraires 
ai(k)  d'une  variable  auxiliaire  )v.  Les  deux  équations  (i33)  défi- 
nissent alors  deux  fonctions  implicites  ^  =/(:r,  j),  X  =  C5(^,  v); 
il  s'agit  d'établir  que  la  fonction  :;  =f{x,y)  vérifie  une  équation 
aux  dérivées  partielles  d'ordre  n,  indépendante  de  la  forme  des 
fonctions  arbitraires  «/(À).  En  dilférentiant  la  première  des  équa- 
tions (i33)  par  rapport  à  ^  et  par  rapport  à  y^  on  obtient  les 
deux  relations 

d'où  l'on  tire 

ô¥       d¥ 

l'y      _ôy^ôl^ 

)4  ~  à¥        â¥     ' 

De  la  seconde  des  équations  (i33)  on  tire  de  même  une  expres- 
sion du  rapport  X'^  :  }4i  qui  se  déduit  de  la  précédente  en  y  rem- 
plaçant F  par  a>,  et  en  égalant  ces  deux  expressions  on  ajoute  aux 
équations  (i33)  une  nouvelle  équation  renfermant  x^y,  z-,p,  q, 
a,,  a'2,  . . .,  an+{, 

^'34)  W,{x,y,z,  p,q,ai,a2,  ...,«„+,)  =  o. 

En  opérant  sur  cette  nouvelle  équation  comme  sur  l'équa- 
tion F  =  o,  on  en  tire  une  expression  de  1'^.  :  >4  dépendant  de  x, 
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y,  Zi  />,  q,  /•,  .V,  <,  a, ,  . . . ,  a„_^, ,  et  en  l'égalant  à  l'une  des  expres- 
sions déjà  calculées  du  même  rapport,  on  obtient  une  nouvelle 
relation  renfermant  les  dérivées  du  second  ordre  de  z 

('35)  Wi(x,y,  z,  p,q,  r,s,  t,ai,ai,  ...,an+i)  =  o. 

Après  n  opérations  analogues,  on  ajoute  au  système  (i33)  un 
système  de  n  relations  renfermant  «j,  a-t,  • . .,  a„^^,  x,  y,  z,  et  les 
dérivées  de  ^jusqu'à  l'ordre  n.  L'élimination  de  a,,  «oi  •••?  ««+« 
entre  ces  Ai  H-  2  équations  conduira  en  général  à  une  équation 
et  à  une  seule  entre  x,  y,  z  et  les  dérivées  partielles  de  z  jusqu'à 
l'ordre  n.  C'est  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces 
engendrées  par  les  courbes  F. 

Exemples.  —  1"  Si  les  courbes  T  sont  les  droites  parallèles  au  plan 
des  arK,  les  équations  (i33)  sont 

z  =  a^,        y  —  UîX -+- 03. 

Rn  appliquant  la  méthode  générale,  supposons  que  aj,  aj,  a$  soient  des 
fonctions  d'un  paramètre  X.  Des  deux  équations  précédentes  on  tire  pour 

le  rapport  X^  :  X'^.  les  deux   valeurs  —  et  —  a^,  ce  qui    conduit  à  la  rela- 

p 
tien  - — h  a2  =  o. 

9 

En  différenliant  de  même  cette  relation  par  rapport  à  a?  et  par  rapport 
à  y,  et  divisant  membre  à  membre,  il  vient 


y  ^  Pt  —  RS. 
'x       ps  —  qr' 


en    égalant   celte   valeur   du   rapport   à   l'expression   —  déjà   obtenue,   on 

retrouve  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  réglées  qlii  admet- 
tent le  plan  des  xy  pour  plan  directeur  (I,  p.  94) 

q^  r  —  ipqs  -h  p- 1  =  o. 

7."  Supposons   que   les   courbes   F  soient   des  droites   quelconques.  T^es 
équations  (i33)  peuvent  s'écrire  dans  ce  cas 

X  =  aiZ  -h  a^,        y  =  asZ  -+-  a^; 

en  appliquant  la  méthode  générale,  on  en  tire  successivement 


K_ 

X^        aip  —  I  as/?  as 


—  > 


63o  CHAPITRE   XXII.    —   ÉQUATIONS   AUX   DÉRIVÉES   PARTIELLES. 

et    par    suite    aip -\- a^q  —  i  ^=  o.    De    cette    nouvelle    équation    on    tire 
ensuite 

X^  _  a\S  -\-  Ost  _       a, 

^'x         a,  7- -4-  «35  «3* 

ou 

(A)  a\r  -h  ■laïa^s  -h  ait  =  o. 
Cette  dernière  donne  à  son  tour 

Xy  _  a]  Pu  -h  lUi  a3  pii-^  al  po3  __  ^  .   _    à'+''  z 

^'x        «î/^3o-t- 2aia3/?2i-H  a^jOiî  ~       «3'         ^^'^~  dx'dy^^' 

ou,  en  chassant  les  dénominateurs, 

(B)  a5/?3o-t- 3af  aj/?2,-t- 3a,a2jOij-+-a^/?03=  o. 

En  éliminant  le  rapport  —  entre  les  relations  (A)  et  (B),  on  obtiendra 
«3 

l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  réglées.  On  voit  que  cette 

équation  ne  renferme   que  les  dérivées  du  second  et  du  troisième  ordre; 

d'après  la  façon  même  dont  on  l'obtient,  elle  exprime  qu'en   chaque  point 

de  la  surface,  une   des   tangentes  asymptotiques  a  un  contact  du  troisième 

ordre  avec  la  surface  (I,  n"  223). 

3°  Prenons  les  courbes  planes  T  représentées  par  les  deux  équations 

-  =/(^.JK,ai,  ••.,«/«),         y  =  an+i. 

Au  lieu  d'appliquer  la  méthode  générale,  supposons  que  «i,  «5,  ...,  a^ 
soient  des  fonctions  du  dernier  paramètre  ««+1.  La  surface  S  engendrée 
par  ces  courbes  Y  a  pour  équation 

<pi,    ...,  cp„  étant  des  fonctions  arbitraires  de  y.  L'élimination  de  ces  n 

dz 
fonctions  entre  la   relation  précédente  et  les  relations  qui  donnent  —, 

d^z  d'^z 

-r— T>  •  •  •>  -: —  conduira  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  d'ordre  n, 

d'^z            /            dz              d"-^z 
(i36)  - —  =F{x,  y,  -—,  '  •  ', 

où  ne  figurent  que  des  dérivées  prises  par  rapport  à  x. 

Inversement,  toute  équation  aux  dérivées  partielles  de  cette  espèce  peut 
être  intégrée  comme  une  équation  différentielle  ordinaire  renfermant  un 
paramètre.  Si  z  —/{oc^y^  Cj,  G2,  . . .,  €„)  est  l'intégrale  générale  de  cette 
équation  différentielle,  il  suffira  d'y  remplacer  Cj,  C»,  . . . ,  C„  par  des  fonc- 
tions arbitraires  de_;Kpour  avoir  l'intégrale  générale  de  la  même  équation, 
considérée  comme  une  équation  aux  dérivées  partielles  à  deux  variables 
indépendantes  x  t\  y. 
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L'intégrale  générale  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  de  forme  quelconque,  à  deux  variables  indépen- 
dantes, s'obtient  en  prenant  l'enveloppe  d'une  famille  de  surfaces 
à  deux  paramètres,  quand  on  établit  entre  ces  deux  paramètres 
une  relation  de  forme  arbitraire  (n°  ^ll).  Pour  généraliser  ce 
résultat,  considérons  une  famille  de  surfaces  S  dépendant  de  /i  +  i 
paramètres  (w  >  i) 

(137)  F(a^,  y,  z,ai,ai,  ...,an^-i)  =  o; 

si  l'on  établit  entre  ces  n  -(-  i  paramètres  n  relations  de  forme 
arbitraire  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  l'on  remplace  «i,  a^,  . . ., 
a,l_^.^  par  des  fonctions  arbitraires  d'une  variable  auxiliaire  A,  on 
a  une  famille  de  surfaces  S,  dépendant  d'un  seul  paramètre. 
L'enveloppe  de  cette  famille  de  surfaces  est  une  surface  S  qui 
satisfait  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  d'ordre  /î,  indépen- 
dante de  la  forme  des  fonctions  arbitraires  aiÇk).  En  effet,  on 
obtiendrait  l'équation  de  cette  surface,  en  éliminant  )>  entre  les 
deux  équations  (i3-)  et  (i38) 

OF  dF 

(,38)  .«',(X) -+-...+  _ «',.+,  (X)  =  o. 

Mais  on  peut  aussi  considérer  ces  deux  équations  comme  défi- 
nissant deux  fonctions  z-  =f(x,y)  et  'kz=(f(^x,y)  des  deux 
variables  x  et  y.  Les  dérivées  partielles  />  et  q  sont  données  par 
les  deux  équations  (I,  n"  41) 

,  ,   ,  dF       c)F  dF       (>F  ' 

(liq)  ! p  =  o, h  -—  7  =  o. 

^     ^^  dx        Oz  ^         '  ôy        dz  ^ 

En  appliquant  à  ce  système  (iSg)  la  même  méthode  qu'au 
système  (i33),  on  peut  lui  adjoindre  de  proche  en  proche  n  —  i 
relations  nouvelles  entre  «,,  a^,  . . .,  an^\i  x,  y,  ^,  et  les  dérivées 
partielles  de  z  d'ordre  a,  3,  ...,  n.  L'élimination  de  a,,  «a,  ..., 
rt/i+i  entre  ces  n  —  i  équations  et  les  équations  (137)  et  (139) 
conduira  en  général  à  une  seule  relation  indépendante  de  «i, 
«25  •  •  ••!  «H+n  où  figureront  x,  y,  z,  et  les  dérivées  partielles  de  z 
jusqu'à  l'ordre  n. 

Exemple.  —  Si  la  surface  S  est  un  plan,  on  retrouve  l'équation  des 
surfaces  développables  s''-  —  rt  =  o.  Si  la  surface  2  est  une  sphère  de  rayon 
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constant  R,  les  équations  (.37)  et  (i39)  deviennent 

(i4o)     }       (^  -  ""^r'-^iy  ~  ^■2y+(z  -  a,r--  n^  =  o, 

'  ^-  ai+(z~a,)p  =  o,        r- «2+ (^-«3)7  =  0. 
Supposons  que  «„  «„  a,  soient  fonctions  d'un  paramètre  X;  en  égalant 
les  valeurs  du   rapport  X- X;,,  tirées  des  deux  dernières  équations  (.40) 
on  obtient  la  relation  V'^"A 

(141)  (,7_sî)(s_a3)2 

On  aura  l'équation  cherchée  en  éliminant  a,.  «,,  a,  entre  f  Mo)  et  (,  { ,). 

Des  premières  on  lire  z  —  «,  —  _ __iL^__  ^,    „  , 

^  ~"  -F====  et,  en  remplaçant  3  — «3  par 

cette  valeur  dans  (r4i),  on  obtient  l'é^uTiL  aux  dérivées  partielles  des 
surjacfs-canaux 

(142)  (,'/_;y2)Rî 

+  [(l  +  /^=')<  +  (l  +  g-^),— .^g„]R/7^r^i— ^^^,^^,_^^,^,^^ 

La  signification   géométrique  est  facile  à  vérifier;  elle  exprime  que  l'un 
des  ra^^ons  de  courbure  principaux  de  la  surface  est  égal  à  R  (I,  n"  242). 

Remarque.  -Étant  donnée  une  fonction  de  plusieurs  variables 
qui  dépend  d'une  ou  plusieurs  fonctions  arbitraires,  il  n'est  pas 
toujours  possible,  comme  dans  les  deux  cas  qui  viennent  d'être 
examinés,  d'en  déduire  une  relation  et  une  seule,  entre  les 
variables  indépendantes,  la  fonction  z  et  ses  dérivées  partielles 
jusqu  a  un  ordre  déterminé,  cette  relation  étant  indépendante  de 
la  forme  des  fonctions  arbitraires.  Considérons  par  exemple  une 
tonction  ..  =  F  {x,y,  X,  Y),  F  étant  une  fonction  déterminée  des 
qtiatre  arguments  qui  y  figurent,  X  et  Y  étant  des  fonctions 
arbitraires  des  variables  x  et  j.  respectivement.  Les  cinq  dérivées 
C'/ Y  '  ''  ^  "*"  P^^'"'^''  et  <^»  second  ordre  dépendent  de  X,  X', 
^  ,  Y,  Y',  Y",  et  il  est  en  général  impossible  d'éliminer  ces  six 
quantités  entre  les  six  équations.  Mais  si  l'on  pousse  jusqu'aux 
dérivées  du  troisième  ordre,  on  a  en  tout  dix  relations  renfermant 

nuit  arbitraires,  X,  X',  X"    X"'    Y    Y'    Y"    Y"'    ^1  i"r     •     »• 
,    .  '       '        '  ^^  '   ^  ?    ^  ?    I  5   I  ,   1    ,   et  1  élimination 

conduira  à  un  système  de  deux  équations  du  troisième  ordre  ('). 

4o6.  Théorème  général  d'existence.  -  La  démonstration  donnée 
pour  un  système  d'équations  aux  dérivées   partielles  du   premier 

(')  Voir  le  Cours  d'Analyse  de  M.  Hermitc,  p.  215-229. 
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ordre  (n"  387)  s'étend  sans  peine  aux  systèmes  plus  généraux  de 
la  forme  normale,  étudiés  par  M'""  de  Kovvaleski  ('), 

1   d>\z 


(i43)  \  'd^ 


—   F|  (a^i,  ^^2)    •  •  •  7  ^n  ;   -3|)  -22,    .  .  .,  -5/,,   ...)■, 

=  F,  (x,,  Xi,  ...,x„;  Zi,Zi,  ...,  ;;/„  ...), 


— - — - —  —  r  ,,{Xi,  Xi,   .  .  .  ,  Xn  >  Zi,  Z-i,  .  .  .  ,  ^/i,   ■  •  •  )-i 

ox\f 

dont  les  seconds  membres  renferment  les  variables  indépendantes 
Xi,  ^2,  ...,  Xni  les  fonctions  inconnues  ^,,  ...,  Zp,  les  dérivées 
partielles  de  z-x  jusqu'à  l'ordre  r,  inclusivement,  les  dérivées  par- 
tielles de  z-i  jusqu'à  l'ordre  /;,,   ...,  et  ainsi  de  suite;  de   plus, 

aucune  des  dérivées > >  •  •  •> ne  tigure  dans  ces  lonc- 

dx\'      dx'\^  ùx'\f  " 

lions  F/.  Le  théorème  général  s'énonce  ainsi  : 

()a,-i-a,  +  ...-f-a„ -^. 
Les  quantités  :r,,  x^,  ...,  x,„  z,,  z.,,  ...,  Zp,  ^^^> 

1  i    '"        n 

qui  figurent  flans  les  fonctions  F/  étant  regardées  comme  des 
variables  indépendantes^  soient 

«1,  «2,  .  .  . ,  a„,  bi,  f)i,  .  . . ,  bp,  ^'a,.a,, ...,  a„ 

un  système  quelconque  de  valeurs  de  ces  variables  dans  le 
voisinage  duquel  les  fonctions  F/  sont  holomorphes.  Soient, 
d'autre  part, 


des  fonctions  des  n  —  i  variables  x-,,  Xs,  . . .,  x„,  régulières  au 
voisinage  du  point  a-,,  ••  -,  a„,  et  telles  que  l'on  ait 

^a,+  ...+a„çpa, 
''■=^''  ôx^K.M"     =^^"^' ^'" 


(')  Journal  de  Crelle,  t.  LXXX.  Dans  sa  démonstration,  Al""'  de  Kowaleski 
ramène  le  cas  général  au  cas  d'un  système  linéaire  du  premier  ordre,  tandis  qu'il 
nous  suffit  de  ramener  le  cas  général  au  cas  d'un  système  du  premier  ordre  de 
forme  quelconque. 


634  CHAPITRE   XXII.    —   ÉQUATIONS   AUX   DÉRIVÉES   PARTIELLES. 

pour  X2=  a-i,  ...,  x,i  =  a,i.  Les  équations  (i43)  admettent  un 
système  d'intégrales  et  un  seul,  holomorphes  dans  le  domaine 
du  point  («),  «2?  •  •  -5  <^ii)i  ^t  telles  que  l'on  ait,  pour  Xi  =  a^, 

-  =  ^-     d^  =  ?''     •••'     i?r^  =  '^'^'       (.  =  .,.,...,/>). 

Pour  le  démontrer,  nous  observons  d'abord  que  les  équa- 
tions (143),  et  celles  que  l'on  en  déduit  par  des  différentiations 
successives  permettent  d'exprimer  toutes  les  dérivées  partielles 
des  fonctions  inconnues  au  moyen  des  variables,   des  fonctions 

j          1,    ■     ,                 -Il        ()a,-i--.  +  a„^.         ,  . 

inconnues  et  des  dérivées  partielles  — —,  ou  a,   est  inie- 

rieur  à  ;•)  pour  f  =  1,  à  /'^  pour  i=i,  ...,  à  rp  pour  i=p.  On 
le  reconnaît  de  proche  en  proche  par  un  raisonnement  tout  pareil 
à  celui  du  n"  387.  Or  les  conditions  initiales  font  connaître  im- 
médiatement les  valeurs  numériques  pour  Xi  =  ai,  ...,  Xn^a,,, 
des  dérivées  au  moyen  desquelles  s'expriment  toutes  les  autres; 
on  peut  donc  calculer,  par  les  seules  opérations  d'addition  et  de 
multiplication,  les  coefficients  des  développements  en  séries 
entières  des  intégrales,  dont  on  veut  prouver  l'existence,  au 
moyen  des  coefficients  des  développements  des  fonctions  F/  et  des 

fonctions  du  Tableau  (  1 44)- 

Pour  achever  la  démonstration,  il  reste  à  établir  la  convergence 
des  séries  entières  ainsi  obtenues,  pourvu  que  les  modules  des 
différences  Xi — rt/ soient  assez  petits.  Cette  convergence  a  été 
démontrée  plus  haut  lorsque  tous  les  nombres  r,,  /'a,  . .  -,  />  sont 
égaux  à  l'unité.  On  ramène  le  cas  général  à  ce  cas  particulier  en 
considérant  comme  inconnues  les  fonctions  ^,,  ...,  Zp  et  leurs 
dérivées  partielles  jusqu'à  celles  d'ordre  77 —  i  inclusivement 
pour  ;3,  (^'=1,  a,  ...,/'). 

Posons 

()a,-i-a,+  ...-i-a„ -. 


dx'^^'dx%\..dxl- 


'Oii,<Xi,...,ain'  *0,0,...,0' 


Les  seconds  membres  des  équations  (i43)  renferment  les 
variables  jp,,  ...,  x,t,  les  fonctions  s,,  ...,  Zp  et  les  nouvelles 
inconnues,  et  certaines  dérivées  du  premier  ordre  de  ces  nou- 
velles inconnues.  Mais  par  hypothèse  les  dérivées  d'ordre  77  de  la 
fonction  Zi  qui    peuvent  y  figurer  sont  différenles  de  la  dérivée 
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^î-i.o.o,  ...ol  l'un  des  nombres  a^,  ol^,  ...,  a«  est  donc  différent  de 
zéro.  Si  l'on  a  par  exemple  a^^^  o  on  peut  remplacer 

z'  nar        ^-^a.gi--i.a» «» 

lorsque  a,  +  ao  H-  .  .  .  -h  a„  =  r/,  et  de  même  pour  les  autres.  On 
peut  donc  écrire  les  équations  proposées  (i43)  sous  la  forme 
équivalente 

/     ,rs      <^-2r,— 1,0.0 0  .     ,  s  /■  s 

(>45)      ^ =4>/(jr,,   ..,,37,,;  -3,,  ...,  «/,...)  (l  =  l,?.,  ...,p), 

les  seconds  membres  ne  contenant  que  les  variables  et  les  inconnues 
avec  quelques-unes  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
prises  par  rapport  à  lune  des  variables  x^,  ...,  x„.  A  ces  équa- 
tions il  faut  joindre  celles  qui  donnent  les  dérivées  par  rapport 
à  Xt  des  nouvelles  inconnues,  autres  que  celles  qui  sont  déjà 
écrites.  Si  l'on  a  a,  +  aj  H-  . . .  H-  a„  ^  ri —  2,  on  peut  écrire  immé- 
diatement 

^*«i.a, a..  _  ,/• 


(.46) 


Oxi 


'a, -4-1,  a,,  ...,«„» 


et  l'on  a   a, -f- i  4- ao-f- . . .  +  a„  ^/V — i,  de  sorte  que  le  second 
membre  est  une  des  fonctions  inconnues.  Si  l'on  a 


-+-a„=  n—i, 


nous  devons  supposer  a,  «<  /•/ —  i,  et  par  suite  l'un  au  moins  des 
nombres  a^,  ...,  ol„  est  différent  de  zéro.  Si  par  exemple  on 
a  a2!!>  o,  on  écrira  ' 


(147) 


"-a,. a, a„         "■2ai-t-i,a,— i. 


Oxi  ôXi 


et  le  second  membre  est  la  dérivée  par  rapport  à  x^  de  l'une  des 
inconnues  auxiliaires.  Les  équations  (i45),  (i46)  et  (i47)  forment 
un  système  normal  d'équations  du  premier  ordre.  Les  conditions 
initiales  auxquelles  doivent  satisfaire  les  intégrales  de  ce  nouveau 
système  résultent  immédiatement  des  conditions  initiales  imposées 
aux  intégrales  du  système  primitif,  et  il  est  clair  que  les  séries 
entières  obtenues  pour  les  intégrales  ^j,  z-i,  ...,  Zp  du  nouveau 
système  seront  identiques  aux  séries  entières  obtenues  pour  les 
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intégrales  du  système  proposé.  Ces  séries  sont  donc  convergentes 
[voir  n"  387)  dans  le  domaine  du  point  («i ,  «o,  . .  .^  a„). 

Par  exemple  l'équalion  du  secoiul  ordre  r  ^f{x, y^  z,  p.  q,  s,  t)  peut 
être  remplacée  par  un  système  de  trois  équations  du  premier  ordre  de 
forme  normale 

Si  l'on  doit  avoir,  pour  x  =  Xq,  z  —  ^(y),   r^  =  '\'(y):  'es  intégrales  du 

système   auxiliaire   doivent  se  réduire   respecliveiuent,   pour  x  =  X(,,  aux 
fonctions  f(y),  <|;(jk),  cp'(j). 

Ce  théorème  général  ne  fournit  pas  de  réponse  à  toutes  les 
questions  que  l'on  peut  se  proposer  sur  l'existence  des  intégrales 
d'un  système  quelconque  d'équations  aux  ilérivées  partielles,  car 
il  ne  s'applique  qu'aux  systèmes  de  la  forme  normale  considérée. 
Les  systèmes  les  plus  généraux  ont  été  l'objet  d'un  grand  nombre 
de  travaux  dont  les  plus  récents,  dus  à  MM.  Tresse,  Riquier, 
Delassus,  ont  conduit  à  la  solution  générale  de  la  question  suivante  : 
Etant  donné  un  système  de  m  équations  aux  dérivées  partielles 
d'ordre  quelconque,  à  un  nombre  quelconque  de  variables  indé- 
pendantes et  de  fonctions  inconnues,  reconnaître  si  ce  système 
admet  des  intégrales  et,  dans  le  cas  de  l'affirmative,  préciser  les 
arbitraires  (constantes  ou  fonctions)  dont  dépendent  les  inté- 
grales ('  ). 

En  résumé,  toute  équation  aux  dérivées  partielles  d'ordre  quel- 
conque, dont  le  premier  membre  est  une  fonction  analytique  de 
ses  arguments,  admet  une  infinité  d'intégrales  analyti(|ues,  mais 
nous  ne  pouvons  pas  affirmer,  en  général,  comme  pour  les  équa- 
tions difierenlielles  (n"  388),  que  toutes  les  intégrales  sont  des 
fonctions  analytiques  des  variables  indépendantes.  On  a  vu  plus 
haut  (p.  599,  note)  qu'il  n'en  est  pas  ainsi  pour  une  équation  du 
premier  ordre;  il  est  du  reste  aisé  de  s'en  convaincre  par  des 
exemples  élémentaires  tels  que  l'équation/)  =  o,  dont  l'intégrale 
générale  est  une  fonction  quelconque  de  y. 


(')  Les  recherches  de  M.   Riquier  ont  été  réunies  par  lui  dans  son  Ouvrage 
Sur  les  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles  (1910). 
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Les  méthodes  du   calcul  des  limites  ne  s'appliquent  pas   aux 
équations  non  analytiques.  Considérons  par  exemple  l'équation 

(148)  p^qfir,  y)  =  o, 

OÙ  f{x^y)  est  une  fonction  continue,  non  analytique,  satisfaisant 
à  la  condition  de  Lipschilz  relativement  à  y.  On  a  démontré  plus 
haut  (n"*  389-392)  que  l'équation  différentielle 

admet  une  infinité  d'intégrales,  dépendant  d'une  constante  arbi- 
traire G.  Pour  en  conckire,  comme  au  n"  393,  l'existence  d'une 
intégrale  de  l'équation  (148),  il  faudrait  avoir  démontré  que  toutes 
ces  intégrales  sont  définies  par  une  relation  ç(.r,y)  :=  C,  la  fonc- 
tion o  admettant  des  dérivées  continues  du  premier  ordre.  On 
reviendra  sur  cette  question  dans  le  Tome  sui^ant. 

EXERCICES. 

1.  Intégrer  les  équations  aux  dérivées  partielles 

ax^ p  -t-  (x'* z  -H  ax^y  —  ax'^y'^)q  =  lax'^yz  — -  za^y^, 

(x  —  &y)p  -\-{\ox — y)q  —  (ty- —  \x'^—  36ar/. 

2.  Trouver  l'équalion  générale  «les  surfaces  qui  coupent  à  angle  droit 
les  sphères  représentées  par  l'équation 

a:*-f-^r*-f-  z^-r-  laz  =  o, 

où  a  est  un  paramètre  variable. 

Déduire  du  résultat  obtenu  quelques  systèmes  formés  de  trois  familles 
de  surfaces  ortliogonales. 

3.  Trouver  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  décrites  par 
une  droite  qui  se  meut  en  rencontrant  une  droite  fixe  sous  un  angle 
donné.  Intégrer  cette  équation  aux  dérivées  partielles. 

\^Licence;  Paris,  juillet  1878.] 

4.  Etant  donnés  un  plan  P  et  un  point  O  dans  le  plan,  trouver  l'équation 
générale  de  toutes  les  surfaces  telles  que  si,  par  un  point  q  lelconque  m 
de  l'une  d'elles,  on  mène  la  normale  mn  qui  rencontre  en  n  le  plan  P,  puis 
la  perpendiculaire  mp  à  ce  plan,  l'aire  du  triangle  Onp  soit  égale  à  une 
constante  donnée.  [Licence;  Paris,  novembre  1871.] 
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5.  Même  question,  en  supposant  que  l'angle  nOp  est  constant. 

[Licence;  Rennes,  i883.] 

6.  Déterminer  toutes  les  surfaces  qui  satisfont  à  la  condition 

Op  X  mn  =  X  O  m  , 

dans  laquelle  X  désigne  une  constante  donnée,  0  l'origine  des  coordon- 
nées, m  un  point  quelconque  de  l'une  de  ces  surfaces,/)  le  pied  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  O  sur  le  plan  tangent  en  m,  et  n  la  trace  de  la 
normale  sur  le  plan  xOy.  [Licence;  Paris,  1875.] 

7.  Trouver  l'équation  générale  des  surfaces  telles  que  si,  par  un  point  w 
de  l'une  d'elles,  on  mène  la  normale  mn  terminée  au  plan  des  xy,  la  lon- 
gueur mn  soit  égale  à  la  distance  On.  [Licence;  Poitiers,  i883.] 

8.  On  demande  les  surfaces  intégrales  de  l'équation 

déterminer  la  fonction  arbitraire  de  façon  que  les  caractéristiques  forment 
une  famille  de  lignes  asymptotiques  des  surfaces  intégrales,  et  trouver  les 
trajectoires  orthogonales  des  surfaces  ainsi  obtenues. 

[Licence;  Paris,  juillet  1904.] 

9.  On  considère  une  famille  de  courbes  gauches  (F)  représentées  par 
les  deux  équations 

où  a  et  6  sont  deux  paramètres  variables. 

1°  Démontrer  que  ces  courbes  sont  les  trajectoires  orthogonales  d'une 
famille  de  surfaces  (S)  à  un  paramètre; 

2°  Trouver  les  lignes  de  courbure  de  ces  surfaces  (S); 

3"  Montrer  que  ces  surfaces  font  partie  d'un  système  triple  orthogonal 
et  trouver  les  deux  autres  familles  de  ce  système. 

[Licence;  Paris,  juillet  1901.J 

10.  Former  l'équation  aux  dérivées  partielles  admettant  l'intégrale  com- 
plète ^2  (^j^s —  a)  :=  (z  -h  by,  et  intégrer  cette  équation. 

11.  Déterminer  les  surfaces  telles  que  le  segment  mn  de  la  normale, 
compris  entre  la  surface  et  le  point  d'intersection  n  avec  un  plan  fixe  P, 
se  projette  sur  ce  plan  P  suivant  un  segment  de  longueur  constante. 

12.  Soit  n  le  point  où  la  normale  en  m  à  une  surface  rencontre  le  plan 
des  icy.  Trouver  les  surfaces  telles  que  la  droite  On  soit  parallèle  au  plan 
tangent  en  m.  [Licence;  Poitiers,  juillet  1884.] 
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13.  On  demande  de  déterminer  les  surfaces  qui  coupent  sous  un  angle 
donné  V  tous  les  plans  passant  par  une  droite  fixe.  Montrer  que  les  carac- 
téristiques sont  des  lignes  de  courbure  des  surfaces  intégrales. 

14.  Les  courbes  intégrales  de  réquation  aux  dérivées  partielles  qui  admet 
l'intégrale  complète 

(i  —  a^)x  -i-  k(i-h  a^)z  -h  i ay  -f-  6  =  o, 
où  a  et  6  sont  deux  constantes  arbitraires,  satisfont  à  la  relation 

15*.  Toute  courbe  intégrale  d'une  équation  aux  dérivées  partielles 
F(.r,  jK,  -,/>,  1)  =  o,  tangente  en  un  point  IVI  à  une  génératrice  G  du  cône 
(T)  de  sommet  M,  a  un  contact  du  second  ordre  avec  toute  surface  inté- 
grale tangente  en  M  au  plan  tangent  au  cône  (T)  suivant  la  généra- 
trice G.  [SopHUS  Lie.] 

16.  D'un  point  M  d'une  surface  S  on  abaisse  une  perpendiculaire  MP 
sur  un  axe  fixe  00',  puis  du  point  F  une  perpendiculaire  PN  sur  la  nor- 
male en  M  à  la  surface  S.  On  demande  de  déterminer  les  surfaces  S  telles 
que  la  longueur  MN  soit  égale  à  une  longueur  constante  donnée  a. 

Étudier  en  particulier  les  surfaces  S  qui  sont  des  surfaces  hélicoïdes 
ayant  00'  pour  axe.  {Licence;  Paris,  octobre  1908.] 

17.  On  demande  la  forme  générale  des  fonctions  Y  {x,y,  z,  p,q),  telles 
que  les  équations   différentielles  des  caractéristiques  de  l'équation  F  =  o 

admettent  la  combinaison  intégrable  d  {-\  =0. 

Application.  —  Déterminer  les  surfaces  S  telles  que  la  distance  d'un 
point  quelconque  M  de  l'une  d'elles  au  plan  des  xy  soit  égale  à  la  distance 
du  point  O  au  plan  tangent  à  cette  surface  au  point  M. 

18.  Étant  donnée  l'équation  aux  dérivées  partielles 

(i)  P/*H-Q^=  Ks^-f-Sz  +  T, 

où  P,  Q,  R,  S,  T  ne  dépendent  que  des  variables  x  et  jk,  démontrer  que  le 
rapport  anharmonique  u  de  quatre  intégrales  particulières  quelconques 
de  l'équation  (i)  vérifie  l'équation 

p  au        Q  ^  ^ 

dx  dy 

Connaissant  quatre  intégrales  particulières  Sj,  ^21  ^3i  -Sj  de  l'équation  (i), 
peut-on  en  déduire  l'intégrale  générale? 
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19.  Surfaces  parallèles.  —  Soit  ^{x.y,  z)  une  intégrale  de  l'équation 

fd^y     /àoy     /ddy 

démontrer  que  l'équation  0(a7,^,2)  =  C  représente,  en  coordonnées  rec- 
tangulaires, une  famille  de  surfaces  parallèles. 

R.  On  observe  que  l'équation  (E)  admet  l'intégrale  complète 


6  =  <^(j^  —  a)^-i-{y  —  by  +  {z  —  c)^ 

et  l'intégrale  générale  s'obtient  en  cherchant  l'enveloppe  de  la  sphère  de 
rayon  6  dont  le  centre  décrit  une  surface  ou  une  courbe.  Il  est  clair  qu'en 
faisant  varier  le  rayon  0,  on  obtient  une  famille  de  surfaces  parallèles. 

Réciproquement^  pour  que  l'équation  m  (a:, ^,  ^)  =  G  représente  une 
famille  de  surfaces  parallèles,  il  faut  et  il  suffit  (Ex.  9,  p.  344)  ({ue  u  {x^y,z) 
vérifie  une  équation  de  la  forme 


(àuY    ,    fàuy       (du 


-(IM-^)'-<"). 


que  l'on  ramène  à  la  forme  (E)  en  posant  6  =  <]'(«). 

20.  Pour  que  l'expression  dz ->!- K  dx -\- ^  dy  admette  un  facteur  inté- 
grant indépendant  de  z,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  soit  de  la  forme 
dz  -^  zdf^  ->i-  e-9  d<\i,  ^  el  <\i  étant  des  fonctions  de  x  et  de  y. 

21.  Appliquer  la  méthode  de  J.  Bertrand  (p.  ôyS)  à  l'équation 
P  dx-\-Qdy -\-R  dz  =  o,  où  P,  Q,  R  sont  des  fonctions  linéaires  de  x, 
y,  z,  satisfaisant  à  la  condition  d'intégrabiiité. 

22*.  Étant  donné  un  système  complètement  intégrable  de  la  forme 

dz  =  p  dx  -h  q  dy, 

dp  =  («]/)  -h  a-2q  -+-  a^z)  dx  -f-  (cip  -+-  c^q  +  c-^z)  dy., 

dq  z={cip  +  c-iq  -^  c-iZ)  dx  -H  (è,/>  -H  h^iq  -i-  b^z)  dy, 

où  a/,  bj,  Ci  sont  des  fonctions  de  x  et  de^,  l'intégrale  générale  est  de  la 
formQ  z  =  Ci^i-+- C2-82-+- Gs^s,  Zi,  z-i.,  z^  étant  trois  intégrales  linéaire- 
ment distinctes,  et  Gj,  Cj,  G3  des  constantes  arbitraires  (i). 

23.  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  équa- 
tions /•  =/i  {x, y),  s  —fi  {x.,y),  t  =/3  {x, y     soient  compatibles. 

Application.  —  Trouver  à  quelle  condition  doivent  satisfaire  les  fonc- 
tions A  {x,y),  B  {x,y).i  G  {x^y)  pour  que  les  courbes  intégrales  de  l'équa- 
tion différentielle  A  dx^-h  iB  dx  dy  ^  G  dy^  =  o  soient  les  projections  sur 
le  plan  des  xy  des  deux  familles  de  lignes  asymptotiques  d'une  surface. 

(')  Appell,  Journal  de  Liouville,  3"  série,  t.  VIII,  p.  192. 
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Page    23,  ligne  g,  au  lieu  de  différence,  lire  différence. 

—  i8o,  l'avant-dernière  formule  doit  être  précédée  d'un  trait  vertical. 

—  4o')  ligne  i3,  supprimer  :  comme  on  l'a  déjà  démontré  (n''44). 


—  256,  deuxième  ligne  de  l'exercice  8,  au  lieu  de  convergences,  lire  conver- 

gence. 

—  33i,  formule  (77),  au  lieu  de  +  2N,  lire  —  2N. 
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